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Vorwort zur zweiten sowjetischen A uflage 


Die zweite Auflage des Buches ‚Grundlagen der Quantenmechanik“ stellt 
ebenso wiedieerste (1944 unterdemTitel ,‚Einführungindie Quantenmechanik“ 
erschienen) im wesentlichen einen Zyklus von Vorlesungen dar, die der Ver- 
fasser während einer Reihe von Jahren an der physikalischen Fakultät der 
Moskauer Staatlichen Lomonossow-Universität gehalten hat. 

Die weitere Entwicklung dieses Lehrgangs bewog mich, in die zweite Auf- 
lage eine Reihe von Änderungen und Ergänzungen aufzunehmen. 

Wesentlich geändert wurde das Kapitel, das den Begriff eines quanten- 
mechanischen Zustands und die Diskussion über die Unbestimmtheitsrela- 
tionen behandelt; es hat eine klarere Fassung erhalten. In der neuen Auf- 
lage werden methodologisch die idealistischen Konzeptionen der Quanten- 
theorie, die zur Zeit im Ausland verbreitet sind, kritisiert. Außerdem sind 
noch Nachträge aufgenommen, die dadurch erforderlich wurden, daß sich die 
Anwendungen der Quantenmechanik im Laufe der letzten Jahre weiterent- 
wickelt haben. 

Wie schon in der ersten Auflage, war ich in diesem Buch bemüht, dem 
Anfänger beim Studium der Quantenmechanik die richtige Auffassung ihrer 
physikalischen Grundlagen und ihres mathematischen Rüstzeugs zu ver- 
mitteln und auf die Fruchtbarkeit dieser Wissenschaft in ihren wichtigsten 
Anwz»ndungen hinzuweisen. 

Die Vervollkommnung dieses Buches wurde weitgehend durch zahlreiche 
Diskussionen von seiten meiner Kollegen, insbesondere S.I. DRABKINA, M.A. 
MARKow, A.A. SoKOLOw, S.G. SuwoRow und J.A. FEINBERG gefördert, wo- 
für ich ihnen besonders dankbar bin. An der Ausarbeitung des letzten Kapitels 
hatten die Besprechungen im philosophischen Seminar der Moskauer Staat- 
lichen Universität und mit den Theoretikern des Physikalischen Instituts 
der Akademie der Wissenschaften der UdSSR erheblichen Anteil. 

Auch den Physikstudenten der Moskauer Staatlichen Universität, die be- 
hilflich waren, Druckfehler und andere Mängel der ersten Auflage zu be- 
seitigen, spreche ich meinen Dank aus. 
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Vorwort zur dritten sowjetischen Auflage 


Die vorliegende Auflage der „Grundlagen der Quantenmechanik“ wurde 
wesentlich überarbeitet. Sie enthält eine Reihe von Ergänzungen und Ände- 
rungen. 

Die Ergänzungen betreffen in erster Linie die Stoistheorie sowie die An- 

wendungen der Quantenmechanik auf die Theorie des Atomkerns und die 
Theorie der Elementarteilchen. 
. Die Entwicklung dieser Zweige der Quantenmechanik, die durch die stür- 
mische Entwicklung der Kernphysik hervorgerufen wurde, war so bedeutend, 
daß die Ergänzungen keiner Rechtfertigung bedürfen. Ferner wurde der 
Stoff in methodischer Hinsicht ergänzt. Zum Beispiel werden die WKB- 
Methode, die Theorie der CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten u.a. behandelt, 
deren Kenntnis in der modernen Physik unerläßlich ist. 

Die Änderungen beziehen sich nicht nur auf die Ausmerzung veralteter Be- 
griffe, sondern auch auf die Präzisierung verschiedener Formulierungen und 
Lehrsätze. Für diese Verbesserungen bin ich vielen Lesern verbunden, die mir 
ihre kritischen Bemerkungen und Wünsche mitteilten. 

Grundgedanke und Ziel des Buches sind dieselben wie für die ersten beiden 
Auflagen. Es soll dem Anfänger beim Studium der Quantenmechanik ein rich- 
tiger Begriff ihrer physikalischen Grundlagen und ihres mathematischen 
Apparates vermittelt und an einfachen Beispielen gezeigt werden, wie sie auf 
verschiedenen Gebieten der Atomphysik (Festkörper-, Kern- und Molekular- 
physik, Optik, Theorie des Magnetismus usw.) angewandt wird. 

Große Bedeutung habe ich ferner immer der richtigen Methodologie bei- 
gemessen. Ohne die Beherrschung der Methodologie trägt selbst der beste 
Gedanke Züge der Handwerkelei. Deshalb durchdringt die materialistische 
Methodologie bald mehr und bald weniger offensichtlich das gesamte Buch. 

In den vergangenen Jahren wurde meine „Quantenmechanik“ in vielen 
Ländern verlegt. Es ist für mich eine große Freude zu wissen, daß das Buch 
in zahlreichen Ländern zur Verbreitung der Kenntnisse und des Interesses an 
der modernen Physik beigetragen hat. 

Abschließend möchte ich meinen Mitarbeitern und Studenten danken, die 
mich bei der Vervollkommnung des Buches unterstützt haben. Besonders 
danke ich M.A.MARkow, der das neue Manuskript las, eine Reihe von nütz- 
lichen Vorschlägen machte und Hinweise gab, sowie S.I. DRABKINA, die sich 
sehr aktiv an der Bearbeitung der Änderungen und Ergänzungen zur neuen 
Auflage beteiligte. Ferner danke ich dem Mitarbeiterkollektiv des Verlages 
„Hochschule“ für das Bemühen, das Buch gut und schnell herauszugeben. 
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ZI 


Einleitung 


Die Wissenschaft von den Atomvorgängen hat sich in den letzten Jahr- 
zehnten nicht allein zu einem der wichtigsten Kapitel der modernen Physik 
entwickelt, sondern hat auch weitgehende Anwendung in der modernen 
Technik gefunden. 

Schon ein oberflächlicher Blick auf das bemerkenswerte Gebiet der Atom- 
vorgänge läßt uns neue Züge feststellen, die sich grundsätzlich von denen der 
Makrowelt unterscheiden. 

Das erste, was uns in der Mikrowelt begegnet, ist der Atomismus. Die 
einfachsten Elementarteilchen, die hier auftreten, sind durch genau 
definierte Merkmale (Ladung, Masse u. a.) gekennzeichnet, die für alle Teil- 
chen der gleichen Art identisch sind. 

Ein ähnlicher Atomismus besteht in der Makrowelt nicht. Die makro- 
skopischen Objekte stellen eine Summe von einer großen Zahl von Atomen 
dar. Die makroskopischen Erscheinungen werden beherrscht durch Gesetze, 
wie sie einer großen Zahl von Partikeln (Mikroteilchen) eigen sind. 

Das alles weist darauf hin, daß es methodologisch falsch wäre, die Partikeln 
nach Art und Vorbild makroskopischer Körper zu betrachten. Selbst der 
materielle Punkt der klassischen Mechanik stellt ein abstraktes, idealisiertes 
Bild nicht etwa einer Partikel dar, sondern das eines makroskopischen Kör- 
pers, dessen räumliche Maße im Vergleich zu den betrachteten Entfernungen 
klein sind. 

Der Atomismus der Mikrowelt beschränkt sich aber nicht nur auf die Ein- 
deutigkeit der Merkmale der Partikel. Er drückt sich auch in der Existenz 
eines gewissen absoluten Maßes für die mechanische Bewegung aus. Ein sol- 
ches Maß stellt die PLancksche Konstante h = 1,05 : 10-27 ergs dar. Sie be- 
sitzt in der Mechanik der Partikel eine erstrangige Bedeutung. Die Physiker 
ignorierten lange Zeit das Gesetz des Übergangs der Quantität in Qualität 
und waren bestrebt, die Atomvorgänge innerhalb des Rahmens der klassi- 
schen Theorie zu begreifen. Die Entdeckung der Pranckschen Konstante 
war die ernste Warnung dafür, daß eine mechanische Übertragung der Ge- 
setzmäßigkeiten aus dem Gebiet des Großen in das des Kleinen unzulässig ist. 

In den zwanziger Jahren unseres Jahrhunderts wurden neue experimentelle 
Tatsachen bekannt, die uns endgültig zwangen, diesen Weg aufzugeben. Es 
wurde nachgewiesen, daß die Elektronen Welleneigenschaften besitzen: Läßt 
man einen Elektronenstrahl durch einen Kristall treten, dann verteilen sich 
die Partikeln auf den Bildschirm genauso wie die Intensität von Wellen ent- 
sprechender Länge. Wir erhalten also das Bild einer der klassischen Mechanik 
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fremden Erscheinung, der Beugung der Partikeln. Später wurde bewiesen, 
daß diese Erscheinung nicht nur bei Elektronen, sondern auch bei allen 
anderen Partikeln auftritt und daher eine ihnen allen gemeinsame Eigen- 
schaft darstellt. Auf diese Weise wurde eine grundsätzlich neue und all- 
gemein gültige Gesetzmäßigkeit entdeckt. 

Es stellte sich heraus, daß in manchen Fällen die Bewegung von Partikeln 
mehr einer Wellenbewegung als der Bewegung eines materiellen Punktes auf 
seiner Bahnkurve- verwandt ist. Die Erscheinung der Beugung ist mit der 
Annahme der Bewegung von Partikeln längs einzelner Bahnkurven un- 
vereinbar. Deshalb sind die Grundsätze der klassischen Mechanik, für die der 
Begriff der Bahnkurve eines der Grundelemente darstellt, für die Analyse der 
Bewegung von Partikeln ungeeignet. 

Schon der Begriff des Teilchens ruft, auf die Individuen der Mikrowelt 
angewandt, in unserer Vorstellung eine engere Verwandtschaft zu den Massen- 
punkten der klassischen Mechanik hervor, als es der Wirklichkeit entspricht. 

Dies muß stetsin jenen Fällen im Auge behalten werden, wo wir der Kürze 
halber das Wort „Teilchen“ an Stelle von ‚Partikel‘ (Mikroteilchen) ge- 
brauchen. 

Die klassische Mechanik liefert eine gewisse angenäherte Beschreibung für 
die Untersuchung der Bewegung von Körpern mit großer Masse innerhalb 
hinreichend langsam veränderlicher Felder (makroskopische Felder). Unter 
diesen Bedingungen ist die Prancksche Konstante ohne Bedeutung und 
kann daher als eine zu vernachlässigende Größe angesehen werden. Hier treten 
auch keine Beugungserscheinungen auf. Im Gebiet kleiner räumlicher Ab- 
messungen dagegen, im Gebiet der Mikrowelt, tritt an Stelle der klassischen 
Mechanik die Quantenmechanik. Somit ist der Gegenstand der Untersuchung 
der Quantenmechanik die Bewegung von Mikroteilchen-Partikeln. 

Die Quantenmechanik ist eine ‚‚statistische T’heorie‘‘. So läßt sich mit Hilfe 
der Quantenmechanik voraussagen, wie sich im Mittel die von einem Kristall 
reflektierten Elektronen auf einer photographischen Platte verteilen werden. 
Über den Auftreffpunkt jedes einzelnen Elektrons jedoch läßt sich nur eine 
Wahrscheinlichkeitsaussage machen: ‚Er wird sich mit einer gewissen Wahr- 
scheinlichkeit an dieser oder jener Stelle befinden.“ 

Einer ähnlichen Sachlage begegnen wir auch in der „statistischen Me- 
chanik“. Jedoch besteht zwischen der Quantenmechanik und der klassi- 
schen statistischen Mechanik ein tiefgreifender Unterschied. 

Der klassischen statistischen Mechanik liegt die NEwronsche Mechanik 
zugrunde, die die Beschreibung der Geschichte eines jeden Teilchens erlaubt, 
so daß also im Prinzip die Aufstellung der Biographie eines jeden Exemplars 
möglich ist. 

Die heutige Quantenmechanik ist im Gegensatz zu der statistischen Me- 
chanik nicht auf der Grundlage irgendeiner Theorie von individuellen Mikro- 
prozessen aufgebaut. Sie untersucht individuelle Eigenschaften von Mikro- 
teilchen sowie individuelle Mikroprozesse und operiert mit statistischen 
Gesamtheiten. Diese werden durch Merkmale definiert, die der klassischen 
makroskopischen Physik entlehnt sind (z.B. Impuls, Energie, Koordinate 
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u.a.m.). Spricht man in der Quantenmechanik von der Rekonstruktion einer 
Mikroerscheinung, beispielsweise von der Wiederholung des gleichen Versuchs, 
so versteht man darunter die Rekonstruktion makroskopischer Bedingun- 
gen für eine mikrophysikalische Erscheinung, d.h. die Verwirklichung 
der gleichen statistischen Gesamtheiten. 

Die Quantenmechanik untersucht somit Jie statistischen Gesamtheiten 
von Partikeln im Verhalten zu makroskopischen Meßvorrichtungen, mit deren 
Hilfe, wie man zu sagen pflegt, der ‚„Teilchenzustand‘‘ bestimmt, d.h. die 
statistische Gesamtheit fixiert werden kann. 2 

Innerhalb der soeben umrissenen Problemstellung stellt die Quänten- 
mechanik den größten Fortschritt in der Entwicklung der Atomphysik des 
zwanzigsten Jahrhunderts dar. Diese Atomphysik tritt jetzt über die Grenzen 
der Physik hinaus und wirkt sich bereits auf dem Gebiete der modernen 
Ingenieurkunst aus. 
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I. Die Grundlagen der Quantentheorie 


8 1. Energie und Impuls der Liehtquanten 


Der Entwicklung der Quantenmechanik ging die Aufstellung der Quanten- 
theorie des Lichtes voraus. Am Ende des vorigen Jahrhunderts schien es, 
als hätte im Kampf der beiden Standpunkte über die Natur des Lichts, des 
korpuskularen und des ondulatorischen, endgültig der ondulatorische in der 
Form gesiegt, wie sie durch die Maxweısche Theorie gegeben wurde. Die 
Versuche von H.HERTZ mit elektromagnetischen Wellen, der Nachweis der 
Existenz des Lichtdrucks durch LEBEDEw und andere dank der Kunst der 
Experimentatoren gewonnene Tatsachen bewiesen unwiderlegbar die Richtig- 
keit der MaxwEu.schen Auffassung. 

Der Triumph der elektromagnetischen Lichttheorie war jedoch unvoll- 
ständig. Währendsichalle Probleme, diedie AusbreitungdesLichtsbetrafen, er- 
folgreich durch die Wellentheorie lösen ließen, blieb eine ganze Reihe wichtiger 
Erscheinungen, die mit der Emission und Absorption des Lichts zusammen- 
hängen, unerklärbar und warinkeinerWeise inden Rahmen von Wellenbegrif- 
fen einzufügen. So stand, ungeachtet aller Anstrengungen der Theoretiker, 
das auf der Grundlage der Wellentheorie abgeleitete Gesetz der Energiever- 
teilung im Spektrum der schwarzen Strahlung nicht nur in krassem Wider- 
spruch zum Experiment, sondern enthielt auch noch innere Widersprüche. 

PLANck stellte 1900 ein Energieverteilungsgesetz für die Strahlung eines 
absolut schwarzen Körpers im Wärmegleichgewicht auf. Dieses Gesetz wurde 
zum Ausgangspunkt für die Entwicklung der Quantentheorie. Ihm lag die 
Annahme einer diskontinuierlichen Emission und Absorption des Lichts durch 
Materie, einer Emission und Absorption des Lichts in endlichen Bruchteilen, . 
den Lichtquanten, zugrunde. 

Die Energie e eines solchen Lichtquants ist proportional der Kreisfrequenz 
w des Lichts und wird durch die Gleichung 


e=hw (1,1) 
ausgedrückt. Hierin stellt A = 1,05 - 10-?7 erg s die berühmte Prancksche 
Konstante dart). i 


1) Als PLancksche Konstante A wird in derälteren Literatur meist ein um 2 größerer 


Wert, d.h. 6,624, : 10"2” ergsgenommen und dafür an Stelle der Kreisfrequenz » = = 
ı 

(T = Schwingungsperiode) die Frequenz» = 7 gebraucht. Die hier benutzte Konstante 

wird dann oft mit A bezeichnet. 
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Diese Vorstellung von den Lichtquanten erhielt ihre abgeschlossene Form, 
als EINsTEin die Notwendigkeit nachwies, dem Lichtquant neben der Energie 


e den Impuls? = — zuzuschreiben, dessen Richtung mit der Fortpflanzungs- 


richtung des Lichts übereinstimmt. 
Führt man den Wellenvektor f ein, dessen Komponenten 


27 27 27 
k = —— = — m — 
e 7 oe, k, ji cosß, k, y 087 
sind, worin A die Wellenlänge und cos«, cosß und cosy die Richtungskosinus 
der Wellennormalen bedeuten, so kann die Formel für den Impuls p des 
Lichtquants in vektorieller Form geschrieben werden: 


p=ht. (1,2) 


Die Formeln (1, 1) und (1, 2) stellen die Grundgleichungen der Quanten- 
theorie des Lichts dar und verknüpfen die Energie e und den Impuls p des 
Lichtquants mit der Frequenz w und der Wellenlänge A einer ebenen mono- 
chromatischen Welle, deren Fortpflanzungsrichtung durch den Vektor f be- 
stimmt wird.!) 

Der tiefere Sinn der Quantentheorie des Lichtsliegtnicht darin, daß wir uns 
das Licht als eine Art Gas vorstellen, das aus Partikeln mit der Energie kw 
und dem Impuls hf besteht (eine solche Vorstellung ist wohl nützlich wegen 
ihrer Anschaulichkeit, aber einseitig), sondern darin, daß der Energie- und 
Impulsaustausch zwischen Mikrosystemen (Elektronen, Atom, Molekül 
u.a.m.) und dem Licht vermittels der Entstehung und Vernichtung von 
Lichtquanten erfolgt. 

Dieser Gedanke findet seinen präzisen Ausdruck in der Anwendung des 
Gesetzes von der Erhaltung der Energie und des Impulses innerhalb eines 
beliebigen Systems, das mit Licht (genauer: mit irgendeiner elektromagne- 
tischen Strahlung) in Wechselwirkung steht. Der Anschaulichkeit halber 
gebrauchen wir künftig anstatt Wechselwirkung den bildhaften Ausdruck 
„Stoß“. 

Wir bezeichnen im folgenden mit E und ® Energie und Impuls des Systems 
vor dem ‚Stoß‘ mit dem Lichtquant und mit E’ und ®’ seine Energie und 
seinen Impuls nach dem ‚,Stoß‘‘, ferner mit Aw und hf Energie und Impuls 
des Lichtquants vor dem ‚Stoß‘ und schließlich mit Aw’ und hF’ die gleichen 
Größen nach dem ‚,Stoß“. 

Der genaue Sinn des Wortes ‚Stoß‘ ist hier der, daß sich als Ergebnis der 
Wechselwirkung die Energie und der Impuls einer elektromagnetischen Welle 
von der Frequenz w und der Richtung f um Ah w und Af verringert haben (ein 
Lichtquant ist verschwunden), während Energie und Impuls einer anderen 


1) Die Formeln (1,1) und (1,2) sollen für jede beliebige Frequenz w gelten, alsosowohl 
für sichtbares Licht als auch für die y-Strahlen. Darum wird jetzt auch statt Licht- 
quant, Gammaquant u. dgl. der kürzere Ausdruck „Photon“ gebraucht. 
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elektromagnetischen Schwingung von der Frequenz » und der Richtung F 
sich um Aw’ und hf’ vergrößert haben (es ist ein Lichtquant entstanden). 
Bildhaft sagen wir, das Lichtquant (Rh w, ht) ist mit dem System „‚zusammen- 
gestoßen‘‘ und hat seine Energie und seinen Impuls geändert (kw, »F’),d.h., 
wir drücken uns so aus, als wäre von einem Stoß von Teilchen der klassischen 
Mechanik die Rede. 

Mittels der von uns angenommenen Bezeichnungen drückt sich das Gesetz 

der Erhaltung der Energie und des Impulses wie folgt aus: 
ho+tE=hw+F (1, 3) 
Hkt+PB=ht +. (1,4) 
Diese Gleichungen erfassen alle drei Grundprozesse: Absorption, Emission 
und Streuung des Lichts. 

Wenn w’ = 0 ist (dann ist auch = 0), beziehen sich die Gleichungen (1,3) 
und (1,4) auf die Absorption des Lichtquants how, ist =0(l=0), so 
bestimmen diese Gleichungen die Emission des Lichtquants h w'. 

Sind jedoch » und w’ von Null verschieden, so beziehen sich diese Glei- 
chungen auf die Lichtstreuung, wobei das Lichtquant (Ro, hf) sich in ein 
Quant mit anderer Energie kw’ und anderem Impuls hf’ verwandelt. 

Das Gesetz von der Erhaltung der Energie und des Impulses widerspricht 
in der Form (1, 3) und (1, 4) sowohl der ondulatorischen wie der korpuskularen 
Vorstellung vom Licht und läßt sich innerhalb der Begriffe der klassischen 
Physik überhaupt nicht deuten. 

Nach der Wellentheorie wird die Energie eines Wellenfeldes nicht durch 
die Frequenz w, sondern durch die Amplituden der Wellen bestimmt, die 
dieses Feld bilden. Andererseits besteht kein so allgemeiner Zusammenhang 
zwischen Wellenamplitude und Frequenz, der es gestatten würde, die Energie 
des einzelnen Quants mit der Amplitude der Welle in Verbindung zu setzen. 
Wir stellen uns nun vor, daß ein Lichtbündel auf eine durchsichtige Platte 
auftrifft. Dann wird ein Teil des Lichts durch sie hindurchgehen, ein anderer 
reflektiert werden. Aus der Wellentheorie folgt, daß die Amplituden der ein- 
fallenden, hindurchgehenden und reflektierten Wellen verschieden sind. Woll- 
ten wir nun auf irgendeine Weise die Energie e der Quanten mit den Wellen- 
amplituden in Zusammenhang bringen, so kämen wir zum Ergebnis, daß die 
Quantenenergie dieser drei Strahlenbündel verschieden ist. Aber nach (1, 1) 
kann die Energie eines Quants nicht verändert werden, ohne zugleich auch 
die Frequenz zu verändern: Ei: Teil der Quanten wäre dann stets anders 
„gefärbt‘‘ als die Ausgangsquanten. 

Daher führt unsere Annahme, die Energie des Quants könnte durch die 
Amplitude bestimmt werden, zum Ergebnis, daß die Farbe des einfallenden, 
reflektierten und durchgehenden Strahlenbündels verschieden sein muß, was 
in der Wirklichkeit beim Durchgang durch einen durchsichtigen Körper natür- 
lich nie der Fall ist. 

Unhaltbar ist auch die Annahme, das Lichtquant stelle eine Partikel dar, 
die sich irgendwo im Raum gewissermaßen als „Schwimmer“ auf der Welle 
befindet. 
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Das Lichtquant ist seiner Definition nach (Gleichungen (1, 1) und (1, 2)) mit 
einer monochromatischen ebenen Welle verbunden. Eine solche Welle stellt 
einen rein periodischen Prozeß dar, unendlich sowohl im Raum wie in der 
Zeit. Die Annahme, das Quant befände sich irgendwo, widerspricht der voll- 
kommenen Periodizität der Welle; eine irgendwie deformierte sinusförmige 
Welle ist keine sinusförmige Welle mehr, sondern eine Gesamtheit verschie- 
dener sinusförmiger Wellen. 

Wenn wir also die Erhaltungsgesetze (1,3) und (1,4) annehmen, müssen 
wir die Unzulänglichkeit der klassischen Begriffe für die Wiedergabe von Er- 
scheinungen der Atomwelt zugeben. Das Licht ist von zwiespältiger Natur und 
besitzt sowohl Wellen- als auch Korpuskulareigenschaften. Die gegenwärtige 
Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes gestattet es, beide Aspekte 
zu berücksichtigen, jedoch überschreiten entsprechende Ausführungen den 
Rahmen dieses Buches, das die nichtrelativistische Mechanik von Mikro- 
teilchen behandelt. 


8 2. Die experimentelle Prüfung des Energie- und Impulssatzes für Liehtquanten 


Wie EinsTEIN gezeigt hat, ermöglicht das Erhaltungsgesetz (1, 3) die Deu- 
tung der vom klassischen Standpunkt aus rätselhaften Gesetzmäßigkeiten 
des photoelektrischen Effekts. Das Wesen dieses Effekts besteht darin, daß 
Metalle unter dem Einfluß des auf ihre Oberfläche fallenden Lichts Elektronen 
aussenden.!) 

Die hier beobachteten Gesetzmäßigkeiten schließen eine klassische Deu- 
tung aus. Der Versuch zeigt, daß die Geschwindigkeit der Photoelektronen 
ausschließlich von der Lichtfrequenz w (für ein bestimmtes Metall), nicht 
aber von der Intensität deseinfallenden Lichts abhängt. Die letztere bestimmt 
nur die Zahl der Elektronen, die vom Metall in der Zeiteinheit abgegeben 
werden. 

Wie klug das Modell dieser Erscheinung auch ausgedacht sein mag, der 
Geschwindigkeitszuwachs des Elektrons muß nach der NewTonschen Glei- 
chung der wirkenden Kraft proportional bleiben. Letztere ist gleich dem Pro- 
dukt aus der Ladung e des Elektrons und der Feldstärke € der Lichtwelle (die 
Wirkung des Magnetfeldes der Welle kann vernachlässigt werden). Somit 
muß die dem Elektron erteilte Geschwindigkeit proportional & und die Ener- 
gie proportional € sein, d.h. proportional der Lichtintensität, was in Wirk- 
lichkeit nicht beobachtet wird. JorrE und DoBRONRAWoWw?) haben gezeigt, 
daß der Photoeffekt auch bei schwachen Intensitäten zu beobachten ist, 
wobei festgestellt wurde, daß die Elektronen vom Metall nach statistischen 
Gesetzen emittiert werden, so daß nur die mittlere Zahl der Elektronen der 
Intensität des einfallenden Strahlenbündels proportional ist. Besonders wich- 


1) Die Gesetze des Photoeffektes wurden zuerst von STOLETOWw, HALLWACHS, RıcHI 
u.a. erforscht. 
2) s. [57]. 
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tig waren die Versuchsergebnisse MILLIKANSs, der genau nachwies, daß die 
Energie der im Photoeffekt ausgestrahlten Elektronen allein durch die Licht- 
frequenz, nicht aber durch die Lichtintensität bestimmt wird. 

Dieses Ergebnis wird verständlich, wenn man auf den Photoeffekt das Ge- 
setz der Erhaltung der Energie (1, 3) anwendet. Nehmen wir an, daß auf die 
Metalloberfläche monochromatisches Licht von der Frequenz w fällt. Da für 
die Ablösung der Elektronen vom Metall eine gewisse Arbeit aufgewandt wer- 
den muß, die wir mit x bezeichnen wollen (man nennt sie die Austrittsarbeit 
der Elektronen aus dem Metall), so muß die ursprüngliche Energie des Elek- 
trons im Metall gleich — x sein. Das Lichtquant wird beim Photoeffekt voll- 
ständig absorbiert, d.h. Aw’ = 0. Die Energie E des Elektrons nach der Ab- 


MV 


sorption des Lichtquants ist aber gleich ‚ wo m, die Masse des Elektrons 


und v seine Geschwindigkeit nach dem Austritt aus dem Metall bedeuten. So- 
mit erhält die Gleichung (1, 3) in diesem Fall die Form!) 


2 
Mgd 


5 2) 


ho-ı= 


Das ist die bekannte EınstEinsche Gleichung für den Photoeffekt. 


Dieser Gleichung zufolge nimmt die Energie an des Photoelektrons 


linear mit der Lichtfrequenz w zu. Mißt man die Energie des Elektrons durch 


Myv? 


ein Bremspotential V so, daßeV = ist (wie es MILLIKAN getan hat), 


dann muß die Steigung der Geraden im System (V, w) durch die Größe 2 


bestimmt werden. Ermittelt man experimentell die Steigung, so kann man h 
bei bekanntem Wert e für die Ladung berechnen. MILLIKAN zeigte, daß man 
hier zum gleichen Wert von h gelangt, wie er aus der Theorie der schwarzen 
Strahlung ermittelt wurde. Dadurch wurde die Richtigkeit der Gleichung (1,3) 
für den Photoeffekt bewiesen. 

Gegenwärtig stellt die ErnstEinsche Gleichung eine der Hauptgleichungen 
dar, die der Theorie der Elektronengeräte zugrunde liegen.) 

Der Zusammenhang zwischen den Gleichungen (1, 3) und (1,4) wurde von 
CoMmPTon experimentell begründet, der die Abhängigkeit der Frequenz ge- 
streuter RÖNTGENstrahlen vom Streuwinkel untersuchte. Als Streusubstanzen 
wählte CoMPTon solche, in denen die Elektronen nur schwach an das Atom 
gebunden sind (Paraffin, Graphit). Da die Energie des RÖNTGENquants groß ist, 
kann bei der Berechnung die Energie des Elektrons im Atom (zum mindesten 
inden äußeren Atomhüllen) vernachlässigt und können die Elektronen alsfreie, 
zu Anfang ruhende Teilchen betrachtet werden. Wir wollen dementsprechend 
die primäre Energie E des Elektrons und seinen Impuls p als Null annehmen. 


1) Die Gleichung (1,4) ist in diesem Fall ohne Bedeutung, da sie bloß behauptet, daß 
der Impuls des Lichtquants vollständig dem ganzen Metallstück übermittelt wird. 
2) Näheres über die Versuche von MILLIKAN vgl. [28], [57], [40] u. [51]. 
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Nach dem Stoß mit dem Röntsenquant kann die Energie des Elektrons 
sehr groß werden. Wir wenden daher.die Formeln der Relativitätstheorie an, 
die die Abhängigkeit der Masse eines Teilchens von seiner Geschwindigkeit 
berücksichtigen. Nach der Relativitätstheorie ist die kinetische Energie eines 
Elektrons, das sich mit der Geschwindigkeit b bewegt, 


2 
MC 
E' — () 
e 1 v2 
== 


wobei m, die Ruhemasse und c die Lichtgeschwindigkeit bedeuten, und ent- 
sprechend gilt für seinen Impuls 


p= 


— Moc®, (2, 2) 


(2, 3) 


Setzen wir diese Wertein (1, 3) und (1, 4) ein und berücksichtigen, daB Z = 0, 
p = 0 sind, so erhalten wir 


ha=hal + mar | (2, 4) 


BRIEER | 
Eu 
- = e2 R (2,4) 
yı - ® c 
Hierin bedeuten w und E die Frequenz und den Wellenvektor der einfallenden 
Strahlung, w und f’ die entsprechenden Größen für die gestreute Strahlung. 
Aus der ersten Gleichung folgt unmittelbar, daß » > w’ ist. Die gestreute 
Strahlung muß folglich eine größere Wellenlänge besitzen als die einfallende. 
Diese Schlußfolgerung wird durch die Versuche ComPTons bestätigt, wäh- 
rend nach der klassischen Theorie die Frequenz des gestreuten Lichts der des 
einfallenden gleich sein müßte (RAYLEigHsche Streuung). 


Aus den Gleichungen (2, 4) und (2, 4’) läßt sich ein wichtiger Schluß ziehen: Das 
freie Elektron kann das Licht nicht absorbieren, sondern nur streuen. Die völlige Ab- 
sorption würde bedeuten, daß & = 0O und k’ = Osind. Daraus folgt, daß f und p gleich- 
gerichtet sind. Daher kann (2, 4°) auch in skalarer Form dargestellt werden: 


ht=hft + 


Mod 
hk = — 
ı-ß 
Kombinieren wir diese Gleichung mit der Gleichung (2, 4), so finden wir, daß für die 
Absorption 1 B 


en 
11 B M=# 

ist, daher $ = 0 und demzufolge auch k = 0 sind. Damit ist die Unmöglichkeit einer 

Absorption bewiesen. 

Der von uns vorher untersuchte Photoeffekt, bei dem das Quant völlig absorbiert 
wird, ist nur deshalb möglich, weil das Elektron im Metall gebunden ist, was sich darin 
ausdrückt, daß die Arbeit x für seine Ablösung aufgewendet werden muß. Der Impuls 
kann auf das Metall übertragen werden. 
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Um die Gleichungen (2,4) nachprüfen zu können, mußte CoMPToN aus ihnen 
ermitteln, wie die Frequenz w’ des gestreuten Lichts vom Streuwinkel 6 ab- 
hängt. In Abb.1 stellt die Gerade OA die Fortpflanzungsrichtung des ur- 
sprünglichen Röntgznstrahlenbündels dar. Die Richtung OC ist jene, in der 
die von den Elektronen gestreuten Strahlen beobachtet werden. Das in Abb. 1 
konstruierte Parallelogramm stellt den Impuls des einfallenden Quants hf 
als Summe der Impulse h!’ des gestreuten Quants und p’ des Elektrons dar. 
DerWinkel® ist derStreuwinkel, und « derWinkel zwischen dem Impuls desPri- 
märquants und dem Impuls desgestoßenen Elek- 
trons, des’sogenannten „Rückstoßelektrons“. B e 

Uın den Zusammenhang zwischen dem Win- 
kel 6 und der Größe des gestreuten Quants h w 
zu finden, nehmen wir die Komponenten der 
zweiten der Gleichungen (2, 4’) in Richtung von 


zweiaufeinander senkrecht stehende AchsenOA _ A 
und OB. Setzen wir voraus, daß |fj| = = und R 
Ifl= — sind, so erhalten wir 

ho ho ov DN\ 


Abb. 1. Das Compronsche 
Parallelogramm 


sind — 2 sinz. 


n 2 yı— P 
Eliminieren wir aus diesen Gleichungen durch einfache algebraische Rech- 
nungen ß und den Winkel «, so erhalten wir 


; h BEER. 
vu—-w= z ww’sin?—. 
MoC 2 


See 
4° ’ 


Ersetzen wir hierin » durch 22 und w durch so finden wir leicht für 
die Änderung der Wellenlänge 


(2,5) 


Diese Formel wurde erstmalig von CoMPToN gefunden. Durch Variation 
des Winkels, unter dem die Streuung beobachtet wurde, und Messung der 
Änderung AA der Wellenlänge sowie Vergleich der Versuchsergebnisse mit 
der Voraussage der Theorie gemäß Formel (2, 5) gelangten CoMPTON und 
Wv zur vollständigen Übereinstimmung mit der Theorie.) 

Die Versuche ComPTons beweisen die Richtigkeit der Annahme, daß das 
Lichtquant einen Impuls besitzt, dessen Größe durch die Formel (1, 2) be- 
stimmt wird. 


X) Näheres über die Versuche vgl. TARTAKOWSEI [57]. 


I. DIE GRUNDLAGEN DER QUANTENTHEORIE 


Wir bemerken noch, daß Aufnahmen, diein der WıLsonkammer erhalten 
wurden, in manchen Fällen gestatten, die Flugrichtung des beim CoMPTonN- 
effekt gestreuten Quants sowie die Bahn und die Energie des Rückstoß- 
elektrons zu ermitteln und damit gewissermaßen durch direkte Beobachtung 
die Zusammensetzung der Impulse des Elektrons und des Lichtquants zu 
beobachten, wie wir sie in Abb. 1 dargestellt haben.!) 


Die in der Formel (2,5) auftretende Länge A = r. = 3,9 . 101° cm wird 


als Comrronwellenlänge bezeichnet. Sie besitzt fundamentale Bedeutung 
in der relativistischen Theorie des Elektrons und stellt einen der Maßstäbe 
dar, die der Mikrowelt eigen sind. Kennt man AA, so kann man h berechnen, 
so daß der Comrroneffekt eine weitere Methode zur Ermittlung von %h dar- 
stellt. Erscheinungen, in denen die Konstante h eine wesentliche Rolle spielt, 
nennt man Quantenerscheinungen. Eine jede von ihnen kann zur Ermittlung 
der Konstanten A dienen. 

Wie zu erwarten war, kann eine Quantenerscheinung nicht klassisch ge- 
deutet werden. Nach der klassischen Theorie, die einen kontinuierlichen 
Energieaustausch zwischen Feld und Mikrosystemen voraussetzt, wäre h = 0), 
und es könnte kein Frequenzwechsel bei der Lichtstreuung an einem freien 
Elektron eintreten [AA ist proportional 7, vgl. (2, 5)]. Zu diesem Ergebnis 
führte die direkte Berechnung auf Grund der klassischen Theorie. Unter dem 
Einfluß eines Wechselfeldes mit der Frequenz » vollführt das Elektron eine 
erzwungene Schwingung mit gleicher Frequenz. Dadurch entstehen Schwin- 
gungen der Ladung e mit der Frequenz w. Solche Schwingungen erzeugen 
(infolge der Linearität der Feldgleichungen) ein Wechselfeld mit der gleichen 
Frequenz. Die gestreute Strahlung sollte demnach die gleiche Frequenz wie 
die einfallende besitzen. 


83. Der Atomismus 


Wir begegnen in der Mikrowelt einer Anzahl einfachster Teilchen oder, wie 
man zu sagen pflegt, Elementarteilchen. Auf Grund von Untersuchungen der 
kosmischen Strahlung und mit künstlich beschleunigten Teilchen hoher 
Energien hat sich die Anzahl der bekannten Elementarteilchen in den letzten 
Jahren wesentlich vergrößert. Die nachfolgende Tabelle zeigt die charakte- 
ristischen Eigenschaften dieser Teilchen.?) i 

Die Masse, die Ladung und andere Eigenschaften sämtlicher Elementar- 
teilchen der gleichen Gattung sind gleich und keinen Veränderungen unter- 
wotfen: Die einzigen Veränderungen von Elementarteilchen, die in der Physik 


1) Vgl. TARTAKOWSKI, P.S.: a. a. O. 

2) Wie man der Tabelle entnimmt, gibt es unter den charakteristischen Größen von 
Mikroteilchen solche (Spin o, Isospin 7’, Strangeness 8), die für Makroteilchen nicht 
charakteristisch sind. Diese Größen werden in den $$ 58, 59, 131 und 136 genauer be- 
handelt. Über die neuen Teilchen vgl. das Buch von M. A.Markow, Hyperonen und X- 
Mesonen, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1960. 
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Tabelle der Elementarteilchen 


Bezeichnung Symbol Mae Tanne, San Isospin 7, Strangeness ae 
Photon y fi) 0 1 _ — = oo 
Neutrino C 0 1} 1, er zum Zi oo 
Elektron el) 1 = 1, “er u mi 2 
4#-Meson ne) 298,7 —1 1, a = = 2,22 . 10-° 
-Meson a 273,3 +1 0 1 +1 2: 2,56 . 10-® 

Ei 264,3 0 0 1 0 en 10-18 
= 273,3 —1 0 1 —1 en 2,56 - 10- 
K-Meson K-(K-) 966 = 0 1), ', 1 10-8 
K° (Ko) 973 0 0 1, —1/, 1 10-10 
Nukleon P(P) 1836,1 +1 Y, 1, Y, {) oo 
n(n) 1838,6 0 vn Y, ii; 0 1,04. 10° 
4-Hyperon 4° (AN 2181 0 , 0 0 —1 2,77 . 10-20 
Z-Hyperon E+ (£+) 227 +1 ı, 1 1 —1 0,78 . 10-10 
22%) 2310 {) 1), 1 o ee <10-" 
2- (2) 2340 —1 , 1 —1 —1 1,58 . 10-10 
Kaskadenhyperon © 2585 —1 ı, 2, —1, —2 10-2 
= 2385 0 1; 1); +, _2 


In der Tabelle sind nur die Daten für Teilchen angegeben. Beobachtete Antiteilchen sind mit einer Schlangenlinie (-) gekenn- 


zeichnet. Das &--Hyperon wurde im Vereinigten Institut für Kernforschung, Dubna, entdeckt. 


SAKNSIROLY aaa 's$ 


1. DIE GRUNDLAGEN DER QUANTENTHEORIE 


der Gegenwart bekannt sind, bestehen in der Umwandlung einer Teilchenart 
in eine andere. 

Dabei werden die Teilchen entweder vernichtet oder sie entstehen als Gan- 
zes wieder neu. 

Dies bedeutet nicht, daß ‚‚Elementarteilchen‘‘ keine Struktur haben!), es 
bedeutet nur, daß Elementarteilchen für einen großen Bereich von Er- 
scheinungen als strukturlose Objekte betrachtet werden können, dieeine An- 
zahl fundamentaler Eigenschaften, wie Masse, Ladung, Spin usw. besitzen. 

In unserem Lehrgang, der sich mit der nichtrelativistischen Quanten- 
mechanik befaßt, haben wir nur mit solchen Vorgängen zu tun, bei denen die 
Änderung der Teilchenenergie weitaus kleiner als ihre Ruheenergie E, = myc? 
ist; Vorgänge, bei denen es zu Umwandlungen von Elementarteilchen kommt, 
fallen aus dem Rahmen der nichtrelativistischen Mechanik .?) 

Der Atomismus, der für die Mikrowelt kennzeichnend istundihr wichtigstes 
Charakteristikum darstellt, wird durch die Existenz der Elementarteilchen 
noch nicht erschöpft. Auch die zusammengesetzten, aus Elementarteilchen 
gebildeten Korpuskeln (z. B. Moleküle, Atome, Atomkerne) besitzen atomi- 
stische Eigenschaften. 

Diese atomistischen Eigenschaften sind durch zwei Umstände bedingt. 
Erstens: Jede Art zusammengesetzter Korpuskel wird aus völlig eindeutig be- 
stimmten Elementarteilchen gebildet (z. B. das Wasserstoffatom aus einem 
Proton und einem Elektron; der Urankern 238 aus 92 Protonen und 146 Neu- 
tronen usw.). Zweitens: Die inneren Zustände der zusammengesetzten Korpuskel 
sind diskontinuwierlich: Für jede bestimmte Korpuskel besteht eine eigene 
Aufeinanderfolge 'genau bestimmter möglicher Zustände, deren jeder vom 
anderen durch sprunghafte Veränderungen getrennt ist. Infolgedessen ver- 
mag bei weitem nicht jede Einwirkung.ein zusammengesetztes System z. B. 
aus dem Zustand der geringsten Energie, dem sogenannten Grundzustand, 
in den nächsten, „angeregten‘‘, überzuführen. 

Ist die Energie der äußeren Einwirkung unzureichend, um den Übergang 
eines Systems aus dem Grundzustand in einen angeregten herbeizuführen, so 
wird sich das System nach Aufhören der äußeren Einwirkung im gleichen 
Zustand befinden, den es vor Beginn der Einwirkung hatte (im „Grund- 
zustand‘‘). Deswegen bleiben Atomsysteme, die einer äußeren Einwirkung 
unterworfen werden, weitgehend im gleichen Zustand, den sie vor der Ein- 
wirkung besaßen, oder sie gehen sprunghaft in neue, eindeutig bestimmte 
Zustände über. Gerade dieses Sprunghafte der Zustandsänderung kompli- 
zierter Atomsysteme war jene physikalische (allerdings nicht klar erkannte) 
Ursache, die die Chemiker zur Vorstellung von der Unteilbarkeit der Atome 


1) Das Vorhandensein einer Struktur ist kürzlich für Proton und Neutron aufgezeigt 
worden (siehe die zusammenfassende Darstellung von D. BLOCHINzEWw, B. BARBASCHOW 
und W. BARASCHENKOW in Usp.fiz. Nauk XVIII (1959) 417). 

2) Die Photonen und das Neutrino besitzen die Ruhemasse m, = 0. Sie sind daher 
unter jeder Energieeinwirkung relativistische Teilchen und können in der nichtrela- 
tivistischen Quantenmechanik nicht behandelt werden. — Näheres über die Grenzen 
der Quantenmechanik vgl. $ 128. 
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$3. DER ATOMISMUS 


führte und es den Physikern ermöglichte, die Atome in der kinetischen 
Theorie als unveränderliche materielle Punkte zu betrachten. Diese Un- 
veränderlichkeit und Unteilbarkeit bleiben nur bis zu dem Augenblick er- 
halten, wo die äußeren Einwirkungen eine Intensität erreichen, die den Über- 
gang der zusammengesetzten Korpuskeln in den nächst höheren Zustand 
zuläßt. 

Infolge der Identität der Merkmale der elementaren Teilchen und der 
Diskontinuität der Zustände der zusammengesetzten weisen die Partikel der 

. Mikrowelt kein individuelles ‚‚Gesicht‘‘ auf. Die Ereignisse, die mit einem 
Elektron oder Wasserstoffatom vor sich gegangen sind, finden in ihren cha- 
rakteristischen Kennzeichen keinen Ausdruck. 

Anders verhält sich ein makroskopisches System, dem mehr oder weniger 
seine Vorgeschichte aufgeprägt ist, und zwar um so stärker, je komplizierter 
das System ist. 

Die Diskontinuität, die den Mikrosystemen eigen ist, läßt sich durch das 
Experiment nachweisen. FRANcK und HERTZ ließen einen Elektronenstrom, 
d. h. einen elektrischen Strom durch Queck- j 
silberdämpfe hindurchtreten. Es stelltesich 
heraus, daß der durchfließende Strom in 
Abhängigkeit von der Elektronenenergie: 
Maxima und Minima aufweist, wie sie in 
Abb. 2 veranschaulicht sind. 

Anfangs, solange die Energie der Elek- 
tronen 4,9eV nicht übersteigt, passiert das 
Elektronenbündel den Quecksilberdampf 
ohne Energieverlust (in Wirklichkeit tritt 
beim Zusammenstoß des Elektrons mit 
einem Quecksilberatom als Ganzem ein ge- 
wisser Energieaustausch ein. Da aber die 


Masse des Quecksilberatoms die des Elek- 0 W=4,9eV 2=38eV Vv 
“ trons um ein vielfaches übersteigt und der Abb. 2 

Stoß elastisch erfolgt, kann dieser Energie- Die Ergebnisse der Versuche 

austausch vernachlässigt werden), und der von FRANCK und HERTZ 


Strom nimmt daher mit steigender Span- 

nung zu. Aber sobald die Energie von 4,9 eV erreicht ist, fällt der Strom, 
‘weil die Elektronen beim Zusammenstoß mit den Quecksilberatomen Energie 
zu verlieren beginnen, wobei sie deren inneren Zustand verändern. 

Damit wird die Diskontinuität der möglichen Werte der inneren Energie 
des Quecksilberatoms bewiesen: Die Energie jenes Zustandes des Quecksilber- 
atoms, der dem Grundzustand am nächsten liegt, besitzt einen um 4,9 eV 
höheren Wert.!) 

STERN und GERLACH gelang der Nachweis, daß auch der Drehimpuls der 
Atome ähnlich der Energie nur einzelner diskreter Werte fähig ist. STERN 
und GERLACH maßen das magnetische Moment der Atome. Dieses magne- 


1) Näheres über die Versuche von Franck und HERTZ vgl. [61]. 
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tische Moment wird durch inneratomare Ströme bedingt, und da letztere 
durch die Bewegung der Elektronen hervorgerufen werden, besteht zwischen 
dem magnetischen Moment des Atoms und dem Drehimpuls ein Zusammen- 
hang (siehe die $$53 und 63). 

Die Versuche von STERN und GERLAcH bestanden darin, daß sie einen engen 
Atomstrahl durch ein stark inhomogenes Magnetfeld treten ließen. Besitzt das 
Atom das magnetische Moment M, so hat es in einem Magnetfeld der Größe 
9 eine potentielle Energie 


U=—-MH= —MH cose, 


wobei & den Winkel zwischen der Richtung des Magnetfeldes und der des 
magnetischen Moments des Atoms bedeutet. Die Kraft, die auf das Atom 
von dem ungleichförmigen Magnetfeld (das sich längs der z-Achse ändert) 
ausgeübt wird, ist 

F= = =M OH cos. 

Der Gradient des Feldes ist senkrecht zum Atomstrahl gerichtet. Folglich 
ruft die Kraft Feine Ablenkung der Atome aus der ursprünglichen Bewegungs- 
richtung hervor. Wären alle Einstellungen des magnetischen Moments des 
Atoms (d.h. beliebige «) in bezug auf das Magnetfeld möglich, wie es aus den 
klassischen Vorstellungen folgt, dann würde die Kraft F alle Werte zwischen 


—M 0 und+M a annehmen. Die einzelnen Atome würden verschieden 


02 02 
abgelenkt werden, und beim Auftreffen des Atomstrahls auf den Bildschirm 
erhielten wir eine verschwommene Abbildung des Spalts, durch den der 
Atomstrahl getreten ist. In Wirklichkeit erhalten wir aber zwei scharfe 
Abbildungen des Spalts. Dieses Versuchsergebnis zeigt, daß nur zwei dis- 
krete Orientierungen des magnetischen Moments des Atoms möglich sind: 
cost = +1. 

Ferner zeigt die Berechnung, daß die Größe der Ablenkung des Atom- 
strahls dem Wert des magnetischen Moments M des Atoms entspricht, das 
gleich 

eh 
2uc 


ist, worin e die Ladung des Elektrons, u seine Ruhemasse und c die Licht- 
geschwindigkeit bedeuten. Dieser Wert, der erstmalig von N.BoHRr auf 
Grund der elementaren Quantentheorie gefunden wurde, heißt das BoH&sche 
Magneton. Er stellt gewissermaßen das Quant des magnetischen Moments dar. 

Die von STERN und GERLAcHentdeckte Erscheinung nennt man räumliche 
Quantelung, da es sich hier um die diskreten Orientierungen des magneti- 
schen Moments in bezug auf ein Magnetfeld handelt. Auf Grund des erwähnten 
Zusammenhangs zwischen Drehimpuls und magnetischem Moment kann 
gesagt werden, daß die Versuche von STERN und GERLACH auch die Dis- 
kontinuität der möglichen Werte des Drehimpulses beweisen. 
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8. DER ATOMISMUS 


Wir werden später (Kap. X) zeigen, daß das von STERN und GERLACH 
beobachtete magnetische Moment des Atoms nicht (wie das ursprünglich an- 
genommen wurde) durch die Umlaufbewegung des Elektrons verursacht, son- 
dern eine Folge des eigenen magnetischen Moments ist, das das Elektron 
selbst besitzt.!) 

Von dem uns im Augenblick interessierenden allgemeinen Gesichtspunkt 
aus können wir sagen, die Versuche von STERN und GERLACH zeigen, daß das 
magnetische Moment des Atoms als Ganzes quantenmäßige, diskrete Werte 
besitzt und somit einen neuen Beweis für die Diskontinuität bringt, die den 
möglichen Zuständen des Atoms eigen ist.?) 

Wir möchten den Leser noch darauf hinweisen, daß die Diskretheit ato- 
marer Zustände noch in einem ganz anderen Kreis von Erscheinungen von 
wesentlicher Bedeutung ist. Nach den sehr allgemeinen Grundsätzen der 
klassischen statistischen Mechanik beträgt die mittlere Energie, die auf einen 
Freiheitsgrad eines Systems entfällt, das sich bei einer Temperatur 7T im 


1 
Gleichgewicht befindet, kT, worin k = 1,38 - 10-16 erg/Grad die Bortz- 
MAanNsche Konstante ist. Aus diesem Grunde besitzen z. B. die einatomigen 
Gase eine Durchschnittsenergie von 2, kT pro Atom und eine Wärmekapa- 


2 
zität von no - k pro Atom. Diese Schlußfolgerung aus der Theorie wird durch 


die Erfahrung gut bestätigt. Sie enthältjedochdie nicht ausgesprochene Voraus- 
setzung, daß das Atom eine Art vonMassenpunktdarstellt, der (entsprechend 
den drei Koordinaten des Schwerpunkts) drei Freiheitsgrade besitzt. 

Es ist aber wohlbekannt; daß z. B. das He-Atom aus drei Teilchen besteht: 
dem Kern und zwei Elektronen. Wir setzen somit voraus, daß diese Elek- 
tronen nicht fähig sind, Energie abzugeben oder zu empfangen, und daher an 
der Herstellung des Wärmegleichgewichts im Gas nicht teilnehmen. Diese 
Voraussetzung läßt sich durch die klassische Mechanik nicht begründen, da 
nach ihr, wenn eine gleichförmige Bewegung mit der Energie E besteht, 
auch eine solche mit einer Energie, die sich wenig von E unterscheidet, 
bestehen muß. Das heißt aber, daß die Elektronen der Atome bei den Atom- 
zusammenstößen Energie empfangen und abgeben, d.h. an der Herstellung 
des Gleichgewichts in der Energieverteilung mitwirken müssen. Vom Stand- 
punkt der Quantentheorie aus kann dagegen das Atom innerhalb weiter 
Grenzen wirklich als ein mechanisches System angesehen werden, das nur 
drei Freiheitsgrade besitzt. Denn nach der Quantentheorie ist eine endliche 
Energie E erforderlich, um das Atom aus seinem Normalzustand in den 
benachbarten angeregten überzuführen. Ist daher E >} - kT, so werden die 
Elektronen beim Atomzusammenstoß nicht angeregt, und die Atome werden 


1) Das bezieht sich auf die ersten Versuche von STERN und GERLACH mit Wasserstoff 
und Silber im Normalzustand. Im allgemeinen wird das magnetische Moment des Atoms 
sowohl durch die Bahnbewegung der Elektronen wie durch ihre eigenen magnetischen 
Momente bedingt. 

2) Näheres über die Versuche von STERN und GERLACH vgl. [51]. 
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sich als ‚‚starre‘‘ materielle Punkte verhalten. Die inneren Freiheitsgrade sind 
dann gewissermaßen „eingefroren“. 

Seit der Zeit der beschriebenen Arbeiten ist die Zahl der experimentellen 
Beweise für die Existenz diskreter Zustände atomarer Systeme unübersehbar 
gewachsen. 

Besonders zahlreiches neues Material liefern die Untersuchungen an Atom- 
kernen. Es wurde gezeigt, daß die Atomkerne ebenfalls Systeme diskreter 
Zustände besitzen. In der Abb. 3 ist die Abhängigkeit der Wirkungsquer- 


Abb.4 

Totaler Wirkungsquerschnitt tür 
die Streuung von n-Mesonen an 
Nukleonen. Die Resonanz liegt 
bei einer Energie des z-Mesons 
von etwa 200 MeV 
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schnitte für die Wechselwirkung von Neutronen mit dem Sauerstoffkern 
als Funktion der Neutronenenergie gezeigt. Die dargestellte Kurve zeigt 
scharfe Resonanzspitzen bei bestimmten Energien, was auf die Existenz 
diskreter, energetischer Niveaus im Kerne hinweist.!) 

Gegenwärtig sind auch bei der Wechselwirkung von Elementarteilchen 
Resonanzerscheinungen bekannt. Solche Resonanzen treten auf bei der 
Streuung von z-Mesonen an Nukleonen und von y-Strahlen an Nukleonen?) 
(vgl. Abb. 4)°). 

Hyperonen zerfallen unter Aussendung von z-Mesonen oder y-Quanten 
und wandeln sich zufolge dieser Zerfälle in Nukleonen um. Man kann daher 
die Hyperonen als bestimmte, diskrete Anregungszustände der Nukleonen 
betrachten. 


8 4. Die Theorie von N. Bour 


Um die im vorhergehenden Paragraphen untersuchten diskontinuierlichen 
Eigenschaften von Atomsystemen zu beschreiben, schlug BoHr vor, die klassi- 
sche Mechanik zu modifizieren, indem man in die Bewegungsgesetze die 
Prancksche Konstante h einführt. Diese Modifikation bestand darin, daß 
BoHrR annahm, in Atomsystemen würden nicht alle nach der klassischen 
Mechanik möglichen Bewegungen, sondern nur einige ausgewählte realisiert. 
BouHr formulierte eine besondere Vorschrift der Auswahl, die wir hier nicht 
zu behandeln beabsichtigen.?) Mit Hilfe dieser Vorschrift gelang es mit Erfolg, 
die möglichen Energiewerte für das Wasserstoffatom zu finden, aber das Ver- 
fahren von BoHR erwies sich als unzureichend für kompliziertere Atom- 
systeme (z. B. für das He-Atom). In Anwendung auf die atomare Energie be- 
deutete die Hypothese Bours (oder das BoHrsche Postulat, wie man es 
nannte), daß diese Energie E nur diskontinuierliche Quantenwerte annehmen 
kann: 


E=H, HE ... R BE 


Die moderne Theorie bedarf, wie wir sehen werden, eines solchen Postulats 
nicht und betrachtet ganz allgemein die Diskretheit der Zustände nicht als 
unbedingtes Merkmal eines Quantensystems. Trotzdem ist das BoHrsche 
Postulat auch heute noch richtig, da es als anschauliche Deutung der Ver- 
suchstatsachen betrachtet werden kann. 

Das Bonkrsche Postulat widersprach der klassischen Strahlungstheorie, da 
nach dieser Theorie ein angeregtes Atom kontinuierlich und daher seine 


nn Em (4,1) 


!) Siehe Tlaseınos, A.C.: Teopua aromnoro anpa (Dawyoow, A.S.: Theorie des Atom- 
kerns), Moskau 1958 ; deutsche Übersetzung VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, 
Berlin 1963. 

2) Siehe den Bericht von V.T. DsHELEPow und B.M. PoxTEcorvo in Usp. fiz. Nauk 
XIV (1958) 15. 

3) Abb.4 wurde dem CErn-Bericht 1958, Bd.1, S.65 entnommen. 

4) Die BoHksche Theorie wird ausführlich in [11] behandelt. 
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Energie auch zwischen den erlaubten Energieniveaus liegen könnte. Darum 
nahm BoHR den quantentheoretischen Standpunkt ein ($ 1), wonach die 
Energie in Portionen —- Lichtquanten - ausgestrahlt wird. Verbinden wir den 
Energiesatz mit dem Bom&schen Postulat von diskreten Zuständen der 
Atome, so erhalten wir das zuerst von BoHR angegebene Gesetz, das die Fre- 
quenzen w„,„, die ein Atom auszusenden oder zu absorbieren vermag (das 
Atomspektrum), mit den Energieniveaus Z, verbindet, die diesem Atom eigen 
sind. Und zwar erhalten wir!) 


han En— Er (4, 2) 


Diese Gleichung ist nichts anderes als das Gesetz von der Erhaltung der Energie 
bei der Emission und Absorption des Lichts und stellte in der alten BouRschen 
Theorie eines ihrer Postulate dar (die BoHRsche ‚‚Frequenzbedingung‘‘). 
Dividieren wir die Gleichung (4, 2) durch die PLancksche Konstante, so 
finden wir, daß die von Quantensystemen absorbierten oder emittierten 
Frequenzen stets als Differenz zweier Frequenzen dargestellt werden können: 


E E 
Omn = Om — On, mt u (4, 3) 
Diese Frequenzen werden Spektralterme genannt. 

Schon lange vor der BoHzschen Theorie wurde von RıTz rein empirisch 
festgestellt, daß die beobachteten Atomfrequenzen als Termdifferenzen dar- 
gestellt werden können (Rıtzsches ‚‚Kombinationsprinzip‘‘). Deshalb kann 
(4, 3) auch als Ausdruck der Rırzschen empirischen Regel betrachtet werden. 

Im Rırzschen Kombinationsprinzip begegnen wir einem weiteren grund- 
sätzlichen Widerspruch zwischen der klassischen Theorie und der Erfahrung. 
Befindet sich ein Elektron innerhalb eines Atoms, so führt es eine periodische 
oder quasiperiodische Bewegung aus. Im einfachsten Fall einer eindimen- 
sionalen Bewegung kann seine Koordinate x(t) in eine FouriErreihe ent- 
wickelt werden: 

-+ 00 
)= 3 2,:dan, (4, 4) 


n=-o 
wobei , = nw, ist und w, die Grundtonfrequenz, w, die Frequenz des 
(n — 1)-ten Obertons darstellt. Die Intensität /, der Strahlung von der Fre- 
quenz w, wird durch die Amplitude des (n — 1)-ten Obertons, d. h. durch die 


Größe x, bestimmt (vgl. $ 87). Die Frequenzen lassen sich nach der klassischen 
Theorie in eine Zeile ordnen: 


VE, WO rn mr rer (4, 5) 
Ebenso können auch die ihnen entsprechenden Intensitäten /, und Ampli- 


tuden x, geordnet werden. Diese sehr allgemeine Schlußfolgerung der klassi- 
schen Theorie widerspricht dem Rıtzschen empirischen Prinzip, da nach 


ı) Für die Absorption setzen wir in (1,3): =0,E’ = E„)E = E„< Em ® = Umnı 
für die Emission @ = vo. E’=E„,E = En w=(. 
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diesem die beim Versuch beobachteten Frequenzen stets durch zwei Zahlen 3 
und m (die Termnummern)!) definiert werden, so daß sich nicht die Frequen- 


zen in eine Zeile einordnen lassen, sondern die Terme (0 = —’|), während 


h 


die Frequenzen ein quadratisches Schema (‚Matrix‘) bilden: 


0 Ya Bi +. m 
Og 0 Er 

WE Ne ee een nern are . (4, 6) 
Om Om DOmE Omn ++: 


In ein ähnliches Schema lassen sich auch die entsprechenden Intensitäten J „„ 
(oder Schwingungsamplituden x,„,,) einordnen. 

Dieser Widerspruch ließe sich überwinden, wollten wir annehmen, daß jede 
der Frequenzen w,„ einen Grundton darstellt und einem eigenen Freiheite- 
grad entspricht. Das Atom würde dann einem Klavier gleichen und jeder 
Freiheitsgrad einer Taste. Aber dann müßten wir eine große, im Grunde 
genommen unbegrenzte Zahl von Freiheitsgraden annehmen und würden da- 
durch den Widerspruch zwischen den Voraussagen der klassischen Mechanik 
in bezug auf die spezifische Wärme der Atome und den Tatsachen nur noch 
mehr vertiefen. 

Zum Schluß wollen wir noch den Umstand vermerken, daß die Bon&sche 
Theorie zwar wenigstens im einfachsten Fall des Wasserstoffatoms die Fre- 
quenzen ®„„, also das Spektrum dieses Atoms, zu ermitteln gestattet, aber 
nichts über die Strahlungsintensitäten Z,,,„ dieser Frequenzen und die ihnen 
entsprechenden Absorptionskoeffizienten aussagt. Die Berechnung dieser 
Intensitäten stellte für die Boursche Theorie eine unüberwindliche und prinzi- 
pielle Schwierigkeit dar. Es waren nur qualitative Aussagen möglich. Auch 
die Berechnung komplizierterer Atome als des Wasserstoffatoms führte nach 
der BoHgschen Theorie zu grundsätzlichen Schwierigkeiten. Diese Schwierig- 
keiten wurden durch die Quantenmechanik überwunden?) 

Im Jahre 1927 schlug W. HEISENBERG vor, alle Größen, die die inner- 
atomare Bewegung charakterisieren, als Matrizen zu betrachten, ähnlich der 


!) Besitzt ein System / Freiheitsgrade, so kann es / Grundtöne haben &, (a =1, 
2,...,f) und dann erhält die Frequenz w, in der klassischen Theorie den allgemeinen 
Ausdruck: 

f 
Om = ZU Nalas 
o=1 
in dem n ganze Zahlen sind. Das Bestehen mehrerer.Grundtöne ändert nichts am Wesen 
unserer Behauptung vom Widerspruch zwischen der klassischen Theorie und dem 


Rırzschen Prinzip; da in diesem Fall jeder Term w, = Zu durch eine Zahlengruppe 


(N1, Ng, -..%,) charakterisiert wird, die emittierten Frequenzen aber durch zwei Zahlen- 
gruppen (N,, Ng,...,) und (m,, Mma,..., my). 
2) Über diese Schwierigkeiten vgl. [32]. 
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Matrix (4,6). Zufolge dieses neuen Gesichtspunktes sollen die Koordinaten 
des Elektrons und sein Impuls als Matrizen (x, „„) und (p,,„) dargestellt wer- 
den. Auf diesem Wege fand HEISENBERG die berühmte „Unbestimmtheits- 
relation‘‘ (siehe $ 15) und erhielt richtige Werte für die Terme der einfachsten 
Quantensysteme. Seine Mechanik wurde „Matrizenmechanik‘“ genannt und 
bald mit der anderen Richtung, der ‚‚Wellenmechanik‘‘ von DE BROGLIE und 
E. SCHRÖDINGER, verschmolzen. 


$ 5. Die elementare Quantentheorie der Strahlung 


Die elementare Strahlungstheorie auf Grund quantentheoretischer Vorstel- 
lungen wurde von EINSTEIN geschaffen. Sie weist einen bis zu einem gewissen 
Grade phänomenologischen Charakter auf.!) Trotzdem gestattet sie, gestützt 
auf die moderne Quantenmechanik, die Frage der 
Intensitäten der Emission und Absorption des 
Lichts zu lösen. 

Vom quantentheoretischen Standpunkt aus 
wird die Intensität der Emission und Absorption 
einer elektromagnetischen Strahlung durch die 
Wahrscheinlichkeit des Übergangs des Atoms von 
einem Zustand in einen anderen bestimmt. Die 
Beantwortung der Frage nach der Intensität 
läuft auf die Berechnung dieser Wahrscheinlich- 
keit hinaus. 

ö Wir wollen zwei Zustände irgendeines Systems, 

Abb. 6. Die Bestimmunge z. B. eines Atoms betrachten. Den einen wollen 
stücke der Strahlung: wir mit dem Buchstaben m, den anderen mit n 

Fortpflanzungsrichtung bezeichnen. Die Energie des ersten Zustandes sei 
(Winkel dQ), Frequenz w so- E„, die des zweiten Z,. Wir nehmen an, daß 
wie zwei unabhängige Polari- E, > E,, so daß der Zustand m einem höheren 

sationsrichtungene, und , Energieniveau EZ, entspricht als der Zustand n, 
der zum Energieniveau E, gehört. 

Der Versuch zeigt, daß das System von selbst vom höheren Zustand m in den 
niedrigeren n übergehen kann, wobei es das Lichtquant kw —= E„ — E, mit 


IHN u 
der Frequenz w = u ausstrahlt, das außerdem eine bestimmte Po- 


larisation besitzt und sich innerhalb eines Raumwinkels d2 fortpflanzt 
(Abb. 5). Für eine bestimmte Fortpflanzungsrichtung können wir jede be- 
liebige Polarisation als die Summe zweier unabhängiger Polarisationen e, 
und e, darstellen, die senkrecht aufeinander stehen. Beim Übergang E„> E, 
kann ein Lichtquant entweder mit der Polarisation e, oder e, ausgestrahlt 
werden. Wir werden die Polarisation durch den Index & bezeichnen (x = 1, 2). 


1) EınstEins Voraussetzungen erhalten ihre völlige Bestätigung in der modernen 
Quantenelektrodynamik, vgl. [30]. 
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Die Wahrscheinlichkeit des Übergangs m > n pro Sekunde mit der Aus- 
E 


—E 
strahlung eines Quants von der Frequenz ® = u innerhalb des Raum- 
winkels d@ und der Polarisation x bezeichnen wir mit 
dw, = a7.42. (5,1) 


Diese Wahrscheinlichkeit nennt man die Wahrscheinlichkeit des ‚spontanen‘ 
(aus sich heraus erfolgenden) Übergangs. Der Möglichkeit eines solchen Über- 
gangs entspricht in der klassischen Theorie die Strahlung eines angeregten 
Oszillators. 

Ist eine das Atom umgebende Strahlung vorhanden, so wirkt sie auf dieses 
in zweierlei Hinsicht ein. Erstens kann diese Strahlung absorbiert werden, 
wobei das Atom vom niedrigeren Zustand rn in den höheren m übergeht. Die 
Wahrscheinlichkeit dieses Übergangs pro Sekunde bezeichnen wir mit dW,. 
Zweitens kann, wenn sich das Atom im angeregten Zustand befindet, die 
äußere Strahlung den Übergang des Atoms in den niedrigeren Zustand n be- 
wirken, und zwar so, daß die Wahrscheinlichkeit der Ausstrahlung sich um 
eine gewisse Größe d WV erhöht. Diese zusätzliche Wahrscheinlichkeit werden 
wir als die Wahrscheinlichkeit des induzierten (oder erzwungenen) Übergangs!) 
bezeichnen. Beide Arten der Übergänge haben ihre Analogie in der klassi- 
schen Theorie: Ein ÖOszillator, der sich unter dem Einfluß einer äußeren 
Strahlung befindet, kann sowohl Energie absorbieren wie emittieren, je nach 
der Beziehung zwischen der Phase seiner Schwingung und der Phase der 
Lichtwelle. 

Nach dem Gesagten ist die Gesamtwahrscheinlichkeit der Ausstrahlung 


dW,=dW,+dWt. 


Die Wahrscheinlichkeit der Absorption dW, und die Wahrscheinlichkeit 
der induzierten Strahlung & W/ sind nach Emsrterns Annahme proportional 
der Zahl der Lichtquanten der gleichen Sorte, von deren Absorption und 
Emission die Rede ist. Wir wollen diese Zahl bestimmen. 

Im allgemeinen braucht die Strahlung nicht monochromatisch zu sein und 
kann verschiedene Fortpflanzungsrichtungen und verschiedene Polarisation 
besitzen. Zur Charakterisierung der Strahlung führen wir die Größe 0, (w, 2) 
dwdA2 ein, die die Energie der Strahlung innerhalb des Fortpflanzungsraum- 
winkels d mit der Polarisation « und der Frequenz, die zwischen den Gren- 
zen w, @ + dw liegt, angibt. Da die Energie eines Quants gleich h w ist, so 
ist die Zahl der Lichtquanten pro em?, deren Frequenz im Bereich », ® + do 
liegt, die sich im Raumwinkel 82 fortpflanzen und die Polarisation « be- 
sitzen, gleich 

0,(0 Q)dwdR2 
ho i 


1) Auf der Ausnutzung der induzierten Strahlung beruhen die Molekularverstärker 
(MASER). 
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Auf Grund der Bemerkung über die Proportionalität zwischen der Quanten- 
zahl und den Wahrscheinlichkeiten der Absorption und der induzierten Strah- 
lung können wir ansetzen: 


dW, = dua0a(®, 2)AQ, (5, 2) 
aW; = bn.0(0, Q)AN. (5, 3) 


Die Größen a%,,, b",, b”,, bezeichnen wir als die EinstEinschen Übergangs- 
koeffizienten. Sie hängen lediglich von der Art der Systeme ab, die das Licht 
absorbieren oder emittieren, und können mit Hilfe der Methoden der Quanten- 
mechanik berechnet werden (vgl. $ 88). Es lassen sich jedoch auch einige all- 
gemeine Schlußfolgerungen über die Eigenschaften dieser Koeffizienten zie- 
hen, ohne sie zu berechnen. 

Betrachten wir die Bedingungen, unter denen das Gleichgewicht zwischen 
Emission und Absorption zustande kommt. Die Zahl der Atome, die sich im 
angeregten Zustand m befinden, sei n,, und die Zahl der im unteren Zustand 
befindlichen Atome n,. Dann wird die Zahl der Lichtquanten, die während 
einer Sekunde bei den Übergängen m — n ausgestrahlt werden, gleich 


n„(dW; + dWı) 


und die Zahl der während einer Sekunde bei den Übergängen n — m ab- 
sorbierten Quanten gleich 


n„aW,. 


Unter den Bedingungen des Gleichgewichts muß die Zahl der Absorptions- 
vorgänge der der Emissionsvorgänge gleich sein, d.h. 


n,IdW, = n„(4W, + dW;). 


Setzen wir hier dW,, aus (5, 1) und dW',dW, aus (5, 2) und (5, 3) ein, so 
finden wir nach Division durch d2 


N Die 0,(®, 2) = N m[öMma 0,(@, e)) + | (5, 4) 


(wobei ® = w,n18t). 

Nehmen wir an, wir hätten es mit einem Wärmegleichgewicht zu tun. Dann 
würde die Zahl der Atome in den verschiedenen Zuständen eine Funktion 
der Temperatur 7 sein. Zugleich damitmußauch die Strahlungsdichte o(w, 2) 
eine Funktion der Temperatur sein. Das ist dann die Strahlungsdichte, die 
sich mit der Substanz bei der Temperatur T im Gleichgewicht befindet, d.h. 
die Dichte der schwarzen Strahlung. 

Die Eigenschaften der schwarzen Strahlung hängen bekanntlich nicht von 
den konkreten Eigenschaften der Substanz ab, mit der sie sich im Gleich- 
gewicht befindet. Alle Schlußfolgerungen, die bei der Erforschung der schwar- 
zen Strahlung gefunden werden, müssen daher allgemeine Bedeutung be- 
sitzen. Gerade diesen Umstand benutzte EINSTEIN, um die Beziehungen 
zwischen den Koeffizienten az. , b?, und by, in allgemeiner Form aufzustellen. 
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Das Verhältnis zwischen der Zahl der Atome, die sich in verschiedenen Zu- 
ständen befinden, können wir auf Grund der Statistik ermitteln. Gewöhnlich 
(vgl. z.B. $51) entsprechen einem Energieniveau Z, mehrere verschiedene 
Zustände des Quantensystems. Die Zahl dieser Zustände f, nennt man das 
statistische Gewicht oder den Grad der Entartung. 

Entsprechend derkanonischen Verteilung, diesowohlfür klassische Systeme 
wie für Quantensysteme gilt, wird die Zahl der Atome N, die sich im Energie- 


zustand EZ, befinden, gleich E 


N„ = const - Ine #T (5, 5) 


sein, worin k die BoLTzmAanNxsche Konstante ist. Interessiert uns die Zahl n, 
der Atome, die sich in einem bestimmten Zustand befinden, der der Energie 
E,„ entspricht, so gelangen wir auf Grund der erwähnten Verteilung zu 


Ea 


N, =const.e #7, (5,5) 


en 

In 
Setzen wir », und n,, aus (5, 5’) in (5, 4) ein und kürzendie gemeinsame Kon- 
stante, so erhalten wir 


En Em 
e ET bn.0.(w, 2, T)= e #7 (6.0.0, 2, T) + an.]» (5, 6) 
wobei wir in o als Argument auch noch die Temperatur eingeführt haben, da, 
wie schon erwähnt, die Dichte der Gleichgewichtsstrahlung von der Tem- 
peratur abhängt. Bei 7 — oo muß die Strahlungsdichte o unbegrenzt an- 
wachsen, d.h. 0 — oo. 
Aus (5, 6) gelangen wir bei 7 -> oo zur ersten wichtigen Beziehung: 


ba = bima- (8, 7) 


Auf Grund dieser Beziehung und mit Rücksicht darauf, dßBZ„_— E,=hw 
ist, erhalten wir aus (5, 6) 


0.0, 0, 7) = me.  ——., (5, 8) 


Um das Verhältnis ne zu bestimmen, benutzte EINSTEIN scharfsinnig den 


ma 
Umstand, daß die erhaltene Quantenformel (5, 8) für die Dichte einer im 
Gleichgewicht befindlichen Strahlung bei hohen Temperaturen, d.h. wenn 
kT>ho ist, in die klassische Formel von RAYLEIGH-JEANS übergehen muß. 
Die klassische Formel für die Dichte einer im: Gleichgewicht befindlichen 
Strahlung wird aus der Voraussetzung entwickelt, daß eine Strahlung mit der 
Frequenz w eine beliebig kleine Energie besitzen kann. Nach der Quanten- 
theorie ist jedoch die kleinste Energie einer solchen Strahlung gleich k w. Ist 
kT>hw,soläßtsich h wgegen kT vernachlässigen, und dann ist die Grund- 
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voraussetzung der klassischen Theorie erfüllt. Aus (5, 8) erhalten wir bei 


ho 
—_ < 1 und nach Entwicklung von e#T in eine Reihe 
a}, KkT 
0.(w, 2, T)= TE ae (5, 9) 


Andererseits gibt die klassische Formel von RAYLEIGH-JEANS für die Dichte 
der im Gleichgewicht befindlichen Strahlung folgenden Ausdruck: 


w 


Wie wir bemerkten, müssen für kT >hw die beiden Formeln (5, 8) und 
(5, 10) übereinstimmen. Setzen wir daher (5, 9) gleich (5, 10), so finden wir 


n 3 
an, how 


En = EB 
a 7 Be 


MT E,- j (5, 11) 
Diese wichtige Formel gestattet uns, einen Koeffizienten aus dem anderen zu 
berechnen, da die erhaltene Beziehung (wie es auch sein muß) nicht von der 
Art der Substanz, sondern nur von der Strahlungsfrequenz abhängt. 

Setzen wir die gefundene Beziehung in (5, 8) ein, so erhalten wir die end- 
gültige Formel für die Dichte der im Gleichgewicht befindlichen Strahlung: 


hw® 1 
0(, 2, T) = Ir aa ® (5, 12) 


8 6. Die schwarze Strahlung 


Integrieren wir 0,(w, 2, T) über den vollen Raumwinkel (@ = 4r) und 
mitteln wir über die beiden Polarisationen (& = 1, 2), so erhalten wir die dem 
Frequenzintervall ®, + dw entsprechende Strahlungsdichte o(w, T) un- 
abhängig von der Fortpflanzungsrichtung und Polarisation. 

Nach der Formel (5, 12) ist die Gleichgewichtsstrahlung isotrop, d.h. un- 
abhängig von der Fortpflanzungsrichtung, und die Dichte für beide Polari- 
sationsrichtungen ist gleich. Daher erhalten wir 


e(w, T) = 87g,(w, 2, T), (6, 1) 


d.h.,die Dichte der Gleichgewichtsstrahlung von der Frequenz @® bei der Tem- 
peratur 7 ist 


hw® 1 
el, N) =: (6, 2) 
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Diese Formel gibt die spektrale Energieverteilung im Spektrum der schwarzen 
Strahlung an und wurde erstmalig von Pranck aufgestellt.!) In Abb.6 sind 
die Verteilungskurven für verschiedene Temperaturen 7 angeführt. Im Gebiet 
hw< kT stimmt das PLancksche Gesetz mit dem klassischen Gesetz von 
RAYLEIGH-JEANS überein, das für o(w, 2 lautet: 


Pu (, T)= 33 kT. (6, 3) 


Im ‚ser der großen Quanten Aw >kT und unter Berücksichtigung, 
daße er ‚21 ist, erhalten wir aus (6, 2) 


hw - 
e(w, T) = ms © LT, (6, 4) 

Die Formel von RAyYLEIGH-JEANS leitet sich von der Auffassung des Lichts 
als einer kontinuierlichen Welle ab. Die Formel (6, 4) läßt sich ableiten, wenn 
man das Licht als ein Gas betrachtet, das aus Partikeln mit einer Energie 
gleich e= hw besteht. Die erste stellt den ondulatorischen, die zweite den 
korpuskularen Aspekt des Lichts dar. Beide Aspekte sind unzureichend: Die 
Prancksche Formel entspricht weder dem einen noch 
dem anderen. 

Es ist leicht einzusehen, daß der Wellenaspekt in 
jenem Gebiet anwendbar ist, in dem die Lichtquanten 
klein und ihre Zahl groß ist; der Korpuskelaspekt 
dagegen trifft für jenes Gebiet zu, in dem die Quanten 
groß und ihre Zahl gering ist. 

Tatsächlich beträgt die Zahl der Quanten pro cm® 
im Rayurıeaschen Bereich (h w, >KT) im Frequenz- 
intervall von w, bis w + dw 

o(w,, T)dw kT wo, 


a le res 712c8 7, du, (6, 5) 


Abb. 6. Die Energieverteilung im Spektrum der schwarzen 
Strahlung für verschiedene Temperaturen. 
Aufder Abszisse sind die Wellenlängen in um angegeben 


0723 #5 6dm 


ı) Wir bemerken, daß in der älteren Literatur die PLancksche Formel anders ge- 
schrieben wird. Der Unterschied besteht darin, daB 1. an Stelle unserer Konstanten 
h die (von PLanck eingeführte) 2r-mal größere Konstante und 2. an Stelle der 
Kreisfrequenz w die gewöhnliche » = 32 genommen wird. Wir bemerken noch, daß 
elo, T)dw = o(v, T)dv, d.h. ev, T) = 2no(w, T). 
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während sie im Gebiet kw, > kT (WıEnscher Bereich) 


e 7 do (6, 5°) 


aN, _ „tm hwz 
an. RT (6, 6) 


dN, 
act 


bei w, — oo ist 


8 7. Die pe BroeLızschen Wellen. Gruppengeschwindigkeit 


Wir beabsichtigen hier nicht, der historischen Entwicklung der Quanten- 
mechanik und besonders jenem an sich nicht uninteressanten Weg der Ana- 
logie zwischen Mechanik und Optik zu folgen, der DE BROGLIE und später 
SCHRÖDINGER zur Aufstellung des Ausgangspunktes für die Wellenmechanik 
(oder, wie sie jetzt meist genannt wird, Quantenmechanik) geführt hat.!) 
Läßt man jene Formen der ursprünglichen Theorie, die gegenwärtig nur mehr 
von historischem Interesse sind, beiseite, so ist der Grundgedanke DE BROGLIES 
der, die Grundgesetze der Quantentheorie des Lichts [(1,1) und (1, 2)] im 
Hinblick auf die Bewegung von Teilchen zu erweitern. De BRoGLIE ordnet 
jedem sich frei bewegenden Teilchen, das die Energie Z und den Impuls p 
besitzt, eine ebene Welle 

y(eh)=(C: ei(wt-Tr) (7,1) 


zu. Dabei sind r der Radiusvektor eines beliebigen Raumpunktes und 2 die 
Zeit. 


Die Frequenz w dieser Welle und ihr Wellenvektor sind mit der Energie 
und dem Impuls durch dieselben Gleichungen verbunden, die auch für die 
Lichtquanten gelten, d.h. 

E=huw, (7, 2) 


p=ht. (7,3) 


Das sind die pe BrocLieschen Grundgleichungen. Wir haben es hier mit 
einem historischen Gedankengang zu tun, der jenem entgegengesetzt ist, der 
zur Quantentheorie des Lichtes führt. Beim Licht hatten wir ursprünglich 
den Wellenaspekt und ergänzten ihn in der Quantentheorie durch den korpus- 
kularen, indem wir die Vorstellungen vom Impuls und der Energie des Licht- 
quants einführten. Für die Partikel dagegen (Elektronen, Atome u.a.)haben 
wir als Ausgangspunkt die klassische Vorstellung von der Teilchenbewegung 


ı) Hingewiesen sei auf die ausgezeichnete Darstellung der Ideen DE BROGLIES in 
seinem Buch: „Einführung in die Wellenmechanik“ [13]. 
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und ergänzen, nach den Gedanken DE BRoGLIEs zur Quantentheorie über- 
gehend, diesen klassischen korpuskularen Aspekt durch Vorstellungen der 
Wellentheorie, indem wir die Frequenz w und die Wellenlänge A = Ar der 
Wellen, die mit der Teilchenbewegung zusammenhängen, einführen. 

Setzen wir in (7, 1) und f aus (7, 2) und (7, 3) ein, so erhalten wir einen 
neuen Ausdruck für die Welle (7, 1), in dem der Zusammenhang der Frequenz 
und der Wellenlänge mit den korpuskularen Größen, der Teilchenenergie E 
und dem Impuls p, unmittelbar ersichtlich ist: 


(3) 
v(t)=(C:e\h A»), 7:1) 


Eine solche Welle werden wir als pe BRrocLIEsche Welle bezeichnen. Die 
Frage nach der Natur dieser Wellen und die Deutung ihrer Amplitude O ver- 
schieben wir auf das folgende Kapitel, da diese Frage keineswegs so einfach 
zu beantworten ist. 

Auf den ersten Blick könnte esscheinen, als ob die Bewegung der Welle (7, 1) 
keinerlei Beziehung zu den mechanischen Bewegungsgesetzen der Partikel 
haben kann. Dem ist aber nicht so. Um diese Beziehung zu erkennen, wenden 
wir uns der Untersuchung der Grundeigenschaften der DE BrRocLIEschen 
Welle zu. Zur Vereinfachung der Rechnung wählen wir die Richtung der x- 
Achse so, daß sie mit der Fortpflanzungsrichtung der Welle zusammenfällt. 
Dann erhalten wir an Stelle von (7, 1) 


y(z,t) = Ceiwt-ka), (7, 4) 


Die Größe wt — kx stellt die Wellenphase dar. Wir betrachten nun einen 
Punkt x, in dem die Phase den bestimmten Wert «& besitzt. Die Koordinate 
dieses Punktes ermittelt sich aus der Gleichung 


a= wt— ker, 


aus der ersichtlich ist, daß sich die Phase & mit der Geschwindigkeit v im 
Raume fortbewegt. « erhält man durch Differentiation vorstehender Glei- 


chung nach t: 


[427 
Er I 7, 
f =. (7, 5) 


Diese Geschwindigkeit heißt Phasengeschwindigkeit. Hängt diese Geschwin- 
2 
digkeit von k und folglich auch von der Wellenlänge A ab (da A = . ist), so 


findet eine Dispersion statt. Zum Unterschied von den elektromagnetischen 
Wellen gibt es für die pE BrocLieschen Wellen eine Dispersion auch im 
leeren Raum. Dieser Umstand geht aus den DE BrocLizEschen Gleichun- 
gen (7, 2) und (7, 3) hervor. In der Tat besteht zwischen der Energie E und 
dem Impuls p ein gewisser Zusammenhang. Nach der Relativitätstheorie ist 
die Energie eines sich frei bewegenden Teilchens für die Geschwindigkeiten 
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v &:c (cist die Lichtgeschwindigkeit), d.h. im Gebiet, in dem die NewTonsche 
Mechanik anwendbar ist, 


B= + VE FRE = met 4 (7, 6) 


wobei m, die Ruhemasse des Teilchens ist.!) Setzen wir diese Größein (7, 2) ein 
und drücken 2? durch k? aus, so folgt 


2 ’ 
o= 7 een (7,7) 
Daher ist u = w/k eine Funktion von k. 
Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen der Bewegung der Welle und 
der des Teilchens bestimmen. Zu diesem Zweck untersuchen wir nicht die 
streng monochromatische Welle (7, 4), die eine genau definierte Frequenz w 


und Wellenlänge 4 = m besitzt, sondern eine nahezu monochromatische 


Welle, die wir als Wellengruppe bezeichnen. Allgemeiner werden wir unter 
Wellengruppe eine Überlagerung von Wellen verstehen, die sich hinsichtlich 
ihrer Wellenlänge und Fortpflanzungsrichtung nur wenig voneinander unter- 
scheiden. Der Einfachheit halber untersuchen wir eine Gruppe von Wellen 
(7, 4), die sich in der x-Richtung fortpflanzen. 

Entsprechend der gegebenen Definition:der Wellengruppe können wir für 
die Wellenfunktion y(z, t) folgenden Ausdruck schreiben: 


k+4k 


v(z, t) zu c(k) etwt-k2)gk, (7,8) 


worin k, = = die mittlere Wellenzahl der Gruppe ist (Ak wird als klein 


angenommen). Da Ak klein ist, können wir die Frequenz w, die eine Funktion 
von k ist (vgl. die Formel (7, 7)) nach Potenzen von k — k, entwickeln: 


d 
o=w+ (+ 
k=k+(k— k,). 


Nehmen wir k — k, als neue Integrationsvariable £ und setzen wir die Ampli- 
tude c(k) als eine sich langsam verändernde Funktion von k voraus, so finden 
wir, daß y(z, t) in folgender Form dargestellt werden kann: 


ak 
vw, t) = c(k,) elwetkn) f a): ae. 
-4k 


1) In der nichtrelativistischen Theorie ist die Energie stets bis auf eine additive Kon- 
stante genau definiert. Daher läßt man die Ruheenergie m, c? des Teilchens bei der De- 
finition seiner kinetischen Energie gewöhnlich fort. 


26 


$7. DIE DE BROGLIESCHEN WELLEN. GRUPPENGESCHWINDIGKEIT 


Führen wir die einfache Integration nach £ aus, so finden wir 


sn {| (4®) t— »|arl 
dk 0 eilat-kır) — c(z, t) . eilwi-kız), 
dw t —ı 
( dk ), | (7,9) 


Da sich im Argument des Sinus die kleine Größe Ak befindet, wird sich die 
Größe c(z, t) als Funktion der Zeit t und der Koordinate x nurlangsam ändern. 
Daher können wir c(z, t) als die Amplitude einer nahezu monochromatischen 
Welle ansehen und (wgt — kyx) als ihre Phase. Nun ermitteln wir den Punkt x, 
an dem die Amplitude c (z, t) ihr Maximum hat. Diesen Punkt werden wir als 
Zentrum der Wellengruppe bezeichnen. Offenbar wird das gesuchte Maximum 
sich im Punkt 


y(z,t) = 2c(k,) 


befinden. 

Daraus folgt, daß das Gruppenzentrum sich mit einer Geschwindigkeit V 
fortbewegen wird, die wir finden, indem wir die vorstehende Gleichung nach 
t differenzieren; und zwar ist 

v-(5,),; (7, 10) 
{) 


dk 
Diese Geschwindigkeit werden wir als Gruppengeschwindigkeit bezeichnen 


(zum Unterschied von der Phasengeschwindigkeit, die gleich ist). Würden 
. Ro 
die untersuchten Wellen keine Dispersion aufweisen, so hätten wir V’=u. 


Im Falle der pe BroaLieschen Wellen ist infolge der Dispersion V + u. 
Nun berechnen wir unter Benutzung von (7, 7) die Gruppengeschwindig- 
keit V: 


Aber nach (7, 3) ist hk = p, andererseits p = my®, worin v die Teilchen- 
geschwindigkeit ist. Daher gelangen wir zum wichtigen Ergebnis 


’‚=v. (7,11) 


Die Gruppengeschwindigkeit der DE BroaLisschen Wellen ist somit gleich 
der Geschwindigkeit v des Teilchens nach der gewöhnlichen Mechanik. 


Die von uns erhaltenen Beziehungen (7, 10) und (7, 11) können leicht auch für die 
Fortpflanzung der Wellen in einer beliebigen Richtung, bezogen auf die x, yundz-Achse, 
abgeleitet werden. Wir überlassen diese Ableitung dem Leser und führen nur das End- 
ergebnis an: 

y dw OE Y dw ÖE— dw OE 
ee m am 
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in vektorieller Form: 
d= v,0o=vjE=tb. (7,10) 
Wir berechnen für zwei Fälle die Wellenlänge A der DE BrogLieschen 
Wellen. Aus (7, 3) folgt, daß 
= 2n  2nh 
ur Rau p 
Beschränken wir uns auf den Fall kleiner Geschwindigkeiten v & c und be- 


(7, 12) 


‚so erhalten wir 


2rh 


Y2m,E 


Diese Formeln gestatten die Berechnung der Wellenlänge A, wenn man die 
Masse m, und die Teilchenenergie E kennt. 

Wir wollen diese Formel auf das Elektron anwenden. In diesem Falle 
ist m, = 9 10°% g. Drücken wir die Energie des Elektrons in eV aus, wozu 
wir E = eV setzen, worin e die.Elektronenladung und V die in Volt gemessene, 
das Elektron beschleunigende Potentialdifferenz ist, so finden wir 


150 
A: 


Für V=1eV erhalten wir A = 12,2 A, für V = 10000 eV ist A = 0,122 A. 
Wir wollen noch die Wellenlänge für ein Wasserstoffmolekül berechnen, das 
eine Energie von 6 - 10-1@erg besitzt, was der mittleren Energie des Wasser- 
stoffmoleküls bei 300° entspricht. Die Masse des Moleküls beträgt 
21,66 - 10-% g. Setzen wir diese Größen in (7, 12’) ein, so finden wir =1 A. 

Wie wir sehen, ist die Wellenlänge A der DE BrogLieschen Wellen sehr 
klein, sie ist um so kleiner, je größer die Energie und Masse des Teilchens sind. 
Praktisch gelingt es z.B. nicht, eine Wellenlänge A zu erhalten, die der Wellen- 
länge des sichtbaren Lichts gleich ist, da es sich bereits mit Elektronen von 
bloß 1 eV Energie sehr schwer experimentieren läßt. Für A = 105 cm hätten 
wir es aber mit Elektronen zu tun, deren Energie nur noch 1,2 : 10-2 eV wäre. 

Mit den heutigen Beschleunigern erhalten die Teilchen sehr hohe Energien. 
Demzufolge kann man derartige Beschleuniger als Quellen für Strahlen sehr 
kurzer Wellenlängen ansehen. Wenn die Teilchenenergie die zugehörige Ruhe- 
energie weit übersteigt, E > m,c?, so folgt aus (7,6) E= pc, und die 
Wellenlänge wird für diesen Fall 


Bee, (7,14) 


nutzen wir die Gleichung E = 


2m, 
i= (7, 12’) 


i= (7, 13) 


Für Protonen oder Mesonen der Energien E = 10 + 20 GeV wird 
iA = 1,26 - 10-18 — 6,3 - 10-15 cm. 


Strahlen derart kurzer Wellenlängen ermöglichen es, die innere Struktur von 
Elementarteilchen zu untersuchen. 
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Die Idee einer Verbindung der Teilchenbewegung mit einer Wellen- 
bewegung war den in der Mechanik geläufigen Vorstellungen so fremd, daß sie 
eine reine Phantasie zu sein schien, und erst der Versuch konnte dazu führen, 
sie als einen wertvollen Beitrag zur Wissenschaft anzunehmen. In welchen 
Erscheinungen sollte nun die Bestätigung oder Widerlegung der Vorstellung 
von Wellenvorgängen bei der Bewegung der Teilchen gesucht werden? 

Unabhängig von der Natur der Wellen besteht eine Gruppe von Erschei- 
nungen, die ausschließlich Wellen betreffen. Diese Erscheinungen sind die 
Beugung und die Interferenz. Beide Erscheinungen werden durch die Addition 
von Wellen mit: bestimmten Phasen und Amplituden verursacht, und ihre 
Existenz geht allein schon aus der Natur der Wellenbewegung hervor. Daher 
mußte man zur Überprüfung der Idee DE BRoGLIEs zu Versuchen greifen, in 
denen sich diese Erscheinungen an Partikeln feststellen ließen. Aus der Optik 
ist bekannt, daß die Beugung nur dann zutage tritt, wenn der Abstand zwi- 
schen den Strichen des Beugungsgitters mit der Länge der zu beugenden 
Wellen vergleichbar oder kleiner ist. 

Führt man die Versuche mit Elektronen durch, so ist nach der oben an- 
geführten Berechnung die Länge der DE BrocLIEschen Wellen der Größen- 
ordnung nach gleich 1 Ä und für Atome noch geringer. Daher sind die Be- 
dingungen für die Beobachtung der Beugung von Elektronen annähernd die 
gleichen wie die für die Beobachtung der Beugung von Rönteenstrahlen, so 
daß als geeignetes Beugungsgitter nur Kristalle in Frage kommen, in denen der 
„Strichabstand‘“‘ - der Atomabstand - der Größenordnung nach 1 Ä ist. Die 
Versuche, die die Richtigkeit des Standpunkts DE BRoGLizs bestätigen, wer- 
den kurz im nächsten Paragraphen dargelegt. 


$ 8. Die Beugung von Mikroteilchen 


Die Beschreibung der Versuche, die die Richtigkeit der Idee DE BROGLIES 
bewiesen, wollen wir mit den klassischen Versuchen von DAvısson und 
GERMER beginnen. DavIısson und GERMER untersuchten die Streuung eines 
Elektronenstrahles an der Oberfläche von Kristallen. Indem man die Intensität 
des Strahles in Abhängigkeit vom Streuwinkel beobachtete, konnte man 
feststellen, daß die Verteilung der Elektronen auf die Winkel sehr ähnlich der 
Verteilung der Wellenintensität bei der Beugung ist. In Abb. 7 ist der Ver- 
such von Davısson und GERMER schematisch dargestellt. Eine Elektronen- 
kanone diente al» Quelle für den Elektronenstrahl. Der Faraparkäfig wurde 
mit einem Galvanometer verbunden. Auf Grund des Stromes konnte man auf 
die Zahl der Elektronen schließen, die durch die Oberfläche eines Einkristalls 
um den Winkel 6 zum senkrecht auf die Oberfläche einfallenden Primär- 
strahl abgebeugt wurden. Bezüglich der Details des Versuchs von DAvısson 
und GERMER verweisen wir den Leser auf spezielle Monographien!). Das ent- 
stehende Bild der Elektronenstreuung ist recht kompliziert. 


1) 5. [58]. 
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Elektronen mit geringer Energie dringen nicht tief in den Kristall ein, so 
daß ein erheblicher Teil der abgebeugten Elektronen von der Oberflächen- 
schicht des Kristalls gestreut wird. Die Beugungerfolgt im wesentlichen durch 
ein ebenes Beugungsgitter, das von den an der Oberfläche des Kristalls ge- 
legenen Atomen gebildet wird. Nach derelementaren Theorie der Beugung wird 
die Lage der Beugungsmaxima durch die Formel 


ni —= dsin6 (8, 1) 


k bestimmt, worin n die Nummer des Beugungsmaxi- 
N IIIR. mums, A die Länge der zu Beugunggelangenden Wellen, 
d eine Konstante der Gitteroberfläche des Kristalls und 
0 den Winkel zwischen der Normalen des Gitters und 
der Richtung des gestreuten Strahlenbündels bedeuten. 
Da Daviısson und GERMER die Energie der auf den 
Kristall einfallenden Primärelektronen kannten (sie 
konnte in ihren Versuchen zwischen etwa 30 bis 400 eV 
variiert werden), waren sie in der Lage, nach der 
DE BeocLIeschen Formel(7, 13) fürjede EnergiedieWel- 
lenlänge A und aus der Formel (8, 1) die Lage des Maxi- 
mums für die abgebeugten Elektronen zu berechnen.!) 
EinanderesVerfahren zur Überprüfung der DE BRoGLIE- 
Abb.7.SchemadesVer- schen Formel wäre in der Kontrolle der Anwendbar- 
suchs über Elektronen- keit von (8,1) für Elektronen verschiedener Energien 

streuung (Daviss0on gegeben. Setzen wir in (8, 1) V aus (7, 13) ein, so finden 


und GERMER) wir, wenn die DE BRoagLiEsche Formel richtig ist, daß 
die Gleichung 
YV sin6 = const (8, 2) 


gelten muß (wenn der Winkel 6 der Lage des Intensitätsmaximums der ge- 
streuten Elektronen entspricht). Beide Wege führten Davısson und GER- 
MER zum Ergebnis der völligen Richtigkeit der Formel DE BRoaLizs (7, 12), 
die die Wellenlänge A mit dem Impuls p der Elektronen verknüpft. 

Die Beugung von Rönteenstrahlen läßt sich nicht nuran Einkristallen, son- 
dern auch an polykristallinen Gebilden, z. B. an kristallinen Pulvern, beob- 
achten.(DEBYE-SCHERRER-Verfahren). P.S. TARTAKowskI und G.P. THoMsoN 
wandten als erste diese Methode zur Beobachtung der Elektronenbeugung an. 
Bei dieser Methode wird das primäre Elektronenbündel durch eine Schicht 
von polykristalliner Struktur hindurchgeschickt (um eine starke Absorption 
der Elektronen zu vermeiden, wird die Schicht sehr dünn gewählt, etwa 
105 cm). Innerhalb dieser Schicht liegen die einzelnen Einkristallteilchen 
vollständig ungeordnet. Bei dieser Methodedurchdringt.der Strahl den Kristall. 


I) Nachträglich stellte es sich heraus, daß im Gegensatz zu schnellen Elektronen und 
Röntsesstrahlen für Elektronen mit geringer Energie der Brechungsindex des Kristalls 
von 1 verschieden ist. Dieser Umstand muß bei der Berechnung der Beugung langsamer 
Elektronen berücksichtigt werden. 
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Wir haben ein räumliches Beugungsgitter vor uns. Die BRAGasche Bedingung 
für ein Raumgitter lautet 
nA=2dsing, (8, 3) 


worin d die Gitterkonstante des räumlichen Beugungsgitters, p der Winkel 
zwischen dem Strahl und der Gitterebene sind und n und A die bisherige 
Bedeutung haben. Entspricht eines der Kristallpartikel in der Schicht dieser 
Bedingung (vgl. Abb. 8), so erhalten wir auf der photographischen Platte P 
im Auftreffpunkt des abgebeugten 
Strahls KQ einen Fleck Q. Da die Ein- 


kristallteilchen vollständig ungeord- q 
net liegen, werden sich unter ihnen 

auch solche befinden, deren Lage sich Ps 

von der des Kristallpartikels K nur eat 

durch eine Drehung um die AchseSO S Pe 5 > IR > 
unterscheidet, die der Richtung des er 

einfallenden Strahls entspricht. Als 

Ergebnis erhalten wir auf der Platte OK=L Ip 
an Stelle eines Fleckes Q einen Ring 0Q=D 

mit dem Halbmesser OQ. Ganz all- 

gemein entspricht jedem Beugungs- Abb. 8. Schema 

fleck an einem Einkristall bei dem der Versuche über Elektronenstreuung 
DEBYE-SCHERRER-Verfahren ein Beu- (TARTAKOWSKI und THoMsonN) 


gungsring. Der Durchmesser D dieser 
Ringe ist leicht zu berechnen. Ist L der Abstand zwischen der photographi- 
schen Platte und der Gitterschicht, so ist 

D 


Kombinieren wir diese Gleichung mit (8, 3), so erhalten wir bei kleinen 
Winkeln 
2L 
Setzen wir A in seiner Abhängigkeit von der Elektronenenergie nach der 
pe BrogtIgeschen Formel (7, 13) ein, so finden wir 


DyvV = const. (8, 4) 


Die Richtigkeit dieser Beziehung wurde durch die Beobachtungen TARTA- 
Kkowskıs und THomsons vollauf bestätigt.!) 

Gegenwärtig ist eine bedeutende Vervollkommnung der Methode erreicht. 
Die Elektronenbeugung wird bei der Strukturanalyse von Kristallen (be- 
sonders ihrer Oberflächen)ebenso erfolgreich angewandt wie die der RÖNTGEN- 
strahlen. Die Realitätder Elektronenbeugung steht heute außer jedem Zweifel. 


1) Vgl. TARTAKOWSKI [58]. 
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Die Frage der Anwendbarkeit der DE BroaLIsEschen Formel (7, 12) auf 
kompliziertere Partikel als Elektronen ist von größter Bedeutung. Die Mög- 
lichkeit ihrer Anwendung auf komplizierte Systeme würde ja bedeuten, daß 
die Wellenerscheinungen nicht das Ergebnis der Aufbaueigentümlichkeiten 
irgendeiner Partikel sind, sondern ein allgemeines Gesetz über die Bewegung 
von Partikeln ausdrücken. STERN und ESTERMANN haben es sich zur Aufgabe 
gestellt, die DE BRogLIEsche Formel hinsichtlich ihrer Gültigkeit für Atome 
und Moleküle zu prüfen. ZudiesemZweck untersuchten 
STERN und ESTERMANN die Reflexion von He und H, 
an LiF-Kristallen. Indem sie die Temperatur des 
„Ofens‘‘ veränderten, der als Quelle eines schmalen 
Bündels von Atom- oder Molekularstrahlen diente, 
hatten sie die Möglichkeit, die Energie der untersuchten 
Partikel zu ändern und damit zugleich auch die Länge 
der DE BrocLizschen Welle. Die Intensität des vom 
Kristall abgebeugten Strahls wurde mittels eines sehr 
empfindlichen Manometers gemessen. 

Die Versuche von STERN und ESTERMANN bestätigten 
die Anwendbarkeit der DE BrocLizschen Formel auf 
die angeführten zusammengesetzten Partikel. In Abb. 9 
ist die Verteilung der Intensität innerhalb eines abge- 
beugtenStrahls von He-Atomen wiedergegeben, die von 
LiF-Kristallen bei einer Temperatur 7’ — 295° reflek- 
Abb. 9. Beugung von tiert werden. Der Winkel 0° entspricht dem normalen 
He-Atomen an einem Reflexionswinkel des He-Strahls am Kristall. Für die- 

LiF-Kristall sen Winkel besteht ein scharf ausgeprägtes Maximum, 
Berücksichtigt man den einfachen Umstand, daß die 
Abmessungen des Atoms von der Größenordnung der Ionenabstände im LiF- 
Gitter sind, so läßt sich bereits das Bestehen der normalen Reflexion vom 
Standpunkt der korpuskularen Mechanik aus nicht verstehen. Neben dem 
Maximum, das der normalen Reflexion entspricht, sind noch zwei Beugungs- 
maxima (Spektren erster Ordnung) vorhanden. Ihre Lage stimmt mit der 
nach der DE BroaLiEeschen Formel berechneten gut überein. Ein ähnliches 
Ergebnis wurde auch für H,-Moleküle erhalten. 

Im Laufe der letzten Jahre wurde auch die Beugung von Neutronen 
nachgewiesen. Setzen wir in die Formel (7, 12) die Masse des Neutrons 
m, = 1,66: 10-%g ein und drücken die Energie des Neutrons in Elektronen- 
volt [eV] aus, so erhalten wir für die Wellenlänge der Neutronen 


-20° -10° 0° 10° 20° 


0,285 
ee 
yV 


Daraus ist zu ersehen, daß, wenn die Energie der Neutronen einige Hun- 
dertstel eV beträgt (sogenannte „thermische‘‘ Neutronen), A mit der Gitter- 
konstanten der Kristalle vergleichbar wird. Unter dieser Bedingung ist eine 
Beugungserscheinung leicht zu erhalten. Da die Neutronen zum Unterschied 
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von den Elektronen, aber ähnlich den Röntgzxstrahlen, von der Substanz 
nur wenig absorbiert werden, läßt sich eine Beugung im Kristallvolumen er- 
halten (dreidimensionale Lavzsche Beugung). 

Schließlich zeigt Abb. 10 die Beugung von z-Mesonen einer Energie von 
7 GeV an Protonen. Der dargestellte Prozeß entspricht der Beugung von Wellen 
einer Wellenlänge von As 10- !* cm an einer stark absorbierenden Kugel vom 
Radius 1,05 - 10-13 cm. 


do 
an ”öster 


Abb. 10. Differentieller. Streuquer- 
schnitt für die Streuungvon rz-Meso- 
nen einer Energie von 6,8 GeV an 
Protonen. Man erkennt eine starke 
Bündelung in Vorwärtsrichtung. 
Die Streuung kann als Beugungs- 
streuung an einer stark absorbieren- 
den Kugel aufgefaßt werden!) 


Die von uns in diesem Paragraphen angeführten Tatsachen beweisen, daß 
alle Partikel, unabhängig von ihrer Natur und Struktur, Wellenerscheinungen 
zeigen und daß die DE BRosLigsche Formel, die den Teilchenimpuls mit der 
Wellenlänge verbindet, allgemeine Bedeutung besitzt. 


1) Die Abbildung wurdeder Arbeitvon Wang Kan-CHanc u. a., Vereinigtes Institut für 
Kernforschung, Dubna, J. eksp. teor. Fiz. 38 (1960) 426 entnommen, 
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II. Die Grundlagen der Quantenmechanik 


$ 9. Die statistische Deutung der DE BroeLıeschen Wellen 


Der physikalische Sinn der Wellen, die nach der Theorie von DE BROGLIE mit 
der Teilchenbewegung verbunden sind, wurde nicht sofort erkannt. Anfangs 
versuchte man die Partikel selbst als Gebilde von Wellen zu betrachten, die 
einen gewissen Raumteil erfüllen. Die Intensität der DE BRogLieschen Welle 
wurde indieser Auffassung als die Größe betrachtet, die die Dichte der Materie 
kennzeichnet, aus der das Teilchen gebildet ist. Diese Auffassung trägt klassi- 
schen Charakter. Als Begründung diente ihr der Umstand, daß man in einigen 
sehr häufigen Fällen (theoretisch) Wellengebilde konstruieren konnte, deren 
Bewegung mit der eines Teilchens übereinstimmt, das sich nach den Gesetzen 
der klassischen Mechanik bewegt. Als Beispiel solcher Gebilde kann die oben 
untersuchte Wellengruppe dienen. Wie in $7 gezeigt wurde, bewegt sich das 
Zentrum der Wellengruppe wie ein Teilchen. Aber die Bewegung einer solchen 
Wellengruppe stimmt doch nicht genau mit der Bewegung eines Teilchens 
überein. Es ergibt sich, daß sich die Gestalt der Wellengruppe im Laufe der 
Zeit ändert. Und zwar nehmen, wie in $34 gezeigt werden wird, die räumlichen 
Ausmaße der Gruppe zu: Die Wellengruppe fließt auseinander. Die Notwendig- 
keit einer solchen Ausbreitung ist aus der Tatsache der Existenz einer Dis- 
persion der DE BrRocLiEschen Wellen im Vakuum leicht zu verstehen. Die 
einzelnen Wellen, die die Gruppe bilden, pflanzen sich mit verschiedener Ge- 
schwindigkeit fort. Demzufolge muß die Wellengruppe auseinanderfließen. 
Die aus pe BrocLisschen Wellen aufgebaute Partikel wird somit nicht 
stationär sein. Selbst bei der Bewegung im leeren Raum werden ihre räum- 
lichen Ausmessungen unbegrenzt zunehmen. Diese Unbeständigkeit ist be- 
sonders augenscheinlich, wenn wir den Fall betrachten, bei dem sich das 
Teilchen in einem inhomogenen Medium fortbewegt oder von einem Medium 
in das andere übertritt. Dazu gehören die klassischen Versuche über die 
Beugung von Teilchen. Wenn z. B. beim Versuch von TARTAKOWSKI- 
Tnrouson ein Teilchenstrahl eine dünne Folie passiert, so spaltet er sich in 
ein System kegelförmig abgebeugter Bündel auf. Betrachtet man eine Partikel, 
in diesem. Falle das Elektron, als ein Wellengebilde, so müssen wir anfangs die 
einfallende Welle, deren räumliche Abmessungen durch die Blenden der Vor- 
richtung bestimmt werden, mit dem Elektron identifizieren und nach Pas- 
sieren der Folie ebenso das ganze System der abgebeugten Wellen. Jeder ab- 
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"gebeugte Strahl muß einen gewissen Teil des Elektrons. darstellen. Nehmen 
wir an, wir hätten zwei Vorrichtungen aufgestellt, die das Auftreffen von 
Elektronen registrieren (z. B. photographische Platten), wobei auf die erste 
Vorrichtung nur der erste abgebeugte Strahl und auf die zweite der zweite 
abgebeugte Strahl gerichtet ist. Identifizieren wir nun das ganze System der 
abgebeugten Wellen mit der Partikel, so müssen wir zu dem Schluß gelangen, 
daß jeder der Empfangsapparate nur einen Teil der Partikel aufnehmen wird. 
Das ist aber gerade jene extreme Verletzung des Atomismus der Partikel, die 
die Auffassung DE BROGLIEs in scharfen Gegensatz zur Versuchserfahrung 
bringt. 

In Wirklichkeit wirkt das Teilchen immer als Ganzes, und im Apparat 
wird die ganze Partikel und keineswegs ein Teil von ihr festgestellt. Im unter- 
suchten Beispiel hätte das Elektron entweder die erste oder die zweite Vor- 
richtung getroffen (aber nicht mit einem Teil die erste und mit einem anderen 
die zweite). In der Tatsache, daß die einfachsten Korpuskel stets als Ganzheit 
wirken, liegt ja der Atomismus begründet, der in den Erscheinungen der 
Mikrowelt beobachtet wird. Daher widerspricht die Vorstellung von Partikeln 
als Gebilden aus DE BrogLieschen Wellen dem Atomismus und muß ab- 
gelehnt werden. 

Ebenso unzulässig ist die Annahme, daß die Wellen selbst ein Gebilde aus 
Teilchen sind oder, genauer gesagt, in einem Medium entstehen, das aus Teil- 
chen gebildet wird. Der Versuch zeigt gerade, daß das Beugungsbild, das auf 
der Photoplatte entsteht, nicht von der Intensität des einfallenden Teilchen- 
bündels und folglich auch nicht von der Dichte der Teilchen in der Raum- 
einheit abhängt. Um das gleiche Beugungsbild zu erhalten, kann man die 
Intensität verringern und dafür die Belichtungszeit verlängern. Wichtig ist 
nur die Gesamtzahl der durchgegangenen Teilchen. Diese Tatsache zeigt ein- 
deutig, daß jedes der Elektronen unabhängig von den anderen abgebeugt wird.t) 
Daher darf die Existenz von Wellenerscheinungen nicht mit dem gleich- 
zeitigen Vorhandensein einer großen Zahl von Teilchen in Zusammenhang 
gebracht werden. 

Um diesen Umstand noch mehr hervorzuheben, bemerken wir, daß Wellen- 
erscheinungen bei der Bewegung von Partikeln auch dort auftreten, wo es 
unmöglich ist, von einem durch eine Gesamtheit von Teilchen gebildeten 
Medium zu sprechen. Tatsächlich äußern die gleichen Eigenschaften auch 
Elektronen, die sich innerhalb von Atomen bewegen, in denen ihre Anzahl 
keineswegs groß ist (eines im Wasserstoff, zwei im Helium usw.). 


1) Bei sehr großen Dichten des einfallenden Bündels kann infolge der CouLoMmB 
Wechselwirkung eine zusätzliche Streuung erfolgen, die jedoch beim betrachteten Pro- 
blem eine zweitrangige Rolle spielt. Es ist wichtig, daß bei kleinen Intensitäten die 
Welleninterferenzerscheinungen nicht verschwinden: Durch direkten Versuch wurde dies 
von @.A. BIBERMANN, N. SUSCHKIN und W.FABRIKANT, Dokl. Akad. Nauk SSSR XVI 
(1949) 185, für Elektronen und von L. Janossy für Photonen bestätigt. Janossy, L., und 
Sz. Naray : Hungarian Acad. of Sei, Manuskript. Budapest, XII, Konkoly-Thege ut, 
Hungary 1957. 
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Die richtige Deutung der DE BrocLieschen Wellen wurde von M. Born’ 
auf ganz anderem Wege gefunden. Um den Grundgedanken Borns klar- 
zulegen, wollen wir uns vorstellen, daß wir eine Elektronenbeugung durch- 
führen und daß wir das Auftreffen der abgebeugten Elektronen auf einer 
Photoplatte registrieren. Die anfangs durchgelassene Zahl von Elektronen 
nehmen wir als klein an. Jedes dieser Elektronen, das die Beugungsvorrich- 
tung (z. B. eine Folie) passiert hat, wird an irgendeiner Stelle der Platte in 
Erscheinung treten und dort eine photochemische Wirkung ausüben. Eine 
geringe Zahl hindurchgegangener Elektronen wird auf der photographischen 
Platte ein Bild hervorrufen, das einer von einem ungeübten Schützen be- 
schossenen Zielscheibe gleicht. Erst bei einer großen Zahl durchgelassener 
Elektronen tritt die Gesetzmäßigkeit der Elektronenverteilung auf der Platte 
zutage. Dabei bildet sich schließlich eine Verteilung, die der Verteilung der 
Intensitäten bei der Wellenbeugung entspricht. 

Ein solches Verhalten der Partikel führte Born zur statistischen Deutung 
der DE BrogLIEschen Wellen, die es gestatten, den Atomismus der Teilchen 
mit den Wellenerscheinungen zu verbinden. Nach der statistischen Deutung 
ist die Intensität der DE BRocLIEschen Wellen in einem beliebigen Raumpunkt 
proportional der Wahrscheinlichkeit, an dieser Stelle ein Teilchen vorzufinden. 
Wenn z. B. ein abgebeugter Strahl auf eine photographische Platte, ein 
zweiter auf eine andere gerichtet ist, so wird bei einer großen Zahl von Elek- 
tronen, die durch den Apparat gegangen sind, die Zahl der Elektronen, die die 
einzelnen Platten getroffen haben, proportional der Intensität der DE BRoc- 
LIEschen Wellen sein, die sich in Richtung auf die einzelnen Photoplatten 
fortpflanzten. 

Bringt man die photographische Platte so an, daß die Richtung vom 
Beugungsapparat zur Platte mit der Richtung des Beugungsminimums zu- 
sammenfällt (in dieser Richtung löschen sich die Wellen gegenseitig aus), soö 
wird eine solche Platte überhaupt nicht von Partikeln getroffen werden. 
Handelt es sich aber nicht um eine große Zahl von Elektronen, sondern um 
ein einzelnes Elektron, so zeigt die Intensität der DE BRogLIEschen Wellen 
nur die Wahrscheinlichkeit an, mit der das Elektron auftrifft. Sie verpflichtet 
aber das Elektron keineswegs zu einem bestimmten Verhalten. 

In dieser Auffassung haben die DE BrogLiEschen Wellen nichts mehr mit 
den Wellen gemein, die von der klassischen Physik untersucht werden. In allen 
„Klassischen‘‘ Wellen bestimmt der absolute Wert der Amplitude den physi- 
kalischen Zustand. Ist z. B. die Amplitude von Luftschwingungen in einem 
Falle überall zweimal so groß als in einem anderen, so bedeutet das eine 
viermal so große Schwingungsenergie und damit auch einen anderen physi- 
kalischen Zustand des Mediums. 

Im Falle der pe BrocLieschen Wellen bestimmen die Intensitäten die 
Wahrscheinlichkeiten, nach denen sich die Partikeln an einem bestimmten 
Ort befinden. Daher ist nur das Verhältnis der Intensitäten in den verschiedenen 
Teilen des Raumes wichtig, nicht aber ihre absolute Größe. Dieses Verhältnis 
zeigt an, um wievielmal es wahrscheinlicher ist, ein Teilchen an einer Stelle 
des Raumes zu finden als an einer anderen. Ist daher die Intensität der 
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DE BroGLIEschen Wellen in einem Teil durchweg doppelt so groß wie in einem 
anderen, so bleibt der physikalische Zustand der Teilchen doch immer der 
gleiche, da beieiner solchen Vergrößerung der Wellenamplituden das Verhältnis 
der Intensitäten in den verschiedenen Raumabschnitten unverändert bleibt. 

Die pe Brocuieschen Wellen geben somit eine statistische Beschreibung 
der Bewegung von Partikeln. Sie bestimmen die Wahrscheinlichkeit des 
Auffindens einesTeilchens an einemgegebenen Ort des Raumes zu einem gegebenen 
Zeitpunkt.t) 


810. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Partikel 


Wir wollen mit x, y, z die Teilchenkoordinaten bezeichnen. Nach dem in $ 9 
Besprochenen erhalten x, y und 2 ihren genauen Sinn durch folgenden Meß- 
vorgang: Die Größen x, y, z werden als die Koordinaten jenes Punktes definiert, 
an welchem das Teilchen in Erscheinung tritt. Sie können z. B. die Koordinaten 
des Flecks auf der photographischen Platte sein, der beim Auftreffen eines 
Teilchens auf die Platte entstand, oder die Koordinaten, die die Lage des 
Spalts bestimmen, durch den das Teilchen gegangen ist usw. 

Die Koordinaten eines Flecks oder Spalts lassen sich durch Anlegen eines 
festen Maßstabs ermitteln. Eine solche Messung von Koordinaten werden wir 
als ‚‚direkt‘‘ bezeichnen, denn sie stellt gerade jene Messung dar, auf der die 
makroskopische Definition des Begrifjs der Teilchenkoordinate beruht. In jenen 
Fällen, wo eine ähnliche Bestimmung der Teilchenkoordinate unmöglich 
ist (z. B. wenn das Teilchen sich innerhalb eines Atoms befindet), ermitteln 
wir seine Koordinaten durch ‚‚indirekten‘‘ Versuch?), d.h. indem wir auf dem 
oben gezeigten Weg die Koordinaten irgendeines anderen Teilchens bestimmen, 
das einen Zusammenstoß mit dem uns interessierenden Teilchen erlitten hat, und 
auf Grund dieser Messung Schlüsse auf die Koordinaten des im Atom befind- 
lichen und der direkten Messung unzugänglichen Teilchens ziehen. Ein Beispiel 
einer solchen ‚‚indirekten‘‘ Messung bringen wir in $ 16. 

Im folgenden wollen wir die statistische Interpretation der De BRoGgLIEschen 
Wellen mathematisch formulieren. Wir bemerken im voraus, daß wir hier das 
Wort „Wellen“ sehr bedingt anwenden. Nur in ganz besonderen Fällen wird 
der Teilchenzustand durch einfache ebene Wellen zu beschreiben sein. Im all- 
gemeinen kann das, was wir jetzt als DE BRogLIEsche Wellen bezeichnen, eine 
sehr komplizierte Funktion der Teilchenkoordinaten x, y, z und der Zeit t dar- 
stellen. Trotzdem wollen wir auch für diese komplizierten Fälle den Ausdruck 


1) Wir werden später sehen, daß bei Kenntnis der DE BrogLizschen Welle, die den 
Teilchenzustand beschreibt, nicht nur die Wahrscheinlichkeit für die Lage des Teilchens, 
sondern auch die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Meßergebnisses einer beliebigen 
mechanischen Größe gefunden werden kann, das zum untersuchten Teilchen in Be- 
ziehung steht. 

2) Die Trennung der Versuche in „direkte“ und „indirekte“ wurde vun MANDEL- 
STAM eingeführt. 


37 


O. DIE GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK 


Wellenfunktion gebrauchen und letztere mit dem Buchstaben y!) bezeichnen: 

vy=y@®Y2%L0). (10, 1) 
Wie in $9 gezeigt wurde, können wir auf Grund von Versuchstatsachen an- 
nehmen, daß die Aufenthaliswahrscheinlichkeit des Teeilchens durch die Weller- 
intensitätbestimmt wird, d. h. durch das Quadrat der Amplitude y. Da wirjedoch 
berücksichtigen, daß y eine komplexe Größe sein kann, während die Wahr- 
scheinlichkeit stets eine reelle positive Größe sein muß, so nehmen wir als Maß 
der Intensität nicht y2, sondern das Quadrat des absoluten Betrages von y, 
d. h. die Größe 

Iyl’=y*y, 

worin mit y* die zu y konjugiert komplexe Größe bezeichnet wird.?) 

Ferner muß bemerkt werden, daß die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in 
der Umgebung des Punktes z, y, z zu finden, natürlich von der räumlichen 
Ausdehnung des gewählten Bereichs abhängt. Betrachten wir einen unend- 
lich kleinen Bereich z,2 + dx; y,y-+ dy; 2,2 + dz, so können wir y darin 
als konstant annehmen. Daher wird die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 
darin vorzufinden, proportional dem Volumen dieses Bereichs. Wir wollen 
dieses Volumelement mit dr = dx dy dz bezeichnen. 

Wenn wir die (unendlich kleine) Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im 
Volumelementdr um den Punkt z, y, zim Zeitpunkt zu finden, mit dW (x, y, 2) 
bezeichnen, haben wir nach der statistischen Auffassung der DE BRoc- 
zieschen Wellen dafür folgende Gleichung: 


dW (x, y, 2, t) = |y(z, y, 2, t)|’dr. ı10, 2) 
Diese Gleichung gestattet es, die Ortswahrscheinlichkeit dW (x, y, 2, t) des 
Teilchens aus einer bekannten Wellenfunktion y(z, y, z, t) zu berechnen. Die 
Größe 


dW 
w(X, Y; 2, t) == dr >= |y(z, %; 2, it)? (10, 3) 


nennen wir die Wahrscheinlichkeitsdichte. 
Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Zeitpunkt t im Volumen V zu 
finden, ist nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung 


WW, =/[dW = [wdı = [|yla, 4,2, t)]®dr. (10, 4) 
v 1% v 


ı) Wir weisen hier darauf hin, daß wir für zwei einfache Fälle die Wellenfunktion 
bereits kennen. Und zwar ist für Teilchen, die sich mit einem gegebenen Impuls p be- 
wegen, die Wellenfunktion eine monochromatische ebene Welle (7, 1). Ferner ist uns die 
y-Funktion für die nahezu monochromatische Welle, d.h. für die Wellengruppe be- 
kannt (7, 8). In der folgenden Darlegung werden wir mit willkürlichen Wellenfunktionen 
operieren, wobei wir zunächst die Frage beiseite lassen, wie solche Funktionen für 
gegebene physikalische Bedingungen bestimmt werden können (vgl. $ 28). Indem wir 
eine solche Bestimmung als möglich annehmen, werden wir sagen, daß die y-Funktion 
(statistisch) den Teilchenzustand beschreibt. 

2) Im weiteren bezeichnet der Stern stets die konjugiert komplexe Größe. 
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Führt man die Integration über das ganze Volumen durch, so erhält man die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich das Teilchen im Zeitpunkt t irgendwo be- 
findet. Das ist die Wahrscheinlichkeit eines mit Gewißheit eintretenden Er- 
eignisses. In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist es üblich, die Wahrscheinlich- 
keit eines mit Gewißheit eintretenden Ereignisses gleich 1 zu setzen. Folgt 
man dieser Übereinkunft, dann hat man das Integral über |y|?, über das 
ganze Volumen erstreckt, gleich Eins zu setzen: 


[vay 29 dr=1. (10, 5) 


Diese Bedingung heißt Normierung, und die Funktion, die ihr entspricht, 
eine auf Eins normierte Funktion. 


Die Normierung wird unmöglich, wenn das Integral von [y |? über das ganze Volumen 
divergiert, d.h. die Funktion y nicht quadratisch integrabel ist. Unter physikalisch 
realen Bedingungen erfolgt die Teilchenbewegung stets innerhalb eines begrenzten 
Raumes. Diese Begrenzung wird durch die geometrischen Ausmaße der Apparaturen und 
die endliche Geschwindigkeit des Teilchens bedingt. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, 
das Teilchen zu finden, nur innerhalb eines endlichen Raumbereiches von Null ver- 
schieden, so daß die Funktion y integrabel sein muß. Immerhin muß man in manchen 
Fällen zu gewissen Idealisierungen greifen, die zu nichtintegrablen Funktionen führen. 
Ein einfaches Beispiel solcher Funktionen ist die ebene Welle (7, 1). Während ein par- 
alleles Bündel in Wirklichkeit stets seitlich durch Blenden und vorn durch seine Front 
begrenzt wird, können wir es bei hinreichend großen Ausmaßen, wenn die Randeffekte 
keine Rolle mehr spielen, als ebene Welle betrachten. Wir nehmen an, daß diese den 
ganzen Raum einnimmt. 

Aus (7, 1) folgt |y|? = |C'|? = const. Das bedeutet, daß die Wahrscheinlichkeit, das 
Teilchen au finden, an jedem beliebigen Ort gleich ist. In diesem Fall kann nicht auf 
Eins normiert werden. Wir werden jedoch später eine rationelle Normierung für diesen 
Fall angeben. 

Die zweite Bemerkung betrifft die Abhängigkeit von der Zeit. Die Normierung besitzt 
nur insofern Sinn, als sie in der Zeit erhalten bleibt, d.h., die Gleichung (10, 5) muß für 
alle Zeitpunkte gültig bleiben (sonst ist esnicht möglich, die Wahrscheinlichkeiten, die 
sich auf verschiedene Zeitpunkte beziehen, miteinander zu vergleichen). Bei der Unter- 
suchung der Gesetze für die Änderungen der Wellenfunktion mit der Zeit wird gezeigt 
werden ($ 28), daß die Normierung sich tatsächlich nicht ändert, d.h. das Integral (10, 5) 
von der Zeit unabhängig ist. 


& 11. Das Prinzip der Zustandsüberlagerung 


Das Teilchen kann sich unter gegebenen physikalischen Bedingungen in ver- 
schiedenen Zuständen befinden, je nachdem auf welche Weise es in diese Be- 
dingungen gebracht ist. Nehmen wir den einfachsten Fall der freien Bewegung 
des Teilchens ohne Einwirkung äußerer Kräfte und ohne Wechselwirkung mit 
‚anderen Teilchen, so können wir es mit Bewegungszuständen zu tun haben, 
die sich sowohl der Größe wie der Richtung des Impulses nach unterscheiden. 
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Jeder dieser Zustände kann für sich realisiert werden. Es gibt jedoch auch 
kompliziertere Fälle. Als Beispiel kann der Beugungsversuch von Davısson 
und GERMER dienen, in dem der auf den Kristall einfallende Strahl in ein 
System abgebeugter Bündel aufgespalten wird. Nach der Wechselwirkung 
mit dem Kristall verläuft die Bewegung zwar wieder im Vakuum, stellt aber 
jetzt schon eine Gesamtheit DE BRogLiIsscher Wellen dar, die sich durch ihre 
Fortpflanzungsrichtung voneinander unterscheiden. . 

Richten wir auf die Kristalloberfläche ein Strahlenbündel von einer be- 
stimmten Richtung und einer bestimmten Wellenlänge A, so werden wir nicht 
nur eine der abgebeugten Wellen erhalten, sondern bekommen gleichzeitig 
die ganze Gesamtheit dieser Wellen (einschließlich der einfallenden), die sich 
außerdem in bestimmten Phasenbeziehungen zueinander befinden und daher 
miteinander interferieren können. Diese ganze Gesamtheit von Wellen stellt 
ein einziges Wellenfeld dar und wird durch eine Wellenfunktion y beschrieben. 
Ein solches Wellenfeld ist eine Summe einfacher DE BrogLisscher Wellen y,. 
Jede von ihnen beschreibt für sich einen möglichen Bewegungszustand des 
Teilchensim Vakuum. Man kannsich davon überzeugen, indem man mit Hilfe 
einer Blende aus dem ganzen Wellenfeld ein einziges der abgebeugten Bündel 
herauslöst und es dann einer zweiten Beugung unterwirft. 

Wir sagen, daß der Zustand, der bei der Beugung der Teilchen an der 
Kristalloberfläche eintritt, eine Überlagerung (Superposition) von freien Be- 
wegungszuständen darstellt, die durch einfache DE BrogLIEsche Wellen be- 
schrieben werden. Dieser Fall der Überlagerung ist ein Spezialfall des all- 
gemeinen Prinzips der Zustandsüberlagerung, das eines der Grundprinzipe 
der Quantenmechanik darstellt. 

Dieses Prinzip kann folgendermaßen formuliert werden: Ist irgendein 
System (ein Teilchen oder eine Anzahl von Teilchen) imstande, einen Zustand 
einzunehmen, der durch die Wellenfunktion y, ausgedrückt wird, außerdem aber 
auch noch einen anderen Zustand y,, so vermag es sich auch in einem Zustand 
zu befinden, der durch eine Wellenfunktion y dargestellt wird, derart, daß 


y=GYyıt 0% 


ist, worinc, und c, i. a. komplexe Zahlen sind (die Amplituden der Teilzustände 
von y, und %,). Daraus folgt, daß bei einer gegebenen Reihe möglicher Zu- 
stände eines Systems, die sich voneinander in den durch die Wellenfunktionen 
Y,Yas +++) Yy ... dargestellten Werten einer mechanischen Größe (Impuls, 
Energie, Drehimpuls usw.) unterscheiden, nach dem Überlagerungsprinzip 
ein zusammengesetzter Zustand eintritt: 


yzayı +6 pt" +. t (11,1) 


WOLin €, Cy ».-, 64, ... beliebige komplexe Amplituden bedeuten. 
Sind die Zustände, die sich überlagern, unendlich wenig voneinander ver- 
schieden, so erhalten wir an Stelle der Summe (11, 1) ein Integral. 
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Ein wichtiges Beispiel einer Überlagerung letzterer Art ist die Darstellung 
eines beliebigen Wellenfeldes y(z, y,2,t) durch Überlagerung DE BRoGLIE- 


scher Wellen?): . „Ei-be 


w(ry,20) = Ton ® et (11,2) 


Und zwar läßt sich die Wellenfunktion für einen beliebigen Zustand wie folgt 
schreiben: 


+0 
via, 921) = [[ [ep P,,P.,t) w(2,y,2,1)dp,dp,dp,, (11,3) 


worin c(P,, Py; P,, t) die Amplitude der pe BRocLIEschen Welle mit dem Im- 
puls p(?,, py, P.) bedeutet. 

Diese Behauptung ist offensiehtlich zutreffend, denn (11, 3) ist nichts an- 
deres als die Zerlegung von y(z, y,2,t) in ein dreifaches FoURIER-Integral. 
Um uns davon zu überzeugen, setzen wir an: 

„Et 


P(P,: Py; ?,, t) =c(P,: Py; ?,;t) En. (11, 4) 


Dann kann auf Grund von (11, 2) die Formel (11, 3) geschrieben werden: 


nz d».d d 
en P,@Py&P, 
Y( 9 2,8) [Troemnn: ne (1,8) 


Daraus finden wir nach dem FourIeErschen Satz über die Umkehrung des 
Integrals (11, 5) für jede Funktion y die Amplituden 9 und damit auch c, und 


zwar 
‚Pest prytpz j 
dx dydz 
P(Pz» Pu» Pr» t) [ven her m Or Bam . (11,6) 


Wir sehen somit, daß jeder beliebige Zustand als eine Überlagerung DE BROGLIE- 
scher Wellen, d.h. von Zuständen mit gegebenem Teilchenimpuls p(P,, P,; P.) 
betrachtet werden kann. 


8 12. Die Wahrscheinlichkeit für den Impuls der Partikel 


Wir haben gezeigt, wie auf der Grundlage einer statistischen Deutung der 
DE BrocLieEschen Wellen die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens 
gefunden werden kann. Wir werden jetzt zeigen, daß mit Hilfe des Über- 
lagerungsprinzips die statistische Auslegung erweitert werden kann, so daß 


1 
ı eh 
) Der Faktor (2mhjr2 


mäßigkeit sich in Kürze erweisen wird [vg]. (12, 6)]. 


ist aus Gründen der Normierung eingeführt, deren Zweck- 
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es nicht nur möglich wird, die Wahrscheinlichkeit für die verschiedenen 
Werte der Teilchenkoordinaten, sondern auch die Wahrscheinlichkeit für die 
verschiedenen Werte seines Impulses zu bestimmen. 

Wir betrachten die Formel DE BROGLIES: 


&, »= (11 = 20) 


als Bestimmung der Größe p, die wir 

in der Quantenmechanik als Teilchen- 

Blende impuls bezeichnen.!) Demzufolge sind 

die Meßvorgänge, die p bestimmen, 

die gleichen wie die Meßvorgänge, die 

für die Ermittlung der Fortpflanzungs- 

richtung der Welle und ihrer Länge A 

% erforderlich sind. Als Vorrichtung, die 
DL? den Teilchenimpuls mißt, kann daher 
IR ein Beugungsgitter dienen. Tatsäch- 
X lich zerlegt das Beugungsgitter in ein 


N 
N Spektrum, trennt die Wellen mit ver- 


S 


Kristalleberfläche 


schiedenen F und führt folglich damit 
auch eine ‚Sortierung‘ der Partikel 
r nach verschiedenen Impulsen p = ht 
durch. 

Den Beugungsversuch, der die Er- 
FARADAY-Käfig mittlung von T ermöglicht, werden wir 
als einen ‚‚direkten‘‘ Versuch ansehen, 
d der zugleich auch den Teilchenimpuls p 

ermittelt. 
Um nun die Frage der Wahrschein- 
Abb. 11. Bei begrenztem Primärstrabl i Jichkeitsermittlung für einen bestimm- 
trennen sich die einzelnen Teilwellen r, d tenWertdes Teilchenimpulses zu unter- 
usw. räumlich voneinander suchen, betrachten wir die Beugung 
von Teilchen, z. B. von Elektronen, an 
einer Kristalloberfläche. Die Überlagerung der DE BRoaLizschen Wellen, die 
bei der Beugung an der Kristalloberfläche ein Wellenfeld y(z, y, 2, t) bilden, 


1) Im Zusammenhang mit der von uns gegebenen Definition des Impulses der Partikel 
könnte die Frage auftauchen: Warum muß die Größe p = hf als Impuls bezeichnet 
werden? Die Antwort auf diese Frage lautet, daß die auf diese Weise definierte Größe 
tatsächlich Eigenschaften aufweist, die denen des klassischen Impulses analog sind 
(vgl. $$ 32, 33, 103). Im $ 34 wird gezeigt, daß der klassische Impuls p,, (der aus der 
Newroxschen Gleichung folgt) der Mittelwert des quantenmechanischen Impulses ist: 


Prı = P- 
Insbesondere haben wir für einen Zustand miteinem bestimmten Wert von p: p,ı = p. 
Infolgedessen läßt sich p ebenso (beispielsweise am Rückstoß) messen, wie das in der 
klassischen Mechanik für die Bestimmung von p,, geschieht. 
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ist in Abb. 11 schematisch dargestellt, wobei (i) die einfallende, (r) die re- 
flektierte und (d) eine der gestreuten Wellen sind. Entsprechend den realen 
Bedingungen wird angenommen, daß die Primärwelle von einem durch eine 
Blende begrenzten Strahl dargestellt wird. Als solche Strahlenbündel treten 
auch die Sekundärwellen auf. 

Jedes dieser Strahlenbündel können wirals DE BRoGLIEsche Welle yy (2, Y, 2,8) 
mit der Amplitude c(p) auffassen, die sich in Richtung senkrecht zum 
Strahl nur langsam verändert.!) Das ganze Wellenfeld y stellen wir als eine 
Überlagerung von Feldern dar, die zu den einzelnen Strahlen gehören: 


v=2eth Y; (12, 1) 


wobei die Summe über sämtliche Strahlenbündel zu erstrecken ist. 

Im ganzen ist der Zustand y ein Zustand mit unbestimmtem Impuls der 
Teilchen, da er eine Überlagerung von Zuständen y, darstellt, in denen 
die Teilchenimpulse verschieden sind. Führen wir daher eine Messung 
des Teilchenimpulses durch, so können wir bei jeder einzelnen Messung 
einen der Werte von p erhalten, die in der Überlagerung (12, 1) enthalten 
sind. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß wir einen Impulswert er- 
halten, der gleich p ist? Das Beugungsgitter zerlegt uns das Wellenfeld in 
monochromatische (in Wirklichkeit nahezu monochromatische) Strahlen- 
bündel genauso, wie es das weiße Licht in die einzelnen reinen Spektral- 
komponenten zerlegt. Um die Teilchen zu zählen, die den fraglichen Impuls 
besitzen, stellen wir einen Farapaykäfig auf und bestimmen die in ihn ein- 
fallende Zahl von Teilchen bei verschiedenen Stellungen des Käfigs. In der 
Nähe der Kristalloberfläche haben wir ein zusammengesetztes Wellenfeid. 
Es stellt das Ergebnis der Interferenz sämtlicher Strahlenbündel dar. In 
einer gewissen Entfernung vom Kristall trennen sich jedoch die Strahlen. Die 
Wahrscheinlichkeit, daß im Käfig ein Teilchen festgestellt wird, ist nach der 
statistischen Interpretation der Wellenfunktion y(z, %, z,t) proportional 
|y(z, y, z, t)]2. Stellen wir den Faranayvkäfig hinreichend weit vom Kristall 
auf, so erscheinen die einzelnen Strahlenbündel für sich getrennt, und 
|y (x, %, z, t)|? reduziert sich (für eines der Strahlenbündel) auf 


Ivy; y, 2, t) |]? — le(p)]? | yp(z, Y% 2, ı]?. (12, 2) 


‘Berücksichtigen wir den Wert von y, aus (11, 2), so bekommen wir 


Win a es 


1) Außerhalb des Bündels ist c(p) = 0. Zum Unterschied von (11, 3) treten also jetzt 
die untersuchten Amplituden als Koordinatenfunktionen auf. Aber infolge ihrer lang- 
samen Änderung nähern sie sich den wahren FoVRIERschen Amplituden (11, 3). 
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Folglich ist |c(p)|? proportional der Wahrscheinlichkeit, im FArAıpavkäfig 
ein Elektron festzustellen, wenn der Käfig so steht, daß die Welle y, auf ihn 
gerichtet ist. Zu dieser Welle gehören die Elektronen, die den Impuls p be- 
sitzen. Daher ist die Größe |c(p)|? proportional der Wahrscheinlichkeit, ein 
Elektron im Zustand y mit dem Impuls p zu finden. 

Berücksichtigen wir (10, 2), ferner, daß die Wahrscheinlichkeit, einen im 
Intervall p,,?, + 495; Py, Pu + dPy; Pr, 9, + dp, liegenden Impuls zu fin- 
den, proportional dp,dp, dp, ist, so gelangen wir zu folgendem Ausdruck 
für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 


dW (p,: Py, P,,t) = |c(P,, P,; 9. WI? dp, dp, dp, (12, 4) 
und für die Wahrscheinlichkeitsdichte 
w(P,; Py; ?,,8) = le(p,; Py; ?,, t)]%-. (12, 5) 


Die angeführten Formeln enthalten einen bestimmten Hinweis, wie die Wahrschein- 
lichkeit für den Impuls normiert werden kann. 

Benutzen wir den Umstand, daß $(p,, py, P,, t) nach (11, 6) der Koeffizient bei der 
Zerlegung der Wellenfunktion y(z, y, z, £) in ein FoURIERintegral ist, so ist nicht schwer 
zu beweisen, daß 


+0 +0 
[ff ie». Pur PM dp, dp, dp, = [[\viay,z.0l’dzdydz. (12,6) 


Die linke Seite ist die Wahrscheinlichkeit, einen beliebigen Wert für den Teilchen- 
impuls zu finden (ein mit Gewißheit eintretendes Ereignis), die rechte Seite die Wahr- 
scheinlichkeit, ein Teilchen in einem beliebigen Raumpunkt zu finden (ebenfalls ein mit 
Gewißheit eintretendes Ereignis). Die durchgeführte Auswahl der Normierung der Wahr- 
scheinlichkeiten ist somit zweckmäßig. Die Wahrscheinlichkeiten der zuverlässigen Er- 
eignisse sind einander gleich. Wenn also insbesondere die Wahrscheinlichkeit, ein Teil- 
chen an einem bestimmten Ort zu finden, gleich Eins gesetzt wird, so muß auch die 
Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Impuls zu finden, gleich Eins sein. 


$ 13. Die Mittelwerte der Koordinaten- und der Impulsfunktionen 


Wir fanden in den vorhergehenden Paragraphen die Wahrscheinlichkeit für 
den Ort des Teilchens (10, 3) im Zustand y und die Wahrscheinlichkeit für den 
Impuls des Teilchens (12, 5) im gleichen Zustand. Damit können wir die 
Mittelwerte für eine beliebige Funktion der Teilchenkoordinaten F(x, y, z) 
und für eine beliebige Funktion F(p,, p,, p,) des Teilchenimpulses für den 
durch die Wellenfunktion y dargestellten Zustand aufschreiben. Aus (10, 3) 
und (12, 5) folgt entsprechend der Definition des Mittelwertes einer beliebigen 
Größe 


F(x, y, 2) = /Fl, y, 2) |y(z, y, 2)|? dx dydz 


(13, 1) 
— [vr Y 2) F(x, Y, z) y(z, Y, 2) dx dy dz 


813. DIE MITTELWERTE DER KOORDINATEN- UND DER IMPULSFUNKTIONEN 


mit der Bedingung 


[v@yal2dzdyde=1, (13, 2) 
und 
F(pz, Pu, 92) = [F (Pe, Pu: P.) |6(P,, Pu, P.)? dp, dp, dp, ins 
=/e* (P,: 9:2.) F(P,:P4:P.) c(Pz: Py: P;) dp,dp, dp, 


mit der Bedingung 
[Ietp.. ?,, 9)? dp, dp, dp, =1. (13, 4) 


(Hier sind die Integrale über den ganzen Variabilitätsbereich der Veränder- 
lichen x, y, z bzw. der entsprechenden p,, p,, P; zu erstrecken.) 

Die Formeln (13, 1) und (13, 3) ermöglichen mit Hilfe der Eigenschaften 
der FouriERschen Integrale eine sehr wichtige Umformung. Nehmen wir an, 
F(x, y, z) sei eine ganze rationale Funktion von x, y, z und F(p,, ?,, ?,) eine 
ganze rationale Funktion von p,, p,, p,, dann können die Formeln (13, 1) 
und (13, 3) in folgender Form dargestellt werdent): 


a EI EUER ER | 
F(z,y, 2)= *(P,; During ihz—: ing.) cp. Py> p,)dp,dp,dp,; 
Pz Py 2 (13, 5) 


F(p,, P,:P.) = | v*(z,y,2) F Er LEN A v(z,y,2)dxdydz. 
0x Oy 02 (13, 6) 


Diese Formeln bedeuten, daß die Argumente der Funktion F durch die 
mit + ih multiplizierten Differentiationssymbole der angeführten Argumente 
zu ersetzen und die Differentiation der dahinter stehenden y- Funktion durch- 
zuführen ist. So gehen wir z. B. zur Berechnung des Mittelwertes der Impuls- 
komponente p, folgendermaßen vor: Wir setzen F(p,, p,, P,) = p, und 


P, = [ *(Pz» Pu: P.) PzC(Pz, Pr, P,) AP; dp, dp, (13, 7) 
oder nach der Formel (13, 6), indem wir p,durch — ih n ersetzen, 
p, = - [vi y,2) ih WER gzaydz. (13, 8) 


In gleicher Weise kann der Mittelwert von p2 entweder nach der Formel 
(13, 3) berechnet werden, also 


p2 = [c*(p,. D,: 9.) P2 (Pr, Py; P,) dp, dp, dp, (13, 9) 


1) Die Gleichberechtigung von (13, 1) und (13, 5) bzw. (13, 3) und (13, 6) ist im 
Anhang I bewiesen. 
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oder nach der Formel (13, 6), indem man F(p,) = p? durch 


ö 9 \° ö? 
— ih—-|=|-ıh—| = — HR — 
r( ih 2) | ih a) h Ep (13, 10) 
ersetzt. Dann erhält man 
2 2 
= - n[veas, rd dyda. (13, 11) 


$ 14. Die statistischen Gesamtheiten der Quantenmechanik 


In der Praxis des Physikers und Ingenieurs treten zwei wichtige Typen von 
Aufgaben auf, die mit Hilfe der Quantenmechanik gelöst werden sollen. 
Erster Aufgabentyp: Mit Hilfe der Wellenfunktion sind die möglichen Resul- 
tate für Messungen an Mikroteilchen vorauszusagen (‚direkte Aufgabe‘). 
Zweiter Aufgabentyp: Aus den Meßergebnissen ist die Wellenfunktion des 
Teilchens zu bestimmen (umgekehrte Aufgabe). 

Im allgemeinen haben Voraussagen auf Grund der Kenntnis der Wellen- 
funktion statistischen Charakter. Wenn daher eine Einzelmessung durch- 
geführt wird, so macht deren Resultat nur eine Aussage darüber, in welchem 
Maße unsere Erwartungen bestätigt wurden, ob ein wahrscheinliches oder ein 
wenig wahrscheinliches Ereignis stattfand. Objektiven Charakter trägt nur 
, die Verteilung der Meßresultate, die durch die Wiederholung der Messungen 
in einer großen Zahl identischer Versuche erhalten wird. 

Hervorzuheben ist, daß wir im Bereich der Quanten ein Experiment nicht 
an ein und demselben Teilchen wiederholen können, denn der MeBvorgang 
kann im allgemeinen den Zustand dieses Teilchens verändern ($ 16). Um eine 
große Anzahlidentischer Versuchezureproduzieren, ist esdaher notwendig, sich 
eine große Anzahl (N > 1) voneinander unabhängiger Teilchen (oder Systeme) 
vorzustellen, die sich unter den gleichen makroskopischen Bedingungen be- 
finden. Eine solche Menge von Teilchen (oder Systemen) werden wir als Quan- 
tengesamtheit oder kurz Gesamtheit bezeichnen. Bestimmen die makrosko- 
pischen Bedingungen den Zustand des Mikroteilchens vollständig (vgl. $ 28, 
wo vollständige Sätze von Größen angegeben sind, die zur Bestimmung dieses 
Zustands erforderlich sind), dann kann der Zustand dieser Teilchen durch 
eine einzige Wellenfunktion » charakterisiert werden. Die Gesamtheit wird 
dann als reine Gesamtheit bezeichnet. 

Alle Wahrscheinlichkeiten und alle Mittelwerte, die aus der Wellenfunktion 
berechnet werden, beziehen sich auf Messungen innerhalb einer solchen Ge- 
samtheit. So bedeutet z. B. die Behauptung, daß die Wahrscheinlichkeit, die 
x-Koordinate eines Teilchens in der Umgebung von z’ zu finden, gleich 
|y(z’)|?dz’ ist, daß wir bei Wiederholung einer großen Zahl (N) von Koor- 
dinatenmessungen innerhalb der Serie gleicher Versuche (bei gleichem y!)x 
bei z’ in N’-Fällen vorfinden werden, wobei 


’ 


N 
= ve) an‘. (1, 1) 
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In ähnlicher Weise finden wir, wenn wir in der gleichen Gesamtheit den 
Teilchenimpuls p, messen und insgesamt M Messungen vornehmen (M >11), 
p,in der Nähe von p, in M’ Fällen, wobei 


M' ; ‚ 
u lewal’dpz. (14, 2) 
c(p;) ist hier die Amplitude, die bei der Zerlegung von y(x) nach DE BBocLie- 
schen Wellen auftritt (vgl. $ 12). 

Kennen wir die Verteilung der Meßergebnisse für x (14, 1) und p, (14, 2), 
so können wir die Mittelwerte beliebiger Funktionen F(x), ®(p,), z. B. den 
Mittelwert £, den Mittelwert ?,, die mittleren Schwankungsquadrate 


AR =(«— E), (14, 3) 
Ap = (Pı — P,)% (14, 4) 
usw. berechnen. 


Wir werden später zeigen, daß man bei Kenntnis der Wellenfunktion y- 

nicht nur die Wahrscheinlichkeiten für x und p,, sondern ganz allgemein 
die Wahrscheinlichkeit irgendeines Meßergebnisses für eine beliebige mecha- 
nische Größe berechnen kann, die dem gegebenen Teilchen oder System 
eigen ist. 
“ Esist völlig klar, daß aus einer einzelnen Messung an einem Mikroteilchen 
nicht seine Wellenfunktion bestimmt werden kann. Kennt man jedoch die 
Verteilung der Meßergebnisse für eine Gesamtheit, so kann man die Aufgabe, 
aus den Meßergebnissen die Wellenfunktion des Teilchens aufzustellen, lösen 
(natürlich bis auf einen allgemeinen Normierungsfaktor, der immer un- 
bestimmt bleibt, siehe $ 87). Dementsprechend beziehen sich nicht nur die 
Voraussagen der Quantenmechanik auf die Messungen an einer ‚„Quanten- 
gesamtheit‘‘, sondern es kann auch umgekehrt der Charakter der Quanten- 
gesamtheit aus den Messungen bestimmt werden. Daher muß der Zustand 
eines Teilchens (oder Systems), der durch eine Welıenfunktion charakterisiert 
ist, als Zugehörigkeit dieses Teilchens (oder Systems) zu einer bestimmten 
Quantengesamtheit verstanden werden. In diesem Sinne wird im folgenden 
das Wort ‚„Teilchenzustand‘‘, Zustand des Quantensystems usw., verwendet 
werden. 

Alskonkretes Beispiel für eine reine Gesamtheit betrachten wir die Streuung 
eines Elektrons an einem einzelnen Atom. Der Impuls des Elektrons sei p. 
Dann erhält man die Wellenfunktion \, (rt) durch Superposition der DE BRog- 
Lieschen Welle y,(t), die den Zustand des Primärelektrons darstellt, und der 
vom Atom gestreuten Welle x (rt): 


Ft) = pl) + ut), (14,5) 


Kennt man die gestreute Welle, so kann man, im statistischen Sinne, das 
Schicksal der gestreuten Elektronen voraussagen (vgl. die Theorie der Stöße, 
Kap. XIII). 
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Auf welche Weise kann man diesen Versuch mehrfach wiederholen? 

Die Elektronen mögen von einem Glühdraht ausgesandt werden. Mit Hilfe 
von Blenden trennen wir ein Bündeleiner bestimmten Richtung heraus und 
erteilen den ®lektronen eine bestimmte Geschwindigkeit, indem wir eine 
Beschleunigungsspannung anlegen. Wir lassen dieses Bündel in ein Gas ein- 
treten und beobachten die Intensität der Elektronenstreuung unter ver- 
schiedenen Winkeln. Ist die Gasdichte gering und die Schicht, in der die 
Streuung der Elektronen vor sich geht, nicht sehr dick, so kann die mehrfache 
Streuung eines Elektrons vernzchlässigt werden. 

Ist ferner die Dichte der Elektronen im Primärstrahl so gering, daß ihre 
gegenseitigen Wechselwirkungen vernachlässigt werden können, so haben wir 
es mit der Durchführung einer großen Anzahl unabhängiger Versuche über 
die Streuung eines Elektrons an einem Atom zu tun. 

Ist schließlich die Geschwindigkeit, die die Elektronen im Beschleunigungs- 
feld annehmen, sehr viel größer als ihre thermische Geschwindigkeit und 
wird das Bündel hinreichend gut ausgeblendet, so können wir sagen, daB wir 
es mit Elektronen eines bestimmten Impulses p zu tun haben, und können 
ihnen die Wellenfunktion y, zuschreiben, die mit der gestreuten Welle 7, 
ergibt. 

Auf diese Weise realisieren wir in der Praxis die Gesamtheit identischer 
Ereignisse, die durch ein und dieselbe Wellenfunktion Y,(t) beschrieben wer- 
den, also eine reine Quantengesamtheit. Vom quantenmechanischen Gesichts- 
punkte aus erscheint die Beschreibung des Teilchenzustandes mit Hilfe der 
Wellenfunktion als vollständig und erschöpfend. 

In Wirklichkeit hat man es häufig mit Fällen zu tun, in denen die Gesamt- 
heit von vornherein Teilchen in verschiedenen Zuständen, die durch die von- 
einander verschiedenen Wellenfunktionen Y, , Y,, ..., Y „beschrieben werden, 
enthält. Dabei sind die Wahrscheinlichkeiten P,, P,,...., P, „dieser Zustände 
vorgegeben. Eine solche Gesamtheit nennt man eine gemischte Gesamtheit. 

Es ist augenscheinlich, daß die Größen P,, P,, ..., P„ die Wahrscheinlich- 
keiten dafür angeben, daß man in der gemischten Gesamtheit entsprechende, 
reine Gesamtheiten antrifft, die durch die Wellenfunktionen 7, , 75; ..., Pı 
charakterisiert sind. 

Als Beispiel einer solchen Gesamtheit kann der Fall dienen, in dem die den 
Glühdraht verlassenden Elektronen keinem Beschleunigungspotential aus- 
gesetzt werden. Dann ist der Impuls der Elektronen nicht fixiert und nur die 
Temperatur 7’ des Glühdrahts bekannt. 

Die Primärelektronen werden in diesem Fall eine Maxweuuverteilung 
haben. Die Wahrscheinlichkeit, daß der Impuls eines Elektrons zwischen 


Pz» Pz + EP, Py, Pu + dP,, Pz, 9, + dp; liegt, ist dann 


SP 
dP,= Ce ÜKF dp,dp,dp,, (14, 6) 


worin u die Masse des Elektrons, k die BoLTzmannsche Konstante und C’ der 
Normierungsfaktor ( J dP, = 1) ist. Elektronen, die den Impuls p besitzen, 
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wird man durch eine DE BRogLıE -Welle \P, (rt) beschreiben. Daher ist dP, die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Elektron die Wellenfunktion \, (r) besitzt, 
das heißt, es wird der reinen Gesamtheit Y,(r) angehören, die ein Teil der 
ganzen gemischten Gesamtheit ist. Eine solche Gesamtheit kommt bei den 
Versuchen von STERN und ESTERMANN über die Streuung von He an LiF 
zustande, wo die Geschwindigkeit der He-Atome im Primärstrahl durch die 
Öfentemperatur angegeben wird. Bei den Versuchen von Davıssox und 
GERMER dagegen können wir die thermischen Geschwindigkeiten der Elek- 
tronen gegenüber den Geschwindigkeiten, die sie im Beschleunigungsfeld 
erfahren, vernachlässigen. Wir können, ohne einen großen Fehler zu be- 
gehen, annehmen, daß alle Elektronen den gleichen Impuls p besitzen. Daher 
wird in den letzten genannten Versuchen der Fall einer reinen Gesamtheit 
verwirklicht, der durch eine Wellenfunktion y, beschrieben wird. 

Wir bemerken, daß häufig bei der Bestimmung des Ausgangszustandes der 
Teilchen überhaupt keine Messungen vorgenommen werden, sondern bloß 
angenommen wird, daß eine bestimmte reine oder gemischte Gesamtheit 
gegeben ist. Die gemachte Annahme wird dann auf Grund der aus ihr folgen- 
den beobachteten und gemessenen Ergebnisse überprüft. 

Eine Wellenfunktion oder eine Gruppe von Wellenfunktionen (im Falle einer 
gemischten Gesamtheit) ist somit als eine objektive, vom Beobachter unabhängige 
Charakteristik einer gquantenmechanischen Gesamtheit zu betrachten. 


Zum Schluß weisen wir auf einen weiteren wesentlichen Unterschied zwischen der 
reinen und gemischten Gesamtheit hin, der unbeachtet bleiben könnte. Aus den gleichen 
Wellenfunktionen kann sowohl eine reine wie eine gemischte Gesamtheit gebildet werden. 
Denn sind die Teilzustände y,, %3, ..., Y„, -.. gegeben, so läßt sich aus ihnen eine 
Wellenfunktion y bilden, die eine Überlagerung dieser Zustände darstellt und eine reine 
Gesamtheit beschreibt: 


y= Lc,Y, (14,7) 


In diese Überlagerung treten die Teilzustände mit bestimmten Phasen und Amplituden 
ein (c, = |c„| e’**, «, ist die Phase). 

Ist andererseits bekannt, daß das System sich im Zustand y, mitder Wahrscheinlich- 
keit P, und im Zustand y, mit der Wahrscheinlichkeit P, usw. befinden kann, dann 
haben wir es mit einer gemischten Gesamtheit zu tun, für deren Charakteristik zwei 
Größenreihen erforderlich sind!): 


Yn Ya Ya |, 
Ps» Pas---; En (14, 8) 


Wir berechnen nun die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, daß sich das Teilchen um 
den Punkt z befindet. Im Falle einer reinen Gesamtheit erhalten wir dafür 


w(2) = |yi@y = le, lv. @)P + 2 Zehn va(2) Ym (2). (14, 9) 


1) Im $45 wird eine andere Methode zur Beschreibung einer gemischten Gesamtheit 
mit Hilfe der „Dichtematrix“ erläutert, einer Größe, die der Verteilungsfunktion in der 
klassischen statistischen Mechanik analog ist. 
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In einer gemischten Gesamtheit muß die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte 
wie folgt berechnet werden: Die Wahrscheinlichkeitsdichte, daß sich das Teilchen um 
den Punkt x im Zustand y,(z) befindet, ist |p,(z) |?. Die Wahrscheinlichkeit für den Zu- 
stand y„(z) dagegen ist P,. Daher ist die Wahrscheinlichkeitsdichte für dieses zu- 
sammengesetzte Ereignis P,, |y,„(z) |? und die gesamte Wahrscheinlichkeitsdichte 


v2) =ZP,|v,(@P. (14, 10) 


Vergleichen wir (14, 9) mit (14, 10), so sehen wir: In einer reinen Gesamtheit tritt zwi- 
schen den einzelnen Teilzuständen eine Interferenz ein (Terme der Form chc„ysdy (2), 
uährend in gemischten @esamtheiten diese Interferenz fehlt. 

Der Unterschied zwischen reinen und gemischten Gesamtheiten kann also hinsicht- 
lich der Teilzustände analog der Addition von kohärentem und inkohärentem Licht 
betrachtet werden. Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten in einer reinen Ge- 
samtheit addiert man die Amplituden, in der gemischten Gesamtheit dagegen die Inten- 
sitäten. 


$ 15. Die Unbestimmtheitsrelation 


Wir betrachten nun die wichtigste Eigenschaft quantenmechanischer Gesamt- 
heiten, die in der sogenannten Unbestimmtheitsrelation besteht. 

In der klassischen Mechanik interessieren wir uns für die Teilchenbahnen 
und die Bewegung der Teilchen längs dieser Bahnen. 

Man könnte denken, daß die Quantenmechanik eine gewisse statistische 
Beschreibung der klassischen Bewegung gibt, etwa in der Art, wie es in der 
klassischen statistischen Mechanik der Fall ist. Wie einfache Überlegungen 
zeigen, trifft das jedoch nicht zu. Im Bereich der Mikrowelt stehen die mecha- 
nischen Größen in anderen Beziehungen zueinander als im Bereich der Makro- 
welt, d.h. dem der klassischen Mechanik. 

Mit dem Begriff der Bewegung einesTeilchens längseinerBahn wird unver- 
meidlich vorausgesetzt, daß das Teilchen in jedem Zeitpunkt eine bestimmte 
Koordinate x und einen bestimmten Impulsp, besitzt. Die erstere zeigt den Ort 
des Teilchens an, die zweite Größe, wie sich dieser Ort innerhalb eines un- 
endlich kleinen Zeitintervalls ändert: 


2+de=2+ dat o,dı, (15,1) 


worin m die Masse und v, die Geschwindigkeit des Teilchens sind. 

Innerhalb einer statistischen Gesamtheit können die Teilchen die ver- 
schiedensten Impulse und Koordinaten besitzen. Handelt es sich dabei um 
eine klassische Gesamtheit, so können aus ihr stets Teilgesamtheiten mit so- 
wohl genau bestimmten Impulsen als auch genau bestimmten Koordinaten 
herausgetrennt werden. Eine solche Zerlegung gibt es im Bereich einer 
quantenmechanischen Gesamtheit nicht. Diese Tatsache deutet auf eine 
von der klassischen vollständig verschiedene Wechselbeziehung zwischen der 
Lokalisation des Teilchens und seinem Impuls hin. 
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Um diese wichtigste Eigenart der Mikrovorgänge zu untersuchen, stützen 
wir uns auf die Versuche über die Beugung von Partikeln. Die grundsätzliche 
SchlußBfolgerung aus diesen Versuchen ist in der ps BrocLizschen Formel 
enthalten, die den Impuls mit der Wellenlänge verbindet: 


2rh 
p= BE: (15, 2) 


Wenn wir A als Wellenlänge auffassen, so kann diese Größe, welcher Art 
die Natur der Wellen auch sein mag, nie eine Funktion der Koordinate sein. 
Die Aussage „die Wellenlänge im Punkt x ist gleich 4“ ist sinnlos, denn ihrer 
Definition nach ist die Wellenlänge das Charakteristikum einer sinusförmigen 
Welle, die sich unbegrenzt im Raum fortpflanzt (von x = — oobisz = + oo). 
A ist also eine „Funktion‘‘ der Form der Welle und nicht die Koordinaten- 
funktion irgendeines Punktes. Daher kann in (15, 2) die rechte Seite keine 


Funktion der Koordinaten von x sein, und daher ist auch die linke Seite der 
Gleichung (15, 2), d. h. der Impuls p, keine Funktion der Koordinaten x. 


RW Er 


Abb. 12. Die Intensität |y |? der Wellengruppe als Funktion von x für einen 
bestimmten Zeitpunkt 


So kann man zum Beispiel auch die Frage: „Wie groß ist die Schwingungs- 
frequenz eines Pendels im gegebenen Zeitpunkt?“ nicht beantworten, da der 
Begriff der Frequenz schon voraussetzt, daß mehrere Pendelschwingungen 
beobachtet werden müssen.!) 

Daraus folgt, daß unter der Gültigkeit der Beziehung DE BRoGLizs (15, 2) 
der Teilchenimpuls p keine Funktion der Koordinate x des Teilchens sein kann. 
Im Bereich der Mikrowelt hat die Aussage „Der Teilchenimpuls im Punkt x 
ist gleich p‘‘ keinen Sinn. 

Dementsprechend gibt esim Quantenbereich keine Gesamtheiten, in denen 
der Impuls und die Koordinaten der Teilchen gleichzeitig einen genau be- 
stimmten Wert besitzen. 


1) Dieser Vergleich stammt von MANDELSTAM. 


51 


IL DIE GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK 


Wir wollen diese höchst wichtige Behauptung zuerst für eine Gesamtheit 
beweisen, die durch eine in $7 untersuchte Wellengruppe dargestellt wird. 
Wie dort gezeigt wurde, kann die Wellengruppe 


ko+4k 
yat)= [ c(k)etwt-indk (15, 3) 
%—4k 


ausgedrückt werden (vgl. 7, 9) durch 
sin i t— 2) ar 


y(z,t) = 2c(k,) e*@t-km). (15, 4) 


Die Abb. 12 zeigt die Intensität |y|? einer solchen Wellengruppe für einen 
bestimmten Zeitpunkt t. 

Wir können den doppelten Abstand zwischen dem Maximum von |y|? und 
dem ersten Minimum als Maß für die Abmessungen der Gruppe ansehen. 
Wir bezeichnen ihn mit 2Ax. Aus (15, 4) folgt Ax = n/Ak. Mit anderen 
Worten, 

dz- Ak=n. (15, 5) 


Diese rein ondulatorische Beziehung, die für beliebige Wellen gilt, zeigt, daß 
das Produkt aus der linearen Ausdehnung Az einer Wellengruppe und dem 
Intervall Ak der Wellenzahl jener Wellen, aus denen die Gruppe aufgebaut 
ist, eine konstante Größe und gleich x ist. 


Wollen wir z.B. ein sehr kurzes Funksignal (kleines Ax) senden, so werden in ihm 
mit merklicher Intensität unvermeidlich einzelne, in der Wellenlänge sehr verschiedene 
monochromatische Wellen vertreten sein. Ein solches Signal kann daher auch von 
Empfängern aufgenommen werden, die auf andere Wellenlängen abgestimmt sind. 
Wollen wir also, daß unser Signal nur von ganz bestimmt eingestellten Empfängern auf- 
gefangen wird, so müssen wir nahezu monochromatische, d.h. nach (15, 5) hinreichend 
lange Signale senden. 


Kehren wir jetzt zur Quantenmechanik zurück. Nach der DE BRoGLIE- 
schen Gleichung ist p, = hk. Ändert sich daher k im Bereich Ak, so ändert 
sich der Impuls im Bereich von 


Ap,—=hAk. (15, 6) 


Fassen wir die Wellengruppe (15,3) als eine DE BrRogLiEsche Wellengruppe 
auf und multiplizieren die Gleichung (15, 5) mit der PLanckschen Kon- 
stante h, so erhalten wir auf Grund von (15, 6) 


Ap, Ax=nh. (15, 7) 


Der Sinn von Ap, und Azin der Formel (15, 7) geht aus folgendem hervor: 
Führen wir eine Messung der Koordinaten von Teilchen durch, die sich in 
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einem durch die pz BrogLIEsche Wellengruppe (15, 3) beschriebenen Zu- 
stand befinden, so wird im Zeitpunkt t der Mittelwert der Meßergebnisse der 


Koordinaten 5 = (2) sein. Die Werte der einzelnen Meßresultate da- 


gegen werden zerstreut um ä liegen, und zwar vorwiegend im Intervall + Az. 
Die Größe Az ist die Unbestimmtheit in der Koordinate x. Messen wir jedoch 
im gleichen Zustand den Teilchenimpuls p,, so wird der Mittelwert 7, = 7, 
= hk, sein. Die Einzelwerte werden sich um p, im Intervall Ap, = + hAk, 
konzentrieren. Die Größe Ap, ist die Unbestimmtheit des: Impulses p,. 

Daher heißt die Beziehung (15,7) die Unbestimmtheitsrelation für den 
Impuls p, und die ihm zugeordnete Koordinate x. Diese Beziehung wurde erst- 
mals von HEIıSENBERG aufgestellt. Sie stellt eine der grundlegenden Folge- 
rungen der modernen Quantenmechanik dar und zeigt, daß, je enger die 
Gruppe, d. h. je bestimmter der Wert der Teilchenkoordinaten (kleines Ax) ist, 
um so weniger der Wert des Teilchenimpulses (großes Ap,) bestimmt ist, und 
umgekehrt. 

Wir wollen zum Beweis der Unbestimmtheitsrelationen für einen beliebigen, 
durch eine beliebige Wellenfunktion y beschriebenen Teilchenzustand über- 
gehen. Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf eine Raumdimension; 
die Verallgemeinerung für einegrößere Dimensionszahl bietet nicht die gering- 
sten Schwierigkeiten. Es sei uns irgendein durch die Wellenfunktion y(z)!) 
dargestellter Teilchenzustand gegeben. Wir nehmen an, daß die Wellen- 
funktion im Bereich von — oo bis + oo auf Eins normiert ist. 

Um die Unbestimmtheitsrelationen in strenger Form aufzustellen, müssen 
wir vor allem ein Maß der Abweichung der einzelnen Meßergebnisse für den 
Impuls » und die Koordinate x von ihren Mittelwerten p, und X wählen, mit 
anderen Worten, genauer definieren, was wir unter den „Unbestimmt- 
heiten‘‘ Ap, und Ax verstehen werden. 

Als ein solches Maß wählen wir die in der Statistik gebräuchlichen mittleren 
Schwankungsquadrate Ap? und Az? 2). Diese Größen werden wie folgt be- 
stimmt: £ sei der Mittelwert der Größe x. Erhalten wir bei einer Einzel- 
messung den Wert x, so ist Ar = x — & die Abweichung des Meßergebnisses 
vom Mittelwert £. Der Mittelwert dieser Abweichung ist offensichtlich stets 
Null: 


dg=5-F=5-:=0. 
Darum wählt man als Maß für die Abweichungen der Einzelmessungen vom 


Mittel nicht Az, sondern Az, das Mittel aus dem Quadrat der individuellen 
Abweichungen. Damit können wir schreiben: 


d2=(@—- MR, (15, 8) 
die= pr. - PD’ =m—-M: (15, 9) 
1) Die Zeit t können wir nicht unmittelbar einsetzen, da alles Folgende für einen be- 
liebigen Zeitpunkt gilt. 
2) Die Größen / Ap}, Y Az? nennt man Schwankung oder „Streuung“. 
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Ohne die Allgemeingültigkeit des Beweises zu verTingern, können wir für 
die weitere Berechnung ein passendes Koordinatensystem wählen. Wir wäh- 
len den Koordinatenursprung im Punkt £. Dann ist 7 = 0. Ferner möge sich 
dieses Koordinatensystem gemeinsam mit dem Verteilungsmittelpunkt £ fort- 
bewegen. Dann ist auch 9, = 0. In diesem Koordinatensystem erhalten wir 
an Stelle von (15, 8) und (15, 9) 


Ar = a? (15, 10) 
aus Eur ge 

Am = m. (15, 10°) 
Nach den Gleichungen (13, 1) und (13, 11) haben wir 


4 = 3 = [yela) a2yl) de, (15, 11) 


en dy(z) 
4B=-m=-— » [win de. (15, 11) 


Unsere Aufgabe besteht nun darin, den Zusammenhang zwischen Ap? und 
Az? zu ermitteln. Zu diesem Zweck betrachten wir das Hilfsintegral 


+© 


J(£) -/ gay) + 


ni ee 


dx, (15, 12) 


worin £ eine reelle Hilfsvariable ist. Lösen wir das Quadrat des absoluten 
Betrages auf, so erhalten wir 


+ 
dw*d 
JO = afewras+eje( (Gert Ze )az +ferisan (15, 13) 


Zur Abkürzung führen wir folgende Bezeichnungen ein: 


+ 
A = [22 |yj?de = Am, (15, 14) 
“ + oo ” 
B=— zw y) dz = /y*y de =1, (15, 14°) 


“ 
-o 


+0 
Pr 2: o— P} 2 
0o-[E#n--[vitu- FE 


dx dx da? h 


$15. DIE UNBESTIMMTHEITSRELATION 
(hier wurde eine partielle Integration durchgeführt.)!) Damit finden wir 
J(£)=A2®— BE+C>D. (15, 15) 
Da J(£) überall positiv ist (bei reellem £), sind die Wurzeln der Gleichung 
J(&)=0 (15, 16) 


komplex. Auf Grund des bekannten Theorems über die Wurzeln quadrati- 
scher Gleichungen kann das nur unter der Bedingung der Fall sein, daß 


4AC>B. (15, 17) 


Setzen wirin diese Ungleichung die Werte für A, B, C aus (15, 14), (15, 14’) 
und (15, 14’) ein, so gelangen wir zur gesuchten Beziehung zwischen Ap 
und Az?: 
> en, CHR 
Ap2- A®> Zi (15, 18) 
Das ist die Unbestimmtheitsrelation in der allgemeinsten und präzisesten Form. 


Damit ist zugleich bewiesen, daß es keine quantenmechanischen Gesamtheiten 
gibt, bei denen das mittlere Schwankungsquadrat für den Impuls Ap2 und die 
ihm entsprechende Koordinate Az? gleichzeitig Null werden. 

Dagegen sehen wir, je geringer das mittlere Schwankungsquadrat für eine 
dieser Größen wird, um so größer ist sie für die andere. Daraus folgt, daß 
kein Versuch ersonnen werden kann, der eine physikalische Bestimmung des 
Paares x, p, zuließe, da die Möglichkeit für die Verwirklichung eines solchen 
Versuches die Existenz von Zuständen voraussetzt, bei denen gleichzeitig 
Ap2 =0 und Az?=0. Das widerspricht der Unbestimmtheitsrelation, die 
letzten Endes auf der DE BRoauzeschen Gleichung p = ni fußt. Daher 
müssen Verfahren, die im Gültigkeitsbereich der DE BRocLiEschen Beziehung 
(dem Bereich der Mikrowelt) zur Messung der Teilchenkoordinaten x oder des 
Teilchenimpuls p, vorgenommen werden, einander ausschließen: Die Teilchen 
lassen sich nur entweder nach ihren Impulsen oder nach ihren Koordinaten 
ordnen. 

Das äußert sich darin, daß jede Lokalisation des Teilchens zu einer Ände- 
rung seines Impulses führt, was von der Quantenmechanik auf statistischem 
Wege vorausgesagt wird. 

Im folgenden Paragraphen wird diese Situation anschaulich erläutert. Die 
Störung des Impulses bei der Lokalisation macht es unmöglich, den Begriff 
der Trajektorien bei den Bewegungsvorgängen von Mikroteilchen anzuwenden. 


!) Wir benutzen auch den Umstand, daß die Differentialquotienten von y und y* 
beiz = + oo verschwinden. 
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Die Quantenmechanik hat es folglich mit grundsätzlich neuartigen Ob- 
jekten zu tun,dienicht den klassischen Bewegungsgesetzen für Massenpunkte 
unterworfen sind. 

Die Bezeichnung ‚Unbestimmtheitsrelation‘‘ unterstreicht diese Nicht- 
anwendbarkeit: Die Vorstellung ‚‚Unbestimmtheit‘‘ rührt nur von der un- 
rechtmäßigen Anwendung klassischer Größen auf ihrer Natur nach neuartige 
Objekte her. 


$ 16. Die Veranschaulichung der Unbestimmtheitsrelation 


Wir betrachten als erstes die Messung der Teilchenkoordinate mit Hilfe 
eines Spalts. Dazu beschreiben wir den Anfangszustand durch eine ebene 
DE BRogLizsche Welle y,. 

Die Welle möge sich in der Richtung der x-Achse fortpflanzen. Dann besitzt 
der Teilchenimpuls einen genau bestimmten Wert, und zwar 


%,=P, m =0, 9-9. (16,1) 


Wir haben es somit mit einer Gesamtheit von Teilchen mit gegebenem Impuls 

zu tun. Die Lage der Teilchen (ihre Koordinaten) ist dagegen in dieser 
Gesamtheit unbekannt: |y,|? = const. 

Damit sind alle Lagen der Teilchen 

Y gleichwahrscheinlich. Wir wollen nun ver- 

! suchen, wenigstens eine der Teilchen- 

koordinaten, z. B. y, zu fixieren. Dazu 

stellen wir einen Schirm mit Spalt senk- 

recht zur Fortpflanzungsrichtung der 

Wellen so auf, wie es in Abb. 13 gezeigt 

gi ist. Die halbe Spaltbreite möged sein. Geht 

4. ein Teilchendurch diesen Spalt, so wird im 

Augenblick des Durchgangs seine Koordi- 

nate durch die Lage des Spaltes mit der 

Genauigkeit der halben Spaltbreite fixiert. 

Da der Impulslängs der y-Achse bekannt 

ist (p, = 0), scheint es im ersten Augen- 

blick, daß wir sowohl den Impuls p, wie 

Abb. 13. Zur Messung von pund y: auch die Koordinate y bestimmt hätten. 

Beugung am Spalt eines Schirmes Das trifft aber keineswegs zu. Inder an- 

geführten Überlegung wird nicht beach- 

tet, daß am Spalt eine Beugung eintritt: 

die Wellen werden von der ursprünglichen Fortpflanzungsrichtung abweichen. 

Zugleich ändert sich beim Einschieben des Schirmes mit dem Spalt auch der 

Teilchenımpuls und wird anders, als er vor dem Einsetzen des Schirmes war. 

Der Mittelwert des Impulses p, längs der y-Achse bleibt unverändert 

(?, = 0), da die Beugung am Spalt symmetrisch erfolgt. Wir wollen die mög- 

lichen Abweichungen des Impulses von diesem Mittelwert Ap, der Größen- 
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ordnung nach abschätzen. Lenken wir den Strahl von der x-Achse ab, so 
nimmt er bald eine Lage ein, die dem ersten Beugungsminimum entspricht 
(dann folgt das erste Beugungsmaximum usw.). Wir bezeichnen den Winkel, 
der von der x-Achse und dem erwähnten Strahl gebildet wird, mit «. Dann 
fällt die größte Intensität der Wellen in den Bereich von — « bis + «. Der 
Winkel « ergibt sich aus der Bedingung, daß in dieser Richtung die von den 
Spalthälften ausgehenden Strahlen einander löschen (Phasendifferenz r). Be- 
zeichnen wir die Wellenlänge mit A, so erhalten wir für den uns interessieren- 
den Winkel die bekannte Beziehung 


sing = (16, 2) 


2d 

Die halbe Spaltbreite d ist nichts anderes als die Ungenauigkeit Ay, die 
bei der Messung der Koordinate y zugelassen wird. 

Ferner ist p- sin« die Projektion des Impulses auf die y-Achse. Da die 
Hauptintensität der DE BrRogLieEschen Wellen in den Bereich der Winkel 
zwischen —« und + « fällt, wird bei der Messung des Impulses die Mehr- 
zahl der Meßergebnisse im Intervall zwischen — psina und + p sin« liegen, 
d. h., die Streuung der gemessenen Werte um den Mittelwert 7, = ist 


Ap, = p sine. Oh 
Da nach der pe BrocLIzschen Beziehung p = = ist, so erhalten wir, 
wenn wir in (16,2) Ap, statt m und Ay statt d. einsetzen, 
dp, Ay=nh. (16, 3) 


Diese Beziehung zeigt, daß, je genauer der Teilchenort ermittelt wird (je 
kleiner Ay, d.h. je enger der Spalt ist), um so unbestimmter ihr Impuls (um 
so größer Ap,) wird, und umgekehrt.!) 

Infolge der Beugung am Spalt wird durch die Messung der Koordinate y der 
Impuls p, unbestimmt, d. h., beim Durchgang durch den Spalt erweistsich das 
Teilchen einer neuen Gesamtheit zugehörig, in der Ap, nicht mehr gleich 
Null ist. 


1) Wir bemerken, daß wir bei unserer Schlußfolgerung den Umstand benutzt haben, 
daß sich die Wellenlänge A und damit auch der Gesamtimpuls p des Teilchens bei der 
Beugung nicht verändern. Folglich ist bei dieser Betrachtung der größte Wert Ap, =D, 
was einem Teilchen entspricht, das sich den Schirm entlang bewegt. Es könnte daher 
scheinen, daß wir, nachdem wir uns auf die Genauigkeit Ap, = p beschränkt haben, 
eine beliebig große Genauigkeit bei der Bestimmung der Koordinate y erreichen können, 
indem wir die Spaltbreite verringern. Das widerspricht natürlich der Beziehung (15, 6). 
In Wirklichkeit ist das nicht so. Unsere Betrachtung ist angenähert. Sie trifft nur für die 
Bedingung zu, daß die Wellenlänge A in der Größenordnung der Spaltbreite liegt. Mit 
Verringerung der Spaltbreite kompliziert sich der Charakter des Wellenfeldes hinter dem 
Schirm. Diesem kann dann nicht mehr eine bestimmte Wellenlänge A zugeschrieben 
werden, wie wir das tun. Die Untersuchung dieses Falles zeigt, daß die Beziehung (15, 6) 
gültig bleibt. 
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Als weiteres Beispiel kann eine photographische Platte dienen. Betrachten 
wir eine idealisierte photographische Platte.!) Die Idealisierung besteht darin, 
daß wir die Photoplatte mit einem System fixierter Atome und die Ionisierung 
eines solchen Atoms mit dem Entstehen einer Abbildung auf der Photoplatte 
identifizieren. In Wirklichkeit ist die Ionisierung eines der aktiven Atome 
erst der Beginn jener Prozesse, die schließlich zur Bildung eines auf der Photo- 
platte entwickelten Kornes (,„Fleckchens‘‘) führen, das im Versuch beob- 
achtet wird. 

Das Atom kann als fixiert oder um eine gewisse Stellung herum langsam 
beweglich betrachtet werden, wenn es hinreichend schwer ist.?) Eine ‚‚ideale‘ 
Platte muß aus unendlich schweren Atomen bestehen, die außerdem hin- 
reichend kleine Maße a aufweisen, da die Atommaße a das Gebiet bestimmen, 
in dem die Ionisation erfolgt. 

Später (vgl. $51) wird gezeigt werden, daß die Wellenfunktion eines in 
einem Atom befindlichen Elektrons innerhalb einer Strecke der Größen- 


ordnung a = k(2uJ) von Null verschieden ist, worin J die Ionisierungs- 
energie des Atoms und # die Elektronenmasse bedeuten. Die Größe «a ist von 
der gleichen Größenordnung wie die Unbestimmtheit in der Lage des Elek- 
trons im Atom. Folglich wird dieses Elektron eine Impulsunbestimmtheit 


Apps u besitzen. Wir können in diesem Versuch nichtfeststellen,in welchem 


Punkt die Ionisierung des Atoms erfolgte, sondern wissen nur, daß die Ab- 
messung des Bereichs, innerhalb dessen der Zusammenstoß erfolgte, an- 
nähernd gleich a ist. Daher kann die Koordinate x eines auf die Photoplatte 
einfallenden Elektrons bestenfalls mit der Genauigkeit Ara bestimmt 
werden. Da aber andererseits der Stoß an einem Elektron des Atoms vor 


sich geht, das im Impuls eine Unbestimmtheit der Größenordnung Ap = 4 


besitzt, so wird die gleiche Unbestimmtheit im Impuls Ap, nach dem Stoß 
auch jenes Elektron aufweisen, dessen Koordinate wir bestimmen. Multi- 


RR ’ 2 h PErPeE 
plizieren wir Acx=za mit Ap, = z,.© erhalten wir wieder 


Ap,' Axzch. (16, 4) 


1) Das hier beschriebene Schema einer Abbildung wird z. B. in den Versuchen Supa- 
xows (vgl. Allgemeine Sitzung d. Akad. d. Wiss. d. UdSSR vom 1. bis 4. Juli 1946) ver- 
wirklicht, der in der Schicht der lichtempfindlichen Emulsion Spuren von Teilchen der 
kosmischen Strahlung fixiert. Ins gleiche Schema fällt auch die Spurenbildung in der 
Wırsonkammer (s. weiter unten). 

2) Setzen wir in der Unbestimmtheitsrelation Ap, = M Av,, worin M die Masse des 


A, 
Mia 


aus folgt, daß auch Ax und Av, nur dann gleichzeitig klein sein können, wenn M unend- 
lich groß ist. Ein unendlich schweres Teilchen kann folglich eine genau bestimmte Lage 
einnehmen und dabei auch eine genau bestimmte Geschwindigkeit haben (bzw. in diesem 
Fallsich in Ruhe befinden). 
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Die Messung der Koordinaten von Teilchen ist stets mit einer wesenilichen 
Beeinflussung der Teilchen durch die Meßvorrichtung verbunden. Im vorliegen- 
den Fall des Photographierens von Teilchen stellt die Ionisierung des Atoms 
die Bedingung für die Möglichkeit dar, die Koordinate zu beobachten. Für diese 
Ionisierung ist die Energie J erforderlich, die der Energie des Teilchens ent- 
nommen wird. War der Primärimpuls der Teilchen gleich p,, so muß 

P h? hR 

J = —— = —— 

24 2ua® 2uA u 
sein, sonst ist das Photogra- 
phieren unmöglich. 

DieBeobachtung von Teil- 
chenapuren in der WILSonN- 
kammer entspricht diesem 
Schema des. Photographie- 
rens, da die Spurals Ergebnis 
aufeinanderfolgenderlonisa- 
tionen der die Kammer fül- 
lenden Gasatome entsteht, 
d.h. eine Reihe aufeinander- 
folgender ‚Photographien“ 
in der oben dargelegten Auf- 
fassung darstellt (Abb. 14) .!) 

Aus (16, 5) folgt, daßeszur 
Erzielung einer Spur in der 
Wırsonkammer erforderlich 
ist, daß der Impuls p, des zu 
photographierenden Teil- 
chens der Ungleichung 
Po > (2uJ )? genügt. 

Wir wollen uns jetzt der indirekten Bestimmung der Koordinaten von 
Partikeln zuwenden. Wir werdenzeigen, daß auch in diesem Falle Gesamtheiten 
entstehen, die der Unbestimmtheitsrelation genügen. Als Beispiel eines indi- 
rekten Versuches kann die Ortsbestimmung von Teilchen mit Hilfe eines Mikro- 
skops angeführt werden (Abb. 15). Wir beleuchten ein Teilchen, das sich um 
x = 0 herumbefindet, mit Licht der Wellenlänge A. 

Das Lichtbündel sei parallel der x-Achse. In das Objektiv des Mikroskops 


Abb. 14 


1)-In der Wırsonkammer beobachten wir die Partikelspuren nicht an Ionen, sondern 
an Tröpfehen des sich an den Ionen kondensierenden Dampfes. Während der photo- 
graphischen Aufnahme der Spur haben die Ionen genügend Zeit, ihre ursprüngliche 
Lage zu verändern. Daher ist die praktische Genauigkeit der Ermittlung der Teilchen- 
lage in der Wırsonkammer unvergleichlich gröber als die durch die Atomausmessung 
bedingte theoretische Genauigkeit. Sie wird in Wirklichkeit durch die Ausmessungen der 
Tröpfchen und ihrer Ortsveränderung während der Photoaufnahme bedingt. 


59 


IL. DIE GRUNDLAGEN DER QUANTENMEOHANIK 


gelangt das an dem Teilchen gestreute Licht. Aus der Theorie des Mikroskops 


ist bekannt, daß die Lage des Teilchens mit einer Genauigkeit von Ar = — 


bestimmt werden kann, worin 2e der Winkelist, unter dem das Objektiv vom 
Standpunkt des Objekts aus gesehen wird.!) Somit läßt sich eine Teilchen- 


gesamtheit mit Az Enz aussondern. Bei hinreichend kleinem A kann die 


Größe Ax im Prinzip beliebig klein sein. Aber 
bei jedem Streuvorgang ändert sich der Impuls 
des Photons, und die x-Komponente des geän- 
derten Impulses wird innerhalb der Grenzen 
+ zi - sine liegen (hier ist Eu = #0 der Im- 
puls des Photons). Dieser Impuls wird sich auf 
die Teilchen so übertragen, daß sie Impulse er- 


4 
teilt liegen. Daraus ist ersichtlich, daß wir bei 
der Aufstellung einer innerhalb eineskleinen Be- 
reichs Az lokalisierten Teilchengesamtheit eine 
sehr hohe Energie aufwenden müssen (kleine /, 
große Quanten!) und daß die Gesamtheit mit 


halten, die im Bereich Ap, = ) sine Ver- 
a 


Abb. 16. Bestimmung der kleinem Ax ein großes Ap, aufweisen wird. 
Teilchenkoordinaten mit Hilfe Multiplizieren wir Ap, mit Az, so erhalten wir 
eines Mikroskops Ap,: Ax = 2rh.?) 


Im Falle gebundener Teilchen kann man nur 
indirekt messen. So wird z.B. die Koordinate 
eines Elektrons, das sich innerhalb eines Atoms befindet, aus der Streuung 
eines Bündels freier Teilchen (Elektronen, Röntgenstrahlen) ermittelt. Aber 
in allen diesen Fällen gelangt man nicht zu Auskünften über den Ort eines 
einzelnen Elektrons in einem einzelnen Atom, sondern über die Verteilung 
dieser Orte innerhalb einer großen Gesamtheit von Atomen, die sich im gleichen 
Zustand befinden, d.h.,es wird unmittelbar |% (z) |? gefunden (vgl. die Theorie 
der Stöße $ 79). 
Als Abschluß zur Frage der Teilchenkoordinate geben wir noch ein interes- 
santes Beispiel für die Bestimmung solcher Koordinaten. Nehmen wir an, ein 


1) Die Ungenauigkeit Ars a entsteht infolge der Beugung am Objektiv des 
Mikroskops, s. [36]. BRE 

2) In der nichtrussischen Literatur (vgl. z. B. [29]) ist es üblich, diesen Versuch als 
einen Versuch an einem einzigen Teilchen aufzufassen. Man kann aber von einem Teil- 
chen nur eine Streuung erhalten (wonach es einer anderen Gesamtheit angehören wird) 
und aus dem gestreuten Quant zu keinem Urteil über den Ort des Teilchens gelangen (in 
der Brennebenetritt kein Bild auf). Dierichtige mathematische Theorie dieses Versuchs, 
die von der statistischen Deutung der y-Funktion ausgeht, wurde von MANDELSTAM 
in seinen Vorlesungen über Quantenmechanik gegeben. 
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Teilchen sei in einem Kasten mit für das Teilchen undurchdringlichen 
Wänden eingeschlossen. Die Breite des Kastens sei I. Jetzt rücken wir die 
Kastenwände zusammen (! — 0). Dann wird die Lage des Kastenmittelpunkts 
x auch die Lage des Teilchens bestimmen. Nach der Voraussetzung ist der 
Kasten für das Teilchen undurchdringlich. Die Wellenfunktion des Teilchens 
ist somit nur innerhalb des Kastens von Null verschieden. Daraus folgt, daß 


Ax?2 = l? ist. Entsprechend der Verringerung des Kastenvolumens wird die 
2 


Impulsstreuung anwachsen, Ap? > IE In diesem Falle ist ? = 0 und so- 
92 

mit die mittlere Energie des Teilchens E = — > a Das Zusammen- 
2u Sul 


schieben des Kastens erfordert also Arbeitsaufwand, der mit wachsender Ge- 
nauigkeit der Koordinatenmessung unbegrenzt zunimmt (A2=1-—0). 
Daraus folgt, daß die Energie um so größer wird, je kleiner die Raum- 
abmessungen werden, in denen die Teilchen lokalisiert sind. Der Versuch be- 
stätigt diese eigenartige Schlußfolgerung der Quantentheorie. So besitzen 
z.B. die Elektronen in den Atomen (Größe der Atomhüllen 10-8 bis 10-° cm) 
eine Energie von 10 bis 100 eV, die Nukleonen der Kerne aber (Größe der 
Kerne 10-13 cm) eine Energie von der Größenordnung 1 MeV. 

Wir wenden uns nun der Impulsmessung zu und untersuchen zuerst den 
Beugungsversuch, den wir der Impulsermittlung zugrunde gelegt haben. Auf 
Abb. 11 sind ein Gitter, der Primärstrabl (i) und die abgebeugten Strah- 
lenbündel (r, d, ...) dargestellt. 

Die Breite des Primärstrahls möge ! betragen, und die Gitterkonstante sei d. 


Die für den Versuch wirksame Anzahl der Gitterstriche ist dann N = .e 


d 
Aus der Theorie der Beugung ist bekannt, daß ein solches Gitter zwei um AA 
auseinanderliegende Wellen gerade noch trennt, wenn 


diels4z (16, 6) 


ist. Das ist also das Auflösungsvermögen des Beugungsgitters.!) Folglich 
trennt unser Gitter die ursprüngliche Gesamtheit in zwei Gesamtheiten mit 
verschiedenen Impulsen, die durch (r) bzw. (d) bezeichnet werden sollen, wenn 
sich diese Impulse um mehr als 


(16, 7) 


voneinander unterscheiden. Damit sich die Bündel trennen lassen (Bedingung 
für die Durchführbarkeit der Messung), müssen wir mit dem FarAanaykäfig 
einen Abstand Az einhalten (gemessen längs des Bündels (r) oder (d)), der 

1) Vgl. z. B. [36]. 
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größer als L ist, worin & = u zwischen den Bündeln (r) und (d) ist. 
Daher ist Ap Ax > 2nh- SZ: Da d und A von gleicher Größenordnung 
sind!) und der Winkel « als klein angenommen wird, ist 

4p- Ax> 2rh, (16, 8) 


d.h., das Produkt der Ausmessung Az des Strahlenbündels (der Bereich der 
Lokalisierung des Teilchens) und der Unbestimmtheit im Impuls Ap, der 
durch das endliche a des Gitters bedingt ist, muß größer 
als 27h sein. 

Wir bringen noch ein Beispiel, bei dem der Impuls eines Teilchens durch 
die Streuung auffallenden Lichtes bestimmt wird. Der Einfachheit halber 
beschränken wir uns auf eine Dimension. p, möge der Teilchenimpuls vor 
dem Stoß mit dem Lichtquant sein, p der nach dem Stoß. Die Frequenz des 
einfallenden Lichtes sei w, die des gestreuten w’. Dann folgt aus dem Energie- 
satz. 


4 1 {A 
ho—hw =, PP) (16, 9) 
and aus dem Impulssatz 
ee a 7 (16, 10) 


Daraus erhalten wir 
o—- wo h(w+ w') 


De w— w h(w + w) n 
Mh u rn (16, 11°) 


Kennen wir somit ® und w’, so können wir den Teilchenimpuls p, bestimmen. 
Aber aus diesem Versuch erhalten wir keinerlei Auskunft über die Lage des 
Teilchens: Der Ort der Streuung ist unbestimmt. Wir könnten diesen Ort mit 
der Genauigkeit Ax ermitteln, würden wir an Stelle einer monochromatischen 
Welle ein begrenztes Signal von der Breite Ax verwenden. Aber wie wir 
wissen, enthält ein solches Signal ein kontinuierliches Spektrum von Fre- 


2x Be, Demzufolge wird der Impuls der Teilchen mit 


c 4x KA 
einer Genauigkeit Ap, =hAk, = 


quenzen Ak, = 


© bestimmt, so daß A p, Ax> rc ist. 


Zum Schluß wollen wir noch einen Versuch betrachten, der in der Praxis 
oft ausgeführt wird. Nehmen wir an, wir wollen den Impuls p eines Neutrons 
bestimmen, indem wir es mit einem Proton zusammenstoßen lassen. Den 

ı) Bei A> d wird überhaupt keine Beugung beobachtet. 
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Impuls des Protons wollen wir im Ausgangszustand gleich Null annehmen. 
Nach dem Stoß (wir setzen einen zentralen Stoß voraus) bekommt das Neu- 
tron den Impuls Null, während der Impuls des Protons gleich dem Ausgangs- 
impuls p des Neutrons sein wird (wir nehmen die Massen des Protons und 
Neutrons als gleich an). Beispielsweise läßt sich mittels einer WrLsonkammer 
im Magnetfeld aus der Krümmung der Protonenspur der Impuls ermitteln. 
Damit wäre der Primärimpuls des Neutrons gemessen. Aber in diesem Ver- 
such bleibt der Ort des Zusammenstoßes unbekannt. Verwenden wir die 
Wiırsowkammer, so könnten wir freilich diesen Ort suchen - es wäre der An- 
fang der Spur des Protons, das den Stoß empfangen hat. Aber die Wırson- 
kammer gestattet, wie früher klargelegt wurde, die Ermittlung der Lage eines 
Teilchens und somit auch des Anfangs der Spur mit einer maximalen Ge- 
nauigkeit Ax = a (adie Atomabmessungen).!) Dabei wird der Teilchenimpuls 


mit einer Genauigkeit Ap = =: bestimmt; d.h., wir können den Impuls des 


Protons mit keiner größeren als der genannten Genauigkeit erfahren. Damit 
wird die gleiche Ungenauigkeit auch in die Ermittlung des Impulses des 
Neutrons hineingetragen. Multiplizieren wir die Unbestimmtheiten, so er- 
halten wir wieder Ap- Ax>h. 

Diese Beispiele zeigen, daß zwischen. der Behauptung der Existenz von 
Unbestimmtheitsrelationen als Folge der allgemeinen Grundsätze der Quanten- 
mechanik und den Möglichkeiten der Meßvorrichtungen keine Widersprüche 
bestehen. 


8 17. Die Rolle der Meßvorrichtung 


Bei der Untersuchung beliebiger Erscheinungen mittels statistischer Metho- 
den müssen die Meßvorrichtungen, die sowohl zur Fixierung statistischer Ge- 
samtheiten als auch zur Analyse der Verteilung innerhalb dieser Gesamt- 
heiten dienen, selbst außerhalb der Grenzen dieser Gesamtheiten stehen. Mit 
anderen Worten, ihnen müssen die Elemente des Zufälligen fehlen, die den 
mit ihrer Hilfe untersuchten statistischen Gesamtheiten eigen sind.?) 

Dabei besteht aber jede Vorrichtung, wie jeder Körper, aus Atomen, Mole- 
külen und ähnlichen Mikrogebilden, die irgendwelche Bewegungen ausführen, 
d.h. vom Standpunkt der Quantenmechanik aus offensichtlich irgendeiner 
Quantengesamtheit angehören. Daraus entsteht auf den ersten Blick eine 
gewisse Schwierigkeit, aus der die Quantenmechanik einen glänzenden Aus- 
weg weist: Die Meßvorrichtung muß so eingerichtet sein, daß letzten Endes nur 
ihre klassischen Eigenschaften zur Anwendung gelangen, d.h. solche Eigen- 
schaften, in denen die PLancksche Konstante h keine Rolle spielt. 


2) Das ist die „ideale“ Genauigkeit. die in der Praxis niemals erreicht wird; vgl. die 
Fußnote auf S. 59. 
2) Über den Begriff des „Zufälligen“ in der materialistischen Dialektik s. [18]. 
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Eine solche Vorrichtung nennen wir ‚‚klassisch‘‘ oder ‚‚makroskopisch“. Ihr 
Wesen liegt darin, daß sie weitgehend von den quantenhaften statistischen 
Merkmalen frei ist. 

Jeder der im $ 16 beschriebenen VersuchezurErmittlung von p,und x kann 
als Beispiel für die ‚‚Klassizität‘‘ der Meßvorrichtungen betrachtet werden. 
Als solche dienten unbewegliche Schirme mit Spalten, das schwere Atom der 
idealen Photoplatte, ein Kasten mit undurchdringlichen und unbeweglichen 
Wänden, ein Beugungsgitter mit genau fixierten Strichen oder ein beliebiges 
Spektroskop für die Bestimmung der Wellenlänge des gestreuten Lichts. 

Wir betrachteten alle diese Apparate als Objekte der klassischen Physik, 
d.h., bei Untersuchung ihrer Wirkung ignorierten wir in einem wesentlichen 
Punkt die PLancksche Konstante h. Die Meßanordnungen messen daher 
klassische, korpuskulare Größen. Den Satz derartiger Größen, der zur Be- 
stimmung der Wellenfunktion ausreichend ist, wollen wir einen vollständigen 
Satz nennen und die Messung selbst eine vollständige Messung. 


In der klassischen Mechanik besteht die vollständige Messung aus der Messung der 
Impulse und Koordinaten der Teilchen. Da in der klassischen Mechanik alle Größen 
zumindest im Prinzip gleichzeitig meßbar sind, kann man sagen, daß in ihr nur eine 
vollständige Messung existiert. 

Haben wir z.B. die rechtwinkligen Koordinaten der Impulse und Koordinaten (7, x) 
der Teilchen gemessen, so können wir alle anderen Größen, darunter auch die verall- 
gemeinerten Impulse und Koordinaten (P,Q) berechnen, die ebenfalls einen voll- 
ständigen Satz von Größen darstellen, und ebensogut die Bewegungen wie (p, x) be- 
stimmen. Es hindert uns nichts daran, durch Komplikation der Messung gleichzeitig 
sowohl (2, x) wie auch (P,Q) zu messen. Infolge der Eindeutigkeit der klassischen Me- 
chanik werden die berechneten Werte für (P,Q) mit den gemessenen übereinstimmen. 
Daher ist der Übergang von einem System vollständiger Zuordnung zu einem anderen 
innerhalb der klassischen Mechanik bedeutungslos. 


Im Bereich der Quanten ist die Auswahl eines Satzes von Größen, die y 
und damit zugleich eine quantenmechanische Gesamtheit bestimmt, ebenso 
wie in der klassischen Mechanik nicht nur auf eine Art möglich. 

Der grundsätzliche Unterschied zwischen der Quantenmechanik und der 
klassischen Mechanik liegt darin, daß die verschiedenen Zuordnungen, ganz all- 
gemein gesagt, einander gegenseitig ausschließen. Dementsprechend existieren 
in der Quantenmechanik viele verschiedene vollständige Messungen, die mitein- 
ander unvereinbar sind. 

So existiert eine quantenmechanische Gesamtheit, die die Teilchenkoordi- 
naten x, y,2 bestimmt, und die in bezug auf eine Vorrichtung eindeutig ist. 
Das ist einer der möglichen vollständigen Sätze. 

Eine solche Gesamtheit ist durch eine Wellenfunktion y,,,.,‚ (2, %, 2) (vgl. $ 14) 
charakterisiert, die die Tatsache ausdrückt, daß alle Teilchen der Gesamt- 
heit die Koordinaten e=r’,y=y',2=z’ besitzen. Ein anderes Beispiel 
ist eine Gesamtheit mit genauem Impuls p, = pi, p?, = P,, 9, = p: Die 
Wellenfunktion dieser Gesamtheit wird y,1p}5! (2, Y, 2) sein. Diese Gesamt- 
heit ist vom Standpunkt der Quantenmechanik vollständig, unterscheidet 
sich aber grundsätzlich von der vorhergehenden. 
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Der Charakter einer quantenmechanischen Gesamtheit ist somit ver- 
schieden je nach den Kennzeichen, durch die er bestimmt wird (d.h. je 
nach der Art des vollständigen Satzes von Größen), und wird sich wesentlich 
ändern, wenn wir Messungen eines neuen vollständigen Satzes vornehmen, 
die mit der ursprünglichen unvereinbar sind. Daher darf der Zustand einer 
quantenmechanischen Gesamtheit nicht als beziehungslos zu jenem voll- 
ständigen Satz von Größen aufgefaßt werden, durch die er bestimmt wurde. 

Im Zusammenhang damit müssen die Meßvorrichtungen, die die verschiede- 
nen vollständigen Sätze bestimmen, als „Zählsysteme‘‘ aufgefaßt werden, mit 
deren Hilfe der Zustand einer quantenmechanischen Gesamtheit fixiert wird.) 

Das Wesen dieses tiefgreifenden Unterschiedes zwischen der Zustands- 
bestimmung im klassischen Bereich und im Quantenbereich liegt darin, daß 
in den klassischen Konzeptionen kein absolutes Maß für die Kleinheit exi- 
stierte. Die Erforschung der Mikrowelt hat das Bestehen einer Reihe von 
Atomkonstanten enthüllt, die ein solches Maß geben; die Elementarladung e, 
die Elementarmasse u, des Elektrons und Positrons, die Massen der ein- 
fachsten schweren Teilchen, des Protons m, und Neutrons m,„, die PLANCK- 
sche Konstante h und andere. 

Wir kennen zur Zeit nicht genau jene Grenzen der klassischen Auffassun- 
gen und jene neuen Begriffe und Vorstellungen, die sich aus der Existenz der 
Elementarladung und der Elementarmasse ergeben müssen, aber wir wissen 
genau, was aus der Existenz des Wirkungsquantums folgt. 

Die Existenz des Wirkungsquantums führt zur Beugungserscheinung von 
Teilchen, die die gleichzeitige Anwendung solcher Größen, wie z.B. p und z, 
auf die Bewegung der Mikroteilchen unmöglich macht. 

Wir untersuchen jetzt, in welcher Weise die Messung auf eine quanten- 
mechanische Gesamtheit einwirkt. 

Nehmen wir unsere Gesamtheit als durch die Wellenfunktion y (x) gegeben 
an (reine Gesamtheit).?) Untersuchen wir zuerst die Impulsmessung. Dazu ent- 


‚pe 
R 

wickeln wir y(x) inein Spektrum DE BrocLizscher Wellen y,(x) = er 
n 

y(z) = [c(p) y,(z) dp- (17,1) 


Es mögen N Messungen vorgenommen sein. Man finde in N’ Fällen einen 
Wert für », der bei p’ liegt, in N” Fällen bei »” und in N”’ Fällen bei p’” usw. 
(N=N'+ N" +). Dann haben wir (vgl. $ 14) 


„ ‚ 


N’ nz ’ N Br ımı|2 ” N — I\I2 GZ 
vl eilapı, Zr = le@"l’ap", = le l’ap”, .... (17,2) 


1) Das bedeutet natürlich nicht, daß bei Abwesenheit eines Meßgeräts auch keine 
quantenmechanische Gesamtheit vorhanden ist. Situationen, die eine Gesamtheit fixieren, 
d. h. einer Messung entsprechen, bestehen in der Natur. 

2) Nur der Einfachheit halber betrachten wir einen reinen Fall und beschränken uns 
auf eine einzige Raumdimension x, was aber für die Klärung des Wesens der Frage be- 
deutungslos ist. Über die Wirkung der Messung auf eine gemischte Gesamtheit’vgl. $ 44. 
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Als Ergebnis der durchgeführten Messungen N’ bilden die Teilchen eine 
neue reine Gesamtheit mit p = p’, die durch eine neue Wellenfunktion y, (x) 
gekennzeichnet ist. Daher sondert die Messung aus der ursprünglichen Ge- 
samtheit mit unbestimmtem Impuls Untergesamtheiten mit bestimmten 
Impulswerten p’, p”, p'” aus, die entsprechend durch neue Funktionen 
Yr (X), Yp- (X), Ypr- (X), ... charakterisiert sind. 

Der Anfangszustand y(2) geht in einen der Zustände y,(x) über. Diese 
Veränderung nennt man die „Reduktion‘“ (Rückführung) des Wellenpakets. 
Physikalisch bedeutet die Reduktion, daß das Teilchen nach der Messung 
einer neuen reinen Gesamtheit zugehörig erscheint. 

Die ganze Gesamtheit, die als Ergebnis der Messungen entstanden ist, wird 
durch eine Reihe von Wellenfunktionen y, (X), Ypr (X), ypr- (x), ... mit den 
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten 

lep)l?dp', |etp")|?dp”, Iep)Pap”, ... 
gekennzeichnet, d.h. stellt eine gemischte Gesamtheit dar. 

Die gleiche Situation ergibt sich auch in anderen Fällen. Wir führen noch 
zwei Beispiele an. Es möge sich um die Messung der Koordinate x handeln. Wir 
zerlegen y(x) in ein Spektrum von Wellenfunktionen, die einen Zustand mit 
einem bestimmten Wert von x charakterisieren. Eine solche Funktion besitzt 
die Form y,.(x) = ö(x’ — x). Daher lautet die Entwicklung 


y(a) = [e(@) d(«— a’) de. (17, 3) 


Infolge der Eigenschaften der ö-Funktion folgt daraus sofort c(x’) = y(x’). 
Wurde in N’ Fällen x bei x’ gefunden, in N” Fällen bei x’’ usw., so ist 


G 


N 
= |c(@’)’ de’ = |y(a’)P de’, 


N 
Tr = le@I? de" = |pla”)lP da”, (17, 4) 
z Sa je(«’”)]? dx’” Pier: |y(z’’)?dx’” 


Da Er EEE EEE Er Er Eur Er ru EEE Er Er Er ur ur 


Bei jeder Messung wird die ursprüngliche Funktion y(x) auf eine der 
Form y,.(z) = ö(x — x) zurückgeführt. 

Diese Reduktion zeigt die Abb. 16.) 

Wir sehen, daß bei der Koordinatenmessung wieder eine gemischte Gesamt- 
heit entsteht, indem neuereine Untergesamtheiten der Form y,- (2), yz-(%),.... 
mit den Wahrscheinlichkeitsdichten |y(x’)[?, |y(x’’)|?, ... gegeben sind, d.h. 
die Wahrscheinlichkeit wie im Falle der Impulsmessung durch die Intensität 
|e(&’)|® bestimmt wird, mit der der reine Zustand y,(x) im ursprünglichen 
reinen Zustand y (x) vertreten ist (in diesem speziellen Fallist c(x’) = y(z’)). 


1) Wir erinnern (s. $16), daß die Messung der Koordinate Energie erfordert, die ent- 
weder der Meßvorrichtung oder den Teilchen selbst entnommen wird. 
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Wir werden später ($ 22) zeigen: Wenn eize beliebige mechanische Größe L 
gemessen werden soll, welche nur die Werte L,, La, Za,... Z,., ... annimmt, 
muß zur Ermittlung der Wahrscheinlichkeit für L= L, dann y(z) nach den 
Zuständen y,„(x) entwickelt werden. Jeder dieser Zustände ist dadurch ge- 
kennzeichnet, daß in ihm die Größe L den einzigen Wert L = L, besitzt.!) 

Eine solche spektrale Zerlegung kann in der Form 


y(z) — 2 CyYn (z) (17, 5) 


geschrieben werden. Dann ist die Zahl der Fälle, in denen L = L, ist, pro- 
portional zu |c,|?, d.h. 


n. ve lc] ’ ] 

N” u | E 

21 (17, 6) 
— — ev], 


und wir erhalten wieder die Reduktion des ursprünglichen Wellenpakets y(z) 
auf einen der Zustände y, (x), und die gesamten Messungen bilden wieder eine 
gemischte Gesamtheit. 


(b) 


I 


L=r’ 
Abb. 16. Die Reduktion eines Wellenpakets y (x) (Kurve a) aufy>(x) (Kurve b) nach 
Messung der Koordinate x, die x = x’ ergeben hat 


Das untersuchte Verhalten von quantenmechanischen Gesamtheiten bei 
Messungen ist also allgemeingültig und kann so formuliert werden: Die 
Messung verwandelt eine reine Gesamtheit in eine gemischte. 

Diese Umwandlung einer reinen Gesamtheit in eine gemischte ist nichts 
anderes als die praktische Verwirklichung der spektralen Zerlegung der ursprüng- 
lichen Gesamtheit in das Spektrum der reinen Gesamtheiten, die durch die Meß- 
vorrichtung ausgesondert werden. 


1) Um die Beispiele zu variieren, nehmen wir hier an, daß die Größe Z diskrete Werte 
L,, Ls, ... besitzt zum Unterschied von den früher betrachteten Fällen p und z, die 
kontinuierliche Werte hatten. 
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Die ursprüngliche Gesamtheit, die durch die Vorrichtung „hindurchgeht‘‘, 
wird in zugehörige „Untergesamtheiten‘‘ zerlegt, die auf die betreffende Vor- 
richtung bezogen sind. Daher ist in der Quantenmechanik das Zählsystem 
-die klassische Meßvorrichtung - nichts anderes als ein Spektralanalysator von 
Quanlengesamtheiten, mit dessen Hilfe die Natur der letzteren untersucht wird. 

Die wichtigste Eigenart dieser Analysatoren besteht darin, daß die ver- 
schiedenen Analysatoren (und das liegt in der Natur der Mikrowelt selbst) 
einander ausschließende Spektralzerlegungen liefern, so daß die gleichzeitige 
Anwendung ergänzender Merkmale auf die Mikroteilchen der Wirklichkeit 
nicht adäquat ist. 

Man darf sich diese Spektralanalysatoren nicht ausschließlich als Labora- 
toriumsgeräte vorstellen. Im Gegenteil, der Forscher oder Techniker, der ein 
bestimmtes Gerät auswählt, kombiniert nur das, was in der Natur bereits 
vorhanden ist, und es wäre unsinnig zu denken, daß bei Abwesenheit eines 
„Beobachters‘‘ die quantenmechanischen Gesamtheiten ihren Sinn verlieren 
würden. 

Wo immer in der Natur eine solche Situation verwirklicht wird, in der die 
spektrale Zerlegung einer ursprünglichen Gesamtheit eintritt, kommt es zur 
Bildung neuer Gesamtheiten, die durch neue Merkmale bestimmt sind, d. h., 
es geht das vor sich, was man als „Störung durch die Messung‘‘ zu bezeichnen 
pflegt. Ob dieser Vorgang von einem Beobachter verfolgt wird oder nicht, 
steht in keinem Zusammenhang mit der objektiven Erscheinung als solcher. 
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8 18. Lineare selbstadjungierte Operatoren 


Wie wir sahen, ist es im Gebiet der Quanten nicht möglich, Impuls und Ko- 
ordinate von Teilchen gleichzeitig genau zu bestimmen. Dieser Umstand 
kommt auch in der formalen Seite der Theorie zum Ausdruck: Das mathema- 
tische Rüstzeug der Quantenmechanik unterscheidet sich stark von dem der 
klassischen Mechanik, in der die Angabe eines Größenpaars p, x für ein 
Teilchen sinnvoll war. Wenn wir jetzt zur genaueren Behandlung dieses Rüst- 
zeugs schreiten, wählen wir als Ausgangspunkt die Ausdrücke für die Mittel- 
werte der Koordinaten- oder Impulsfunktionen im Zustand y(z, y, z), die im 
$ 13 eingeführt wurden. Dort hatten wir für den Mittelwert der Koordinaten- 
funktion eines Teilchens die Formel (13, 1) 


F(@, y,2) = [y*(z,y,2) Fix, 9,2) ylz,y,2)dadydz (18, 1) 
und für den Mittelwert der Impulsfunktion die Formel (13, 6) 


——— [) 0) () 
= fly BBBR; "E-AHUNRER DES ÄNREE SE 
F(p,: Py: P;) fr (2, 9, 2 r( Dre ..n nz) van dnäyds 
erhalten. 
Diese Formeln erhalten ein gleiches Aussehen, wenn wir die rechtwinkligen 


Koordinaten des Impulses p,, p,, p, durch die Operatoren 
{0} [e) a 
P: = u P=— tin, P. = Zr (18, 3) 


darstellen und dementsprechend (18, 2) in folgender Form schreiben: 


F(p,, Pu D.) = [Y* (&, 9, 2) F(p,,Py,P.) ylz,y,2) dedydz. (18,4) 


Wir gelangen auf diese Weise zur Darstellung einer Funktion des Impulses 
F(p,, Py» ?;) durch den Operator F(p.,Py,P.)- 

Dieses Ergebnis legt den Gedanken nahe, daß auch andere, kompliziertere 
mechanische Größen L(p,, ?,, P,, %, Y, 2), die sowohl von den Koordinaten 
wie von den Impulsen abhängen, durch Operatoren ausgedrückt werden 
können. Man kann allgemein zeigen, daß alle Wechselbeziehungen zwischen 
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mechanischen Größen in der Quantenmechanik durch Operatoren einer be- 
stimmten Klasse dargestellt werden können. Darin liegt die grundsätzliche 
Bedeutung der Einführung von Operatoren in die Quantenmechanik. 

Um die Klasse der Operatoren zu bestimmen, die in der Quantenmechanik 
vorkommen, wenden wir uns zunächst der allgemeinen Definition eines 
Operators zu. Unabhängig von der konkreten Form werden wir unter einem 
Operator L ein Symbol verstehen, das anzeigt, auf welche Weise einer jeden 
Funktion v(z) der untersuchten Klasse eine andere Funktion v (x) zugeordnet 
ist, Das wird symbolisch als Produkt von u und L dargestellt: 


v= Lu. (18, 5) 
In dieser Gleichung kann L z.B. eine Multiplikation mit » (L=x), ein 


Differenzieren nach 2 (2 = >) ‚das Ziehen einer Wurzel(L=Y )u.a.m. 
0x 
bedeuten. 

Aus der Vielfältigkeit der für die Darstellung mechanischer Größen denk- 
baren Operatoren wird im Gebiet der Quantenmechanik nur eine bestimmte 
Klasse von Operatoren angewandt, und zwar die sogenannten linearen selbst- 
adjungierten (anders ausgedrückt: hermiteschen) Operatoren. 

Der Operator L heißt linear, wenn er folgende Eigenschaft besitzt: 


Leo +Gu)=4'Lu+e, Lu, (18, 6) 


worin u, und u, zwei beliebige Funktionen und c,, c, beliebige Konstanten 


sind. Es ist klar, daß das Zeichen 1° keinen linearen Operator darstellt, da- 
gegen ist = ein linearer Operator. 

Die Beschränkung auf lineare Operatoren geht aus dem Prinzip der Zu- 
standsüberlagerung hervor. Die in (18, 6) ausgedrückte Eigenschaft der 
Linearität eines Operators bedeutet, daß die Anwendung des Operators auf 
die Überlagerung zweier Funktionen «, und «, gleich ist der Überlagerung der 
Funktionen v, und v, mitv, = Lu,, v, = Lu,; d.h., wir fordern, daß bei An- 
wendung des Operators das Überlagerungsprinzip nicht verletzt wird. 

Ein linearer Operator L heißt selbstadjungiert (hermitescher Operator), wenn 


die Gleichun 
e [ut @)  Luz(e) dx = [u(2)- L*uf (2) de (18, 7) 


gilt, worin das Integral über den ganzen Bereich der Variablen zu erstrecken 
ist und uf und w, zwei beliebige Funktionen sind, die einer recht ausgedehnten 
Funktionsklasse angehören können.!) Sind mehrere Variablen vorhanden, so 
ist unter de dx dy dz .... zu verstehen. 

Die Bedeutung des Selbstadjungiertseins liegt, wie wir später sehen werden, 
darin, daß nur die dieser Bedingung gehorchenden Operatoren fähig sind, 
reelle (nicht imaginäre), also physikalisch sinnvolle Größen darzustellen. 


1) Sie müssen quadratisch integrabel sein, und an den Grenzen des Integrations- 
bereichs müssen die Differentialquotienten verschwinden. 
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Wir wollen die Eigenschaft (18, 7) am Beispiel des Impulsoperators 


P.= ih 23 erläutern. Wir haben 


0x 


lde= [u -ptufdz, 


+0 +00 3 ne 
R ‚ u 
=|-inut u|+in Fe 


[da uf (+ 00) = u,(+ oo) = 0]. Somit ist p, ein linearer und selbstadjun- 


0 
gierter Operator. Es ist leicht zu erkennen, daß der Operator Epr linear, aber 
nicht selbstadjungiert ist, da 


+% +© +% 
du, dur dur 
fer ga - - U, m d<+ + IF de. (18,8) 

Haben wir mehrere Operatoren zur Verfügung, so können wir aus ihnen 
weitere bilden. Die Methoden des Aufbaus komplizierterer Operatoren aus 
einfachen gehen aus der Bedeutung der Operatoren selbst hervor und können 
in Form einfacher algebraischer Relationen festgelegt werden. Betrachten 
wir zwei lineare selbstadjungierte Operatoren A und B. Als Summe dieser 
beiden Operatoren wollen wir einen Operator C bezeichnen, so daß 


Cy = Ay +By. (18, 9) 
Symbolisch schreiben wir das wie folgt: 
C=A+B. (18, 10) 
Ist .B.A= nn undB= z, so folgt aus (18, 9) 
BR) 
C= ’z +2. 


Etwas komplizierter ist die Multiplikation zu definieren. Unter dem Produkt 
aus zwei Operatoren A und B werden wir einen solchen Operator C verstehen, 
daß 

Cy= A(By), (18, 11) 


d. h., auf y muß zuerst der Operator B und auf das Resultat der Operator A 
angewandt werden. Kann das gleiche Enderge’bnis durch einen Operator C 
erzielt werden, dann ist C eben das Produkt von A und B. Symbolisch setzen 
wir also fest: 

C= AB. (18, 12) 
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EN 3 i 
Beispiel: A=i,,B=x, dann ist 
a , . dy 
Cy = A(By) = i;,(@y) =ıy+ are 
woraus folgt: 
C=i+i en: RN 
= et 32)° 


Wesentlich ist, daß das Produkt aus Operatoren von der Reihenfolge der Fak- 
toren abhängt. Im angeführten Beispiel haben wir 


12 BERN, Oy gs {0} 
Cy =B(Ay) han d.h C’ = iz 52- 
Sind daher zwei Operatoren A und B gegeben, so kann außer dem Pro- 
dukt C noch ein anderes Produkt gebildet werden: 


C =BA. (18, 12°) 


Die festgelegten Regeln gestatten die Durchführung von Additionen, Sub- 
traktionen und Multiplikationen von Operatoren genauso, wie das in der 
gewöhnlichen Algebra geschieht, mit Ausnahme einer Regel: Im allgemeinen 
darf die Reihenfolge der Faktoren nicht geändert werden. Zum Beispiel ist 


C=(A—-B)(A+B)=4A?—-BA+AB-—B, 
aber nicht A? — B?. 

Eine solche Algebra, in der die Reihenfolge der Faktoren nicht verändert 
werden darf, heißt Algebra nichivertauschbarer Größen, und die Größen selbst 
wichtvertauschbar (nicht kommutativ). 

Sind die beiden Produkte C und C’ einander gleich, 

AB—-BA=0, (18, 13) 
so nennt man die Operatoren A und B vertauschbar (kommutativ). Im gegen- 
teiligen Fall heißen sie nichtvertauschbar. Man nennt den Operator F= AB- BA 
den Kommutator der Operatoren A und B. Bei der Multiplikation linearer 
selbstadjungierter Operatoren muß berücksichtigt werden, daß im all- 
gemeinen das Produkt nicht auch ein selbstadjungierter Operator sein muß. 
Es gilt 

AB= n (AB+BA)-+ 3 (AB— BA). (18, 14) 

Unter Verwendung des Selbstadjungiertseins eines jeden der Operatoren A 

und B kann mit Hilfe von (18, 7) bewiesen werden, daß der Operator 


F =; (AB+BA) (18, 15) 
 selbstadjungiert ist und der Operator 
G= 3 (AB— BA) (18, 16) 
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diese Eigenschaft nicht besitzt, ausgenommen den Fall vertauschbarer Ope- 
ratoren, wo G = 0 wird. Da ein jeder Operator mit sich selbst vertauschbar 
ist, so folgt aus dem Gesagten, daß eine beliebige (ganze und positive) Potenz 
eines linearen selbstadjungierten Operators 

Ar=A-.A:....-A (18, 17) 


mn? 
n 


ein Operator der gleichen Art sein wird. 

Unter Anwendung der aufgestellten Regeln können wir, ausgehend von den 
uns bekannten Operatoren p,, P,, p, der rechtwinkligen Impulskoordinaten 
(18, 3) und den Operatoren der Teilchenkoordinaten x, %, z, kompliziertere 
Operatoren L bilden. 


819. Die allgemeine Formel für den Mittelwert einer Größe 
und für das mittlere Schwankungsquadrat 


Die Grundidee für die Anwendung von Operatoren in der Quantenmechanik 
besteht darin, daß jeder mechanischen Größe L im der Quantenmechanik 
ein sie abbildender, linearer, selbstadjungierter Operator L zugeordnet wird. 
Symbolisch schreibt man 

L->L1l. 


Die Frage, welche physikalische Größe dieser oder jener Operator abbildet, 
wird durch die Natur dieser Größe und die Möglichkeiten zu ihrer Beobach- 
tung entschieden. In den Fällen, bei denen die durch den Operator L abzu- 
bildende Quantengröße Eigenschaften analog denen irgendeiner mechanischen 
Größe L besitzt, wird für beide Größen ein und dieselbe Bezeichnung ver- 
wendet. 

Wenn beispielsweise die klassische Größe L als Funktion der Impulse und 
Koordinaten gegeben ist: 


L = L(p,: Pu: Pr: %, 9 2), 
so wird der lineare und selbstadjungierte Operator L, der nach den Regeln 
des vorhergehenden Paragraphen aus den Operatoren der Komponenten des 
Impulses p,, p,, p, und den Operatoren der Koordinaten x, y, z gebildet wird: 


L= L(p,.:Pv» P:» %,Y; 3), 
eine quantenmechanische Größe darstellen, deren Eigenschaften denen der 
klassischen Größe 


L(P.» Pu, Pe» % 9, 2) 
analog sind.) 


1)Da die Wellenfunktion als Funktion der Koordinaten x, y, z des Teilchens auf- 
gefaßt wird, läuft die Ausübung der „Operatoren z, y, 2“ auf eine einfache Multiplikation 
mit z, y oder z hinaus, die Ausübung des Operators F (x, y, 2) auf die Multiplikation mit 
F (x, y, 2) 
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Natürlich werden nicht alle linearen und selbstadjungierten Operatoren, die 
aus p,, Py, P, und z, y, 2 gebildet sind, Größen darstellen, die eine einfache 
physikalische Bedeutung haben und einfachen Gesetzmäßigkeiten unterliegen. 
Dasselbe ist auch in der klassischen Theorie der Fall. Beispielsweise bedeutet 


2 
die Größe 5 die kinetische Energie und gehorcht bei Abwesenheit äußerer 
Kräfte einem Erhaltungssatz, während der Größe px? keine allgemeine 
Bedeutung zukommt und sie daher in der Mechanik keinerlei Rolle spielt. 

. Die Verbindung zwischen den Operatoren und den Beobachtungsgrößen 
wird mit Hilfe der Formel für den Mittelwert der Größe L in einer Gesamtheit 
hergestellt, die durch die Wellenfunktion y beschrieben wird. In der Quanten- 
mechanik wird die Annahme gemacht, daß der Mittelwert L der Größe L, 
die durch den linearen, selbstadjungierten Operator L dargestellt wird, in 
einer durch die Funktion y beschriebenen reinen Gesamtheit durchdie Formel 


L=/[Ly*- ydz (19, 1) 


bestimmt wird, wo unter dx das Volumelement im Raum der unabhängigen 
Variablen zu verstehen ist und das Integral über den ganzen Variabilitäts- 
bereich von x genommen wird. Es ist klar, daß (18, 1) und (18, 2) Spezialfälle 
von (19, 1) sind. Um (18, 1) aus (19, 1) zu erhalten, muBL = F(x, y, z) gesetzt 
und unter de dzdy .dz verstanden werden. Um (18, 2) zu erhalten, muß 
BL. MAR, ., 9 
L=r( ihzn: m in.) 


gesetzt werden. Auf Grund der Eigenschaft der Selbstadjungiertheit des 
Operators L können wir (19, 1) in der äquivalenten Form 


L=/[y-L* y*dz (19, 1) 


schreiben. (Dazu nehmen wir in (18, 7) uf = y*, u, = y.) Durch Vergleich 
von (19, 1) mit (19, 1’) folgt, daß 


L= L*, (19,2) 


d.h., der Mittelwert der durch einen selbstadjungierten Operator dargestellten 
Größe ist reell. = 
Wir erlangen nähere Kenntnisse über L, wenn wir außer dem Mittelwert L 


auch noch das mittlere Schwankungsquadrat AL? berechnen, das anzeigt, 
inwieweit im Mittel die einzelnen Meßergebnisse vom Mittelwert abweichen. 


Wollen wir AL? berechnen, so müssen wir einen Operator aufstellen, der die 


Größe AL? darstellt. Die Abweichung vom Mittel wird durch AL=L-— L 
definiert. Folglich ist der Operator, der sie darstellt, 
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Da das Schwankungsquadrat (AL)? = (L _ L)? ist, so wird der Operator 
für (AL)? er 
(AL!= (L— I} (19, 4) 


sein. Unter Verwendung der allgemeinen Definition (19, 1) des Mittelwertes 
finden wir 2 
AL = [y*- (AL? pda. (19, 5) 


Kennen wir also den Operator L, so können wir auch AL? berechnen. 

Die Größe AL? muß positiv sein. Das ist leicht zu beweisen, wenn wir die 
Selbstadjungiertheit des Operators L heranziehen. Da L eine Zahl ist, so ist 
der Operator AL ebenfalls selbstadjungiert. Benutzen wir daher (18, 7) und 
setzen wir in (19, 5) y* = uf, ALy = u,, so finden wir 


AL? = [(ALy) (AL*y*) dx = [| ALyl?de; (19, 6) 


da aber | ALy|? > 0, so folgt aus (19, 6), daß 


Aal?20, (19, 7) 


d.h., wie es auch scin muß, das miitlere Schwankungsquadrat ist stets positiv 
oder gleich Null. 


8 20. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Operatoren 
und ihr physikalischer Sinn. Das „Quanteln“ 


Die Formeln des vorhergehenden Paragraphen geben die Ausdrücke für den 


Mittelwert Z und das mittlere Schwankungsquadrat AL? wieder. Diese 
Formeln sagen nichts darüber aus, welche Werte die Größe L bei den einzelnen 
Messungen annehmen wird. 

Um die möglichen Werte für Z zu finden, betrachten wir solche Zustände y,, 
in denen die uns interessierende Größe nur einen Wert L besitzt. In solchen 


Zuständen ist die mittlere quadratische Abweichung 4L? = 0. Folglich haben 
wir auf Grund von (19, 6) für diese Zustände 


[I ALy,?dz=0. (20, 1) 
Da unter dem Integral eine reelle positive Größe steht, so folgt aus (20, 1) 
|ALy,[?=0. 


Aber der absolute Betrag einer komplexen Zahl ist nur dann gleich Null, 
wenn die Zahl selbst gleich Null ist. Daher erhalten wir 


ALy,=0 
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oder mit Rücksicht auf die Bedeutung des Operators AL (19, 3) und den Um- 
stand, daß im untersuchten Zustand L = L ist, endgültig 


Ly, = Ly,- (20, 2) 


Da Leinen Operator bedeutet, ist die von uns gefundene Gleichung (20, 2) 
eine lineare Gleichung zur Ermittlung der Wellenfunktion y, jenes Zustandes, 
in dem die vom Operator dargestellte Größe den einzigen Wert L besitzt. In 
den meisten Fällen sind der Operator. L ein Differentialoperator und die Glei- 
chung (20, 2) eine lineare homogene Differentialgleichung. 

Bekanntlich ist die Lösung einer Differentialgleichung nur dann eindeutig 
bestimmt, wenn Randbedingungen gegeben sind.!) 

Andererseits gibt bei gegebenen Randbedingungen eine lineare Differential- 
gleichung Ly = Ly im allgemeinen nicht für alle Werte des Parameters L 
eine nichttriviale (d.h. von Null verschiedene) Lösung, sondern nur für 
einige besondere: L = L,, L,, La, ..., Z,, ... Die entsprechenden Lösungen 
Yıs Yar Ya ++ %n, ... nennt man die Eigenfunktionen und die Parameter- 
werte L,, Lg, Lg, -.., Z,, ..., bei denen diese Lösungen existieren, die Eigen- 
werte des Parameters L der Gleichung. 

Das bekannteste Beispiel einer solchen Aufgabe ist die Frage nach den 
Schwingungen einer an beiden Enden befestigten Saite. Die Bewegungs- 
gleichung hat in diesem Falle die Form 


du 
ER 
Ta tPu=0, (20, 3) 


2 
sodaBL= 5 und ZL = — k?ist. Der Bereich, in dem die Lösung gesucht 


wird, ist Os x < |, worin ! die Länge der Saite ist. 
Die Randbedingungen sind dann v=0 beix=0 und? =. Die Eigen- 


funktionen für eine solche Aufgabe sind u,(2) = sin 7X und die Eigen- 


272 L 
werte L, = -B=--77,n=123..2) 


I 

In der Quantenmechanik wird die Wellenfunktion stets im ganzen Varia- 
bilitätsbereich ihrer Argumente definiert (z. B. für y(x, y, z) im Bereich: 
-o<r<+o, —oo<y<+oo, —oo<2< +00). Wirkönnen daher 
in der Quantenmechanik die Randbedingungen nicht so unmittelbar formu- 
lieren, wie esin den klassischen Aufgaben über die Schwingungen von Körpern 
geschieht. 

Es läßt sich jedoch zeigen®), daß aus der Forderung nach der Erhaltung 
der Gesamtzahl der Teilchen einige natürliche Bedingungen für die Wellen- 
funktionen hervorgehen, die den Randbedingungen gleichbedeutend sind. 


1) Gemeint sind Gleichungen, die keine zeitlichen Ableitungen enthalten, so daß die 
Angabe von Anfangswerten fortfällt. 

3) Das Problem der Ermittlung von Eigenwerten ist eingehend behandelt in [15] und 
(53), III. und IV. Band. 

3) Siehe Anhang VIII. 
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Diese Forderung besteht darin, daß die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 
irgendwo im Raum zu finden, nicht von der Zeit abhängen darf, d. h. daß 


d 
afwvda=® (20, 4) 


wobei hier das Integral über den ganzen Variabilitätsbereich der Argumente 
der w-Funktion genommen wird, so daß es gleich der Wahrscheinlichkeit ist, 
daß das Teilchen sich irgendwo befindet. Wesentlich ist dabei, daß die Be- 
dingung (20, 4) nur dann erfüllt werden kann, wenn die Wellenfunktion hin- 
reichend „vernünftig‘‘ ist, und zwar: l. wenn sie im ganzen Variabilitäts- 
bereich der Veränderlichen endlich ist, abgesehen vielleicht von einigen 
(singulären) Punkten, wo sie aber nicht allzu stark!) unendlich wird ; 2. wenn 
sie hinreichend oft stetig differenzierbar ist, wobei die Differentialquotienten 
ebenfalls in einzelnen Punkten nicht allzu steil dem Unendlichen zustreben 
sollen; 3. wenn sie eindeutig ist. Schärfer, aber für die Zwecke der nicht- 
relativistischen Quantenmechanik hinreichend, können diese Forderungen 
wie folgt formuliert werden: 

1. Endlichkeit, 2. Stetigkeit und 3. en der Wellenfunktion im gan- 
zen Variabilitätsbereich ihrer Argumente. 

Diese höchst bescheidenen Ansprüche, die an die Lösungen der Glei- 
chung (20, 2) gestellt werden, führen schon dazu, daß in vielen Fällen Lösun- 
gen mit den angeführten Eigenschaften nicht bei allen Werten von Z, son- 
dern nur bei einigen ausgesuchten L= L,,L,, L;, ..., Z,, ... vorkommen. 
Wir gelangen damit zur Aufgabe, die Eigenfunktionen und Eigenwerte der 
Gleichung (20, 2) auf Grund der natürlichen Forderungen zu ermitteln, die 
aus der Bedingung der Erhaltung der Teilchenzahl hervorgehen (20, 4). 

Statt von den „‚Eigenfunktionen einer Gleichung‘ und ‚„Eigenwerten des 
Parameters der Gleichung‘‘ werden wir in der Regel von den Eigenfunktionen 
und Eigenwerten desOperators L sprechen, der die Form der Gleichung (20, 2) 
bestimmt. 

Wir werden annehmen, daß keine anderen Werte der Größe Z im Versuch 
beobachtet werden können als solche, die Eigenwerte des Operators dar- 
stellen. Mit anderen Worten, in der Quanienmechanik wird postuliert, daß die 
Gesamtheit der Eigenwerte L,, L,, ..., L„, ... des Operators L identisch ist mit 
der Gesamtheit aller möglichen Meßergebnisse der mechanischen Größe L, die 
durch den Operator L dargestellt wird. 

Das ist gerade jenes Postulat, mit dessen Hilfe die Verbindung zwischen 
der Darstellung von Größen durch Operatoren und dem Versuch hergestellt 
wird: Die Mathematik ermöglicht es, ein System von Eigenwerten voraus- 
zusagen, und der Versuch ermöglicht die Überprüfung, ob die Voraussage der 
Theorie der Wirklichkeit entpricht. 


1)Verschwindet die Wellenfunktion nicht im Unendlichen (z. B. eine ebene DE BRo@- 
LIEsche Welle), so müssen an Stelle von y zur Berechnung des Integrals (20, 4) die so- 
genannten „Eigendifferentiale“ eingesetzt werden [siehe Anhang III (12) und (12°), wo 
die Regel für die Normierung im Unendlichen nicht hinreichend klein werdender Wellen- 
funktionen aufgestellt ist]. 
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Die den Eigenwerten L,, L,, ..., Z,, ... entsprechenden Zustände werden 
durch die Eigenfunktionen y, , %,,...-, %,, ... definiert. In jedem dieser Zu- 
stände ist A L? = 0, und die Größe L besitzt nur einen ihrer entsprechenden 
Werte L,,L,,..., Z,, ... Die Gesamtheit der möglichen Werte einer Größe 
werden wir als das Spektrum der Größe bezeichnen. 

Das Spektrum kann diskret sein, wennnur einzelne Werte L,, L,, ..., I, - -. 
möglich sind, oder aus einzelnen Bereichen bestehen, so daB die möglichen 
Werte für L in den Intervallen Ws L=<L,, L,sLsL, allgemein 
L,„sL=L,,, liegen. Es kann schließlich kontinuierlich sein, wenn alle 
Werte von L möglich sind. Sind die möglichen Werte diskret, so sagt man, 
daß die Größe gequantelt ist. 

In der einfachen Theorie Bou&s fehlten die Methoden, die es gestatteten, 
die Frage der möglichen Werte einer bestimmten Größe in allgemeiner Form 
zu lösen, d. h. die Quantenwerte dieser Größe zu finden. Die moderne Quanten- 
mechanik löst diese Frage vollständig, indem sie sie auf die rein mathema- 
tische Aufgabe der Bestimmung der Eigenfunktionen und Eigenwerte von 
Operatoren, die mechanische Größen darstellen, zurückführt. 

Aus der Selbstadjungiertheit des Operators L folgt, daß die beobachteten 
Werte von Lreellsind: - 

L)\=I£ ode L=1%. (20, 5) 


In der Tat kann der Eigenwert L, (oder L) als Mittelwert der Größe L im 
Eigenzustand y, (oder entsprechend y,) betrachtet werden. Der Mittelwert 
einer Größe, die durch einen selbstadjungierten Operator dargestellt wird, ist 
aber reell [s. (19, 2)]. 

Damit ist die Bedeutung der Selbstadjungiertheit von Operatoren erklärt: 
Selbstadjungierte Operatoren stellen reelle Größen dar. 


$& 21. Die Grundeigenschaften der Eigenfunktionen 


Wir betrachten nun die wichtigsten Eigenschaften von Funktionen selbst- 
adjungierter Operatoren. Wir beschränken uns zunächst auf den Fall des 
diskreten Spektrums. Es seien zwei Funktionen u, und %, gegeben. Diese 
Funktionen werden orthogonal genannt, wenn 


fuwde=0, (21,1) 


worin das Integral über den ganzen Variabilitätsbereich der Veränderlichen 
genommen ist. Der Einfachheit halber wollen wir alle Variablen mit dem 
einzigen Buchstaben x bezeichnen. 

Wir beweisen nun den Satz, daß die Eigenfunktionen y, und y „eines selbst- 
adjungierten Operators L, die zu verschiedenen Eigenwerten L, und L,, ge- 
hören, zueinander orthogonal sind, d.h. 


[vkyn de = 0. (21,2) 
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Wegen der Voraussetzung, daß y, und y,, Eigenfunktionen sind, können 
wir schreiben: 


Lyn = InYm; Lyn= Inyn (21,3) 
Aus der ersten Gleichung erhalten wir die komplex adjungierte 
L*yn = Imyn- (21, 3°) 


(Wir erinnern daran, daß nach (20,5) L,, = L#, ist.) Multiplizieren wir die 
zweite der Gleichungen (21, 3) mit y#, und (21, 3’) mit y, und ziehen das 
zweite so erhaltene Produkt vom ersten ab, so bekommen wir 


vum ä Ly, — Yn° L*yn — (L, rn L,„) YmYyn- 


Integrieren wir diese Gleichung über den ganzen Variabilitätsbereich, so er- 
halten wir 


[ps Lundz — [ya Lrykdz = (I, — L,) [yhynde. 


Infolge der Selbstadjungiertheit von L ist die linke Seite gleich Null (in der 
Gleichung (18, 7), die die Selbstadjungiertheit definiert, ist zu setzen: y „= u, , 
Y,= Us). Folglich ist 


(L, — L,) [yhynde=0. (21,4) 
Da L,„=+ L,, so ist der Satz und damit die Richtigkeit von (21, 2) bewiesen. 


Die Eigenfunktionen eines diskreten Spektrums werden stets quadratisch 
integrierbar sein, wir können sie daher auf Eins normieren: 


[yiy,de=1. (21,5) 


Diese Gleichung kann mit der Gleichung (21, 2) vereinigt werden: 


Svhvndz = Önn: (21,6) 
worin 
Önna=]1, wenn n=m; (21,7) 
Önn=0, wenn n+m. 


Die Systeme von Funktionen, die (21, 6) erfüllen, werden wir als orthogonale 
und normierte Funktionssysteme bezeichnen. 

In der überwiegenden Mehrzahl von Fällen, die in der Quantenmechanik 
vorkommen, gehören zum Eigenwert Z, eines Operators L nicht eine Funk- 
tion y„, sondern mehrere Eigenfunktionen Y57, Yang ++» Ynkı ++ Pnp --- 
Solche Fälle heißen entartet. Wenn dem Wert L = L, f Eigenfunktionen ent- 
sprechen (/ > 1), so spricht man vom Bestehen einer f-fachen Entartung. Der 
physikalische Sinn der ‚‚Entartung‘“ liegt darin, daß ein bestimmter Wert der 
Größe L = L, in verschiedenen Zuständen verwirklicht werden kann. 
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Der von uns bewiesene Satz von der Orthogonalität der Eigenfunktionen 
bezieht sich nur auf Funktionen, die verschiedenen Eigenwerten zugehörig 
sind. Im Falle der Entartung beziehen sich die Funktionen y,.,(k = 1,2... f) 
auf den gleichen Eigenwert L,: 


Lyn = In, k=12,...,f. (21, 8) 


Sie werden daher im allgemeinen nicht orthogonal sein. Es läßt sich jedoch 
beweisen!), daß diese Funktionen stets so gewählt werden können, daß auch 
sie orthogonal zueinander sind: 


[wir ynı.dz = bir. (21,9) 


Daher kann die Bedingung (21, 6) stets als erfüllt angenommen werden, wenn 
man unter m und n im allgemeinen Fall nicht einen Index versteht, sondern 
die Gesamtheit der Indizes, die die Eigenfunktion charakterisieren (z.B. 
an Stelle von m zwei Indizes m und &k‘, an Stelle von n ebenfalls zwei Indizes n 
und k). 

In dem Falle, wo der Operator L kontinuierliche Eigenwerte besitzt, sind 
die bewiesenen Sätze nicht unmittelbar anwendbar. Aber auch in diesem Falle 
besitzen die Eigenfunktionen Eigenschaften, die denen der Funktionen des 
diskreten Spektrums analog sind. 

Die Eigenfunktionen eines kontinuierlichen Spektrums lassen sich nicht 
durchnumerieren. In diesem Falle hängen die Funktionen vom Eigenwert L 
wie von einem Parameter ab, so daß wir setzen können: 


yı(@) = via, L), (21, 10) 


worin mit x die Variablen bezeichnet sind, in denen der Operator L aus- 
gedrückt ist. 

Die Eigenschaften der Orthogonalität der Eigenfunktionen eines kontinuier- 
lichen Spektrums lassen sich am einfachsten mit Hilfe des besonderen Sym- 
bols ö(L’ — L) ausdrücken, das die Dieacosche 6-Funktion oder kürzer Ö- 
Funktion genannt wird. Diese Funktion besitzt folgende Eigenschaften: 


6b 
. ft@)ö@—Ddl'=0, 


wenn der Punkt L’ = L außerhalb des Intervalls (a, b) liegt, (21, 11) 
6 


[tw dw — Lal’=f(L), 


wenn der Punkt L’= L innerhalb des Intervalls (a, b) liegt, worin f(L’) eine 
beliebige (hinreichend glatte) Funktion ist. Es läßt sich beweisen?), daß die 


1) Vgl. Anhang Il. 
2) Vgl. Anhang III. 
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Funktionen y(x,Z) eines kontinuierlichen Spektrums so normiert werden 
können, daß 


[ve @ Dy@ Ddx = öl —LD). (21, 12) 


Diese Gleichung ist analog der Gleichung (21, 6), denn aus (21, 11) folgt 
(unter der Annahme, daß f(ZL’) = 1) überall ö(L’ — L) = 0, mit Ausnahme 
desPunktes L’’=_L, wo ö unendlich wird. Somit spielt dasSymbol ö(L’— L) 
die gleiche Rolle, wie das Symbol ö,,„ im Falle des diskreten Spektrums. 

In der Mathematik wird bewiesen, daß das System der Eigenfunktionen 
einer sehr ausgedehnten Klasse von Operatoren nicht nur ein System ortho- 
gonaler Funktionen, sondern auch ein vollständiges System ist. 

Das bedeutet, daß eine beliebige Funktion y (x), die im gleichen Gebiet der 
Variablen definiert und den gleichen Grenzbedingungen unterworfen ist wie 
die Eigenfunktionen y,(z), als Reihe dieser Eigenfunktionen dargestellt wer- 
den kann 


vi) = I nynl®). (21, 13) 


Unter Zuhilfenahme der Orthogonalität der Funktionen. y, können wir die 
Koeffizienten c, bestimmen und damit die Reihe finden, die y(x) darstellt.!) 

Zu diesem Zweck multiplizieren wir (21, 13) mit y# (x) und integrieren über 
den ganzen Bereich: 


[wrte) v (@) de = Zonfyhle) vn (a) de. 


Infolge der Orthogonalität und Normierung der Funktionen y, werden die 
Integrale, die unter dem Summenzeichen stehen, gleich ö,,„ (vgl. 21,6) und 
somit 


[vr@ y(z) da = 2 Cndmn = Cm: 
Daraus erhalten wir, indem wir den Index m durch » ersetzen, 
6 = [vile) yi@) de. (21, 14) 


1) Wir beschränken uns auf den Hinweis der Methode zur Auffindung der Koeffi- 
zienten c,„ der Reihe (21, 13). Bezüglich der Vollständigkeit des Systems der ortho- 
gonalen Funktionen und der Konvergenz der die Funktion y(x) darstellenden Reihe 
vgl. [15]. Der Ausdruck „Vollständigkeit des Systems“ (mitunter sagt man „Abge- 
schlossenheit‘ des Systems) kann leicht durch folgende Überlegung verdeutlicht werden. 
Nehmen wir an, wir haben eine Folge orthogonaler Funktionen, die mit der Folge y„ 
übereinstimmt, aber beispielsweise die Funktion y, (n = 1) nicht enthält. Dieses System 
von Funktionen (yg,%Y3; ---, %, ...) wird wie das System (y,, %a, ---, %, ...)Orthogonal 
sein, aber nicht vollständig, da in ihm eine beliebige Funktion (und zwar hier y,) nicht 
als Reihe dargestellt werden kann. Der Beweis der Vollständigkeit eines Systems besteht 
gerade darin, das Fehlen solcher Auslassungen nachzuweisen, 
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Wenn wir also y und das System der orthogonalen Funktionen y, kennen, 
können wir alle Amplituden c, bestimmen, die in der Reihe (21, 12) vor- 
kommen. Ein Spezialfallsolcher Entwicklungen nach orthogonalen Funktionen 
sind die FouvrisRschen Reihen. 

Im Falle eines kontinuierlichen Spektrums findet die Entwicklung durch 
ein Integral statt, das einem FourıeErschen Integral gleicht. Und zwar ist 
in diesem Fall 


vie) = [e(D)yw, D)dL. (21, 15) 


Zur Ermittlung der Koeffizienten c(L) multiplizieren wir (21, 15) mit y*(z;L’) 
und integrieren über r: 


[vw 1) y(a)dz = [e(L)dL- [y*(z, L)y (w, L)dz 
= [e(D)dL- U’ —L)=c(L)). 


Vertauschen wir hier die Bedeutung der Zeichen ZL und L/’, so erhalten wir 
endgültig 
e(L) = [y*(«, D) y (e) de. (21, 16) 


Die von uns gefundenen Darstellungen einer beliebigen Funktion in Form 
der Entwicklungen (21, 13) und (21, 15) nach Eigenfunktionen von Opera: 
toren führen zu einer sehr wichtigen Schlußfolgerung: Ein beliebiger Zustand, 
der durch eine Wellenfunktion y (x) ausgedrückt ist, kann in der Form (21, 13) 
und (21, 15) durch Überlagerung von Zuständen dargestellt werden, die 
bestimmten Werten irgendeiner mechanischen Größe entsprechen. In der 
Tat sind die Zustände y, oder y(z, L) ihrer Definition nach Zustände, in 
denen eine gewisse mechanische Größe L einen bestimmten Wert Z, besitzt 
(oder L entspricht). Und die Ausdrücke (21, 13) und (21, 15) stellen y(x) 
als Summe (oder Integral) dieser Teilzustände dar. 


8 22. Die allgemeine Methode zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten 
von Meßresultaten 


Im Vorhergehenden wurde gezeigt, wie man den Mittelwert Z einer beliebigen 
durch einen Operator L dargestellten Größe findet und wie die möglichen Eigen- 
werte L,,L,,..., L,,... gefunden werden. Jetzt gehen wir dazu über, die 
Wahrscheinlichkeit dafür zu berechnen, daß in .einem Zustand y(z) als 
Ergebnis einer durchgeführten Messung der mechanischen Größe L der Wert 
L=L, festgestellt wird. Die Berechnung benutzt das Prinzip der Über- 
lagerung von Zuständen. Die Eigenfunktionen des Operators L mögen y,(z) 
sein. Auf Grund der Vollständigkeit und Orthogonalität dieser Funktionen 
können wir die Wellenfunktion y als Überlagerung 


Ye) = & CnYn(z) (22, 1) 
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darstellen. Für die konjugierte Funktion erhalten wir 
v’Yea)= 2m ynlR) (22, 1”) 
m 


(worin m die gleichen Werte durchläuft wie n). 
Setzen wir diese Ausdrücke für y und y* in die Formel für den Mittelwert 
der Größe L im Zustand y ein, so finden wir 


L= [y*- Lyde = Ich [wi Ly, de. (22, 2) 
n m 
Da y, Eigenfunktion des Operators L ist, so ist 
Ly, = LuYn- (22, 3) 


Unter Verwendung von (22, 3) und der Orthogonalität der Funktionen y,, 
und y, erhalten wir an Stelle von (22, 2) 


I= BIPH TER OR = PX SLR TER 
n m n 
d.h. . 
L= PA, L,. (22, 4) 
n 


Ferner erhalten wir, wenn wir (22, 1) mit (22, 1’) multiplizieren und über 
den ganzen Bereich integrieren, 


1 = [yryda = ZI che, [yayda= DL Rondmn = Zen]? 
m m 


oder 
al,’ (22, 5) 
n 


Bezeichnen wir andererseits mit w(L,) die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine 
beliebige Größe L einen der möglichen Werte L, annimmt, so erhalten wir 
auf Grund der allgemeinen Definition des Mittelwertes 


L=Yw(L)L, (22, 6) 
mit der Bedingung i 
DZw(L)=1. (22, 7) 
Der Vergleich von (22, 6) und (22, 7) mit (22, 4) und (22, 5) zeigt!), daß 
w(L,) = |]. (22, 8) 


ı) Für einen strengen Vergleich zwischen (22, 6) und (22,4) muß ein Operator unter- 
sucht werden, der eine Funktion von Z und bei Z= L„gleich 1 und bei L + L, gleich 0 
ist. Das Mittel eines solchen Operators ist nach (22,4) gleich |c„|? und nach (22,6) 
gleich W„, woraus folgt: |c„® = W,. 
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Die Wahrscheinlichkeit, den Wert einer Größe L gleich einem ihrer möglichen 
Werte L, zu finden, ist gleich dem Quadrat des absoluten Betrages der Amplitude 
des Eigenzustandes y,. Mit anderen Worten, diese Wahrscheinlichkeit wird 
durch die Intensität |c,|? bestimmt, mit der der Eigenzustand y, im Zustand 
y vertreten ist. 

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit für einen gewissen Wert einer 
Größe, die ein kontinuierliches Spektrum besitzt, gehen wir völlig analog wie 
im Falle des diskreten Spektrums vor. Und zwar zerlegen wir den zu unter- 
suchenden Zustand in die Eigenfunktionen y(z, L) des Operators L: 


y(z) = [e(Z) y(z, L)dL, (22, 9) 


wobei y(z, L) auf die ö-Funktion und |y]|? auf Eins normiert sind. 
Berechnen wir wieder den Mittelwert L im Zustand y: 


L= [y*-Lyda = [ [e*(L/) y*(@, L’)dL’- L[c(L) y(«, L)dLdz; 
da y(x, L) Eigenfunktion ist, so ist 
Ly(&,L)=Ly(sL). 


Setzen wir dieses Ergebnis in den vorhergehenden Ausdruck für Z ein und 
vertauschen die Reihenfolge der Integration, so erhalten wir 


L= [[e*(L’)e(Z) dL’dL- L[v* L’) y(z, L) dx 
und nach (2], 12) 
L= [[c*L’) e(bD)dL’daLLö(W —L). 
Auf Grund der Eigenschaften der ö-Funktion folgt hieraus 
I=/\ e(D)® LdL. (22, 10) 


Auf ähnliche Weise erhalten wir 
1= [y*yde = [dx [c*(1’) y*(x, L) dL’ « [etE) vie, D)dL 


= [fe*(D) e(L)dL’dL- ö(L’ — L)= [Ie(Z)|?aL, 
d.h. 
fleDPaL=1. (22, 11) 


Ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Wert einer beliebigen kontinuier- 
lich veränderlichen Größe zwischen Z und L + dL liegt, gleich w(L) dL, so 
ist auf Grund der allgemeinen Definition des Mittelwertes 

L=[w(L) LaL (22, 12) 
mit der Bedingung 

[ w(L)dL=1. (22, 13) 
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Vergleichen wir (22, 12) und (22, 13) mit (22, 10) und (22, 11), so erhalten wir 
w(L)dL = |c(L)|®dL. (22, 14) 


Auf diese Weise gelangen wir auch im Falle eines kontinuierlichen Spektrums 
zu einer statistischen Interpretation der Intensitäten |c(Z)|? der Eigen- 
zustände.!) 

Die oben angeführten Formeln gelten nur für eine reine Gesamtheit, die 
durch eine Wellenfunktion y(x) charakterisiert ist. Für eine gemischte Ge- 
samtheit müssen diese Formeln allgemeiner gefaßt werden. 

Wir nehmen eine gemischte Gesamtheit an, die aus reinen y,, %3, ..., 
%Y,, ... gebildet ist, dieim Verhältnis P,, P,,..., P,, ... vermischt sind. Wenn 
die Wahrscheinlichkeit, einen Wert L, einer gewissen Größe L zu finden, in 
der reinen Gesamtheit y, gleich w, (L,) ist, so wird die Gesamtwahrscheinlich- 
keit, L = L, in der gemischten Gesamtheit zu finden, gleich 


w(L,)= SP,w,(D). (22, 15) 


Auf ähnliche Weise erhalten wir für eine Größe, die ein kontinuierliches Spek- 


trum besitzt, 
w(L) dL = 2 PuWa (L) dL, (22, 16) 


wobei 

w(L,) = |%nl; w(Z) = |%(Z)]? (22, 17) 
ist. Darin sind c,„, bzw. c,(L) die Amplituden der Eigenfunktionen y, (x) 
bzw. y(x, L) in der Zerlegung von y,(x). Nach den Formeln (22, 15) und . 
(22, 16) ist der Mittelwert Z in einer gemischten Gesamtheit 


L=YPL (22, 18) 
a 


[Zu 2] 
worin Z, den Mittelwert von Z in der reinen Gesamtheit y, bedeutet: 


L, = [pt Lu,de. (22, 19) 


8 23. Die Bedingungen für die Möglichkeit einer gleichzeitigen Messung 
verschiedener mechanischer Größen 


Wir sahen, daß in der Quantenmechanik keine Teilchenzustände existieren, 
in denen der Impuls und die ihm entsprechende Koordinate gleichzeitig einen 
bestimmten Wert haben. In einer gleichen, sich gegenseitig ausschließenden 
Beziehung stehen auch viele andere Größen zueinander. Denn: Damit 


1) Wir bemerken, daß die Formel (22, 14) die Formel (12,4) für die Impulswahrschein- 
lichkeit als Spezialfall enthält. In der Tat ist c (p,, P,, P;) die Amplitude des Zustandes 
mit einem bestimmten Impuls, d.h. des Eigenzustandes des Impulsoperators. Daher be- 
sitzen c (2,, ?y, P,) und c (L)in (22, 14) einen analogen Sinn. Zum Übergang von (22,14) 
zu (12,4) genügt es, unter Z die drei Impulskomponenten p,, pP, pzund dementsprechend 
unter dL das Produkt dp, dp, dp, zu verstehen. 
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Zustände bestehen, in denen zwei Größen L und M gleichzeitig be- 
stimmte Werte besitzen, d.h. daß AL? und AM? = 0 ist, ist es erforderlich, 
daß die Wellenfunktion eines solchen Zustands eine gemeinsame Eigenfunk- 
tion der Operatoren L undM ist. Aber die Gleichungen 


Ly,=Ly, und My, = Myu (23, 1) 


für die Eigenfunktionen der Operatoren LundM besitzen im allgemeinen ver- 
schiedene Lösungen: y, # yy- 

Daher wird in den Zuständen y, mit einem bestimmten Wert von 
L(AZ = 0) die Größe M keinen bestimmten Wert haben (AM 2>0) und 
umgekehrt im Zustand y,, mit einem bestimmten Wert von M (AM: =0) 
die Größe L keinen bestimmten Wert (AL? >0). 

Nurin besonderen Fällen haben zwei Größen L und M gleichzeitig je einen 
bestimmten Wert (dazu muß y,, = y, sein). Es läßt sich zeigen, daß die Be- 
dingung dafür, daß zwei Größen L und M stets gleichzeitig bestimmte Werte 
besitzen, in der Vertauschbarkeit ihrer Operatoren L und M besteht. Anders 
gesagt, muß die Operatorgleichung!) 


LM =ML (23, 2) 


gültig sein. Ist dagegen 
LM +ML, (23, 3) 


so können die Größen L und M (von Ausnahmefällen abgesehen) nicht gleich- 
zeitig bestimmte Werte besitzen. 

Zwei Größen, die durch vertauschbare Operatoren dargestellt werden, kön- 
nen gleichzeitig bestimmte Werte annehmen und.sind deshalb — wenigstens 
im Prinzip — gleichzeitig meBbar. 

Zwei Größen, die durch nicht vertauschbare Operatoren dargestellt werden, 
können nicht gleichzeitig bestimmte Werte besitzen und sind deshalb nicht 
gleichzeitig meßBbar.2) 

Die Messung der einen dieser beiden Größen, der Größe L, führt zum Zu- 
stand y,. Messen wir in diesem Zustand M, so erhalten wir einen neuen 
Zustand y,,, der mit dem Ausgangszustand y, nicht übereinstimmt. Anders 
gesagt: Die Messung der einen der beiden Größen verändert den Zustand des 
Systems so, daB der Wert der anderen Größe unbestimmt wird. 

Wir sehen, daß auch im allgemeinen Fall ein Einfluß der Meßvorrichtung 
auf den Zustand des Systems besteht, ähnlich dem von uns früher (vgl. 88 14, 
15) untersuchten Beispiel der Messung von Impuls und Koordinate. Daher 
muß jede Vorrichtung, diein der Quantenmechanik zur Messung mechanischer 
Größen von Partikeln verwendet wird, sorgfältig untersucht werden, und 
zwar hinsichtlich der Bedeutung der mit ihrer Hilfe gewonnenen Meßergeb- 
nisse und hinsichtlich jener Zustandsänderungen des Systems, zu denen sie 
führen kann. Alle Urteile dogmatischer Art, die nicht auf einer exakten Ana- 
Iyse der benutzten Apparatur beruhen, können zu Fehlschlüssen führen. 


1) Siehe Anhang IV. 
2) Vgl. die Fußnote auf S. 90. 
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824. OPERATOREN DER KOORDINATEN UND IMPULSE VON PARTIKELN 
$ 24. Die Operatoren der Koordinaten und der Impulse von Partikeln 


Wenn wir die Wellenfunktion als Funktion der Teilchenkoordinaten auf- 
fassen, so ist der Operator der Teilchenkoordinate x die Zahl x selbst. Die 
Wirkung des Operators der Funktion F (x, y, z) von den Teilchenkoordinaten 
reduziert sich einfach auf die Multiplikation von y(x, y,z) mit F(z,y,2). 
Bei dieser Wahl der Variablen!) in der Wellenfunktion werden die Opera- 
toren der rechtwinkligen Koordinaten des Teilchenimpulses nach’ $ 13 fol- 
gende sein: d d d 
P,= than: u ee rer (24, 1) 


oder in vektorieller Form: beziay, (24,1) 


worin 9 der Operator des Gradienten (,Nabla-Operator‘‘) ist. 

Die Operatoren der Impulse und Koordinaten folgen bestimmten Ver- 
tauschungsrelationen, die das Rechnen mit ihnen sehr erleichtern. 

Es sei y(x, y, z) eine Wellenfunktion. Dann haben wir 


A BER ERS. 
x(p,y) = e|-i ar) = ihazn 
„09 .,_09y : 
P,(&y)= ih (ey) = he — ihy- 


Subtrahieren wir die zweite Zeile von der ersten, so finden wir 


(pP, — P,?) y- ihy, 


d.h.: 
zp,—-P.,t=ih (24, 2) 
und auf analoge Weise 
yP, —Pıy =ih, (24, 2‘) 
z2P, -Pp,2 =ih. (24, 2”) 


Diese Vertauschungsrelationen heißen die HEISENBERGschen Vertauschungs- 
relationen. 
Es ist leicht zu sehen, daß 


pP, - P,? = 0, (24, 3) 
YP;: — P.Y = 0, (24, 3) 
2p, — Pı2 = 0 (24, 3”) 


USW. 


1) Die Möglichkeit einer anderen Wahl unabhängiger Variabler in der Wellenfunktion 
wird in Kap. VII untersucht. 
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Auf ähnliche Weise lassen sich die allgemeineren Vertauschungsrelationen 
zwischen einer beliebigen Funktion F (x, y, 2) und den Impulsoperatoren fin- 
den. Und zwar ergibt sich 


0 
Fp,-p,F =ihz (24, 4) 
Or 
a ei (24, 4’) 
’ DE: -; [7 
Fp, — p,F AN ar (24, 4°) 


Aus den Beziehungen (24, 2) und (24,4) folgt, daß es keine Zustände gibt, 
bei denen der Impuls und die ihm zugeordnete Koordinate gleichzeitig be- 
stimmte Werte besitzen. Die Gleichungen (24, 2) und (24,4) drücken im 
wesentlichen die unssehon bekannte Unbestimmtheitsrelation in Operatoren- 
schreibweise aus. 

Bestimmen wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Operators der 
Impulskoordinate in Richtung einer Achse (z. B. der x-Achse)! Nach dem 
in $20 Gesagten besitzt die Gleichung für die Eigenfunktion des Impuls- 
operators.folgende Form: 

P:y =P,P (24, 5) 

worin p, den Eigenwert darstellt. Berücksichtigt man den Ausdruck für 
P., 50 erhält man 


., Iy ‚ 
a =PD,V- (24, 5’) 
Diese Gleichung ist leicht zu integrieren, und wir erhalten 
‚ Pxx 
Yn.(2) = Ne * (24, 6) 


worin N eine konstante Zahl ist. Damit diese Lösung überall endlich ist 
(Stetigkeit und Eindeutigkeit dieser Lösung sind offensichtlich), genügt es, 
daß p, eine beliebige reelle Zahl ist. Daher erhalten wir ein kontinuierliches 
Spektrum der Eigenwerte von p,: 


—-0o0<9,<+m. (24,7) 


Der Faktor N kann so gewählt werden, daß die Funktion y, auf die ö- 
Funktion normiert ist. Dazu muß N = (2rh)-!!?2!) gesetzt werden, so daß 
wir als endgültige normierte und orthogonale Eigenfunktionen des Opera- 


torsp, erhalten: ‚fat 


1 
en h 
Yp. (2) = (Orxh)'2 e ’ 


[v3.(%) v2.(2) de = d(p — P.): (24, 9) 
1) Siehe Anhang III, Formel (20). 
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$25. DER OPERATOR DES DREHIMPULSES EINER PARTIKEL 


d. h., die Eigenfunktionen y, des Impulsoperators sind ebene DE BrogLIEsche 
Wellen. Das kommt nicht unerwartet, denn daß die DE BrogLIEsche Welle 
ein Zustand mit einem bestimmten Wert für den Teilchenimpuls ist, war der 
eigentliche Ausgangspunkt der Quantenmechanik ($ 7, 12). 


8 25. Der Operator des Drehimpulses einer Partikel 


Unter dem Drehimpuls eines Teilchens (dem Moment der Bewegungsgröße) 
versteht man in der klassischen Mechanik das vektorielle Produkt aus dem 
Radiusvektor rt, der von irgendeinem gewählten Punkt (z. B. dem Kraft- 
mittelpunkt) zum Teilchen führt, und dem Impuls: 


m=rx}p. (25, 1) 


Inder Mechanik stellt diese Größe ein Bewegungsintegral im Zentralfeld dar. 
In der Quantenmechanik wird der Drehimpuls durch den Operator 


nm=rxp (25, 2) 


dargestellt, worin # der vektorielle Operator des Impulses (24, 1’) und r der 
Radiusvektor ist. Der Grund einer solehen Wahl für den Operator des Dreh- 
impulses liegt nicht nur in der äußeren Analogie mit dem klassischen Aus- 
druck (25, 1), sondern auch darin, daß die vom Operator m dargestellte Größe 
ebenfalls ein Integral der Bewegungsgleichungen in einem Feld von Zentral- 
kräften ist (vgl. $33) und Eigenschaften besitzt, die den Eigenschaften des 
Drehimpulses in der klassischen Mechanik analog sind. 

Die Operatoren der Projektionen des Drehimpulses auf die Koordinaten- 
achsen sind, dem Vektorprodukt (25, 2) entsprechend, 


mp pe=ihleg 25.) (25, 3) 


und der Operator des Quadrats des Drehimpulses ist schließlich 


m? = m? + m} + m? (25, 4) 


[6 0 \2 [0] ö.\® [) 8.2 
= —h: ne DENN 7ER Er En, „1 200 
w|(e,, Takalr- 3) + 9 25) 
Nunmehr bestimmen wir die Vertauschungsrelationen für die Komponen- 
ten des Drehimpulses. Wir werden diese Relationen später brauchen. Zu- 
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nächst können sie als Beispiel für die Methoden der Operatorenalgebra dienen. 
Wir berechnen den Kommutstor G = m,m, — m,m,. Wir setzen hier an 
Stelle von m, und m, ihre Ausdrücke nach (25, 3) ein. 
Berechnen wir zunächst m,m;; 
m,m, = (P.2 — P,2) (PzY — Pı?) 
=P:.@PzY — Pı2P:Y — P:%Pyt + Pı2Py? 
= YP.<P. — 2YPz — &P,Pı + ZPyP.% 


(da y und p,, p,; z und p,, p,; x und p,, p, vertauschbar sind). In ähnlicher 


Weise ist e ; 
m,m, = YP.,Pı” — 2YPz — ZP:Py + 2PyTP:- 


Subtrahieren wir die zweite Gleichung von der ersten, so finden wir 
m,m, — m,m, = yp;.(zP, — P;%) + 2P,(P.& — zP.)- 
Unter Verwendung von (24, 2) bekommen wir 
m,m, — m,m, =iih(yp, — Pp,2) = ihm,. 


‘ Vertauschen wir z, y, z zyklisch, so erhalten wir alle drei Vertauschungs- 
telationen: 


m,m, — m,m, = ihm,, (25, 5) 
m,m, — m,m, =ihm,, (25, 5’) 
m,m, — m,m, = ihm,. (25, 5”) 


Die Operatoren der Komponenten des Drehimpulses sind somit nicht vertauschbar. 
Dagegen ist jede Komponente des Drehimpulses mit dem Quadrat des Dreh- 
impulses vertauschbar: 


m m? — mm, =0, (25, 6) 
m,m? — mm, =, (25, 6’) 
m,m? — m?m, = 0. (25, 6”) 


Die Beweisführung überlassen wir dem Leser. 

Aus diesen Vertauschungsrelationen folgt, daß die Komponenten m,, m,,, 
m, des Drehimpulses nicht gleichzeitig gemessen werden können. In einem 
Zustand, in dem eine der Komponenten einen bestimmten Wert besitzt 
(Am: = 0), besitzen die beiden anderen Komponenten keinen bestimmten 
Wert (Am? > 0, Am! > 0).!) Dagegen können eine beliebige Komponente 
und das Quadrat des Drehimpulses gleichzeitig gemessen werden. 

Wir bestimmen jetzt die möglichen Werte der Komponenten des Dreh- 
impulses in irgendeiner willkürlich gewählten Richtung und die möglichen 
Werte für den „Betrag‘‘ des Drehimpulses (genauer, die Werte von m?). Zur 


1) Eine Ausnahme bildet der Fall m = 0, für den m, =m, =m, = 0Ogilt. 
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praktischen Lösung dieser Aufgabe führt man Polarkoordinaten ein, indem 
man eine Richtung als z-Achse wählt. In diesem Koordinatensystem ist 


z=rsindcosp, y=rsindsing, z=rcosd, (25, 7) 


worin 9 den Winkel zwischen der z-Achse und dem Radiusvektor r und p den 
in der zy-Ebene von der x-Achse aus gezählten Winkel bedeuten. 

Die etwas umständliche Umrechnung der Formeln (25, 3} von kartesischen 
Koordinaten auf Polarkoordinaten führt zu folgendem Ergebnis: 


ö ö 

Sale ö 25,8 
m,= +ih (sin FR) + cotgd cosp 3) ( ) 
= —ihle — cotgd sin ca (25, 8°) 

m, = —ih| 008955 g p 35)’ ; 
FE, „ 
m, = SENSE 5 (25, 8”) 
m= -RV5o (25, 9) 


worin \5,, der sogenannte LarLacksche Operator für die Kugelfläche ist: 


1 0 9 ir 
es TIER 
v7 ind 58 30 (eins ») + an 099%" we) 


Da die Operatoren (25, 8) und (25, 9) nur auf die Winkel d, wirken, so_ 
genügt es, die Wellenfunktion in Abhängigkeit von diesen Winkeln zu be- 


trachten, d.h. 
y=y(,pY). (25. 11) 


Die Gleichung für die Bestimmung der Eigenwerte des Operators m? ist laut 
(20, 2) (wir nehmen darin L = m?, L = m? an) 


my = my. (25, 12) 


Entnehmen wir hier m? aus (25, 9), und setzen wir 


ma 
ae (25, 18) 
so erhalten wir die Gleichung (25, 12) in der Form 
l 0) Oy L 
sind 98 (sind 3) + ms .. +Ay=0. (25, 14) 


Diese Gleichung müssen wir für den ganzen Bereich der Variablen 9, 
ge <sA<srn,0SsSp=<2n) lösen, wobei die uns interessierenden Lösungen 
endlich, stetig und eindeutig sein müssen. Die Gleichung (25, 14) ist die 
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Differentialgleichung für die Kugelflächenfunktionen. Näheres über diese 
Funktionen und die Auflösung der Gleichung (25, 14) ist im Anhang V ge- 
bracht. Hier beschränken wir uns auf eine kurze Zusammenfassung. 

Es ergibt sich, daß Lösungen dieser Gleichung, die den gestellten Be- 
dingungen genügen, nicht bei allen Werten von A möglich sind, sondern nur, 
wenn 


A=ll+1), (25, 15) 


worin l eine ganze positive, Zahl ist. 
Bei einem jeden solchen Wert von l existieren 2! + 1 Lösungen, die Kugel- 
funktionen darstellen. Wir bezeichnen sie folgendermaßen: 


( — |m|) !(2!+ 1) m im 
Yı,m(d, 9) = ) Eat !(cosd) eimv, (25,16) 


worin m eine ganze Zahl ist, die auf folgende Werte beschränkt ist: 
m=0, +L +23 .., +5 !=0,1,2,3,... (25,17) 


(insgesamt 2! + 1 Werte). Durch das Zeichen |m| ist der absolute Betrag der 
Zahl m angegeben. Die Funktion P|”! (cos®) ergibt sich wie folgt: 


Im 
PN)? 


em Pie), € = c08%, (25, 18) 
wobei P,(£) ein sogenanntes LEGENDRESsches Polynom ist: 
P(&\ = 1 dr 1) 92 
ı(d) = za ak — 1]: (25, 19) 


Der Faktor, der vor P}"! steht, ist so gewählt, daß die orthogonalen Funk- 
tionen Y,,m auf der Kugeloberfläche auf Eins normiert sind, d.h. 


n2n 


[ [Tim Yım sind dd do = dr Om m» (25, 20) 
00 


(Die Koordinaten 9 und ® bezeichnen Punkte auf der Kugeloberfläche. Das 
Element der Kugeloberfläche ist gleich sind dd dp). 

Wir verwenden nun diese Resultate für die Lösung unserer Aufgabe. Wie 
bereits gesagt, besitzt die Gleichung (25, 14) nur bei den Werten A=[(l +1) 
eindeutige und endliche Lösungen. Daher werden die Eigenwerte des Opera- 
tors des Quadrats des Drehimpulses folgende sein: 


m; = kl +1) (25, 21) 
und die entsprechenden Eigenfunktionen 
Yım(d,9)= Ym(d,9), m=0, +1, ..., +I. (25,22) 
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Dem Eigenwert m? (25, 21) entsprechen insgesamt 2! + 1 Eigenfunktionen, 
die sich durch den Wert der Zahl m voneinander unterscheiden. Wir haben 
es also mit einem Fall von Eniartung (siehe $ 21) zu tun. Das Wesen dieser 
Entartung ist leicht zu erkennen, wenn man berücksichtigt, daB die Eigen-. 
funktionen des Operators des Quadrats des Drehimpulses m? zugleich auch 
Eigenfunktionen des Operators m, der Komponente des Drehimpulses in der 
z-Richtung sind. Die Gleichung für die Eigenfunktionen des Operators m, 
ist ja 

my=m,y. (25, 23) 


Setzen wir m, aus (25, 8”) ein, so erhalten wir 


oy 
— ih —— Ey =m,y. 


Setzt man hier y ein und berücksichtigt man, daß y„ proportional ei”r 
ist, so findet man 


— ih imyım = M,Yıms 


d. h., die Gleichung (25, 23) wird durch die Funktion y, erfüllt, wobei die 
Eigenwerte des Operators m, folgende sind: 


m,=hm, m=0, +], ., #Il. (25, 24) 


Daraus folgt, daß bei gegebenem Quadrat des Drehimpulses m?(l ist auch 
gegeben) die Zustände y,m, die sich durch den Index m voneinander unter- 
scheiden, Zustände mit verschiedenen z-Komponenten des Drehimpulses dar- 
stellen. 

Das von uns erhaltene Resultat zeigt, daß die möglichen Werte der abso- 
luten Größe des Drehimpulses und die möglichen Werte seiner Projektionen 
auf eine beliebige z-Achse (25, 24) gequantelt werden. In der Natur können 
keine anderen als die angeführten Werte realisiert werden. In Zuständen, 
bei denen m? und m, bestimmte Werte annehmen, besitzen m, und m, keinen 
bestimmten Wert (mit Ausnahme des Falles ! = 0, wo dann m®= m, = m, 
= m, = 0), da die Funktionen (25, 22) keine Eigenfunktionen der Opera- 
toren m, und m, (25, 8), (25, 8') sind, wovon man sich unmittelbar über- 
zeugen kann. Das geht auch daraus hervor, daß m,, m, und m, nicht ver- 
tauschbar sind. 

‚Selbstverständlich verhalten sich die für m, und m, möglichen Werte genau- 
so wie die für m, (25, 24), denn die z-Richtung ist durch nichts ausgezeichnet. 
Um sich von der Richtigkeit unserer Behauptung zu überzeugen, braucht.man 
sich nur vorzustellen, daß die x-Achse oder y-Achse als Polarachse gewählt 
wurden. Wenn wir iin diesem Falle m, bzw. m, messen würden, bekämen wir 
immer wieder einen der Werte vonhm(m =0, +1, #2, ..., + 2), aber dabei 
entstünde ein neuer Zustand mit einem bestimmten Wert, angenommen 
z.B. m,. Das wäre dann ein Zustand mit unbestimmten m, und m,, d.h,, 
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gleichzeitige Messungen der Komponenten des Drehimpulses schließen sich 
gegenseitig aus: Die Messung einer Komponente macht den Wert der anderen 
unbestimmt. 

Wir weisen auf eine weitere Symmetrieeigenschaft der Eigenfunktionen 
von Drehimpulsoperatoren hin. Die Operation der Inversion, die in der Er- 
setzung der Koordinaten x,y, 2 durch —x, —y, —z besteht (Spiegelung am 
Ursprung), entspricht der Ersetzung der Kugelkoordinaten r,9,@ durch 
r,n—6,@. Bei dieser Koordinatentransformation gehen e'® in eim'«+9) — 
= (— 1) eim» und PIP! (cosd) in PlP! (— cos#) = (— 1)!*!mi Pim!(cos®) über 
[vgl. (25, 18), (25, 19)]. Ym(®, @) geht also in (— 1)! Y,„ (9, 9) über, wird also 
unabhängig von m mit (— 1)’ multipliziert. Die Operation der Inversion führt 
damit zur Multiplikation der Wellenfunktion mit +1 bei geradem ! und mit 
—1 bei ungeradem /. 

Man sagt, daß Zustände mit (— 1)? = +1 (gerades !) positive Parität und 
Zustände mit (— 1)’ = — 1 (ungerades /) negative Parität besitzen. 

Wir weisen darauf hin, daß der Begriff der Parität für allgemeinere Zustände 
als solche mit vorgegebenem Drehimpuls definiert werden kann ($ 105). 


826. Der Operator der Energie und der Hamıtrtonoperator 


a) Der Operator T der kinetischen Energie. Experimentell ist erwiesen, daß die 

kinetische Energie von Partikeln in gleicher Weise mit dem Impuls zusammen- 

hängt, wie das bei den makroskopischen Körpern!) der Fall ist, d.'h., die 

kinetische Energie 7 eines Teilchens mit der Masse # und dem Impuls » ist 

gleich p2 1 

EEE 2 2), 

| 775 2. Pet Pr + Pe) (26, 1) 

Diese Erfahrungstatsache veranlaßt uns, den Operator der kinetischen 
Energie wie folgt zu schreiben: 

T- = (ptp+p. (26, 2) 

D) u % u z y z ’ 
Setzen wir hier für die Operatoren p,, p, und p, die Werte aus (24, 1) ein, so 
finden wir 
T= — — ra (26, 2‘) 


0° 0° 0° 
TEE + I + 32) Auf Grund 
dieser Auswahl werden die Eigenwerte des Operators T gleich (26, 1) sein, 


wenn man p,, ?y, ?, als die Eigenwerte der Impulsoperatoren p,, p, und p, 
betrachtet. 


worin 9? der LarLaokoperator ist | Y? = 


4) Dieser Umstand ist übrigens in den DE BRocLIkschen Grundbeziehungen bereits 
verwertet (siehe $ 7). 
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Die Gleichung für die Eigenfunktionen y (x, y, z) des Operators T lautet 
Ty=Ty. (26, 3) 


Sie wird durch eine Funktion erfüllt, die eine ebene DE BrocLıIEsche Welle 


darstellt: Pet Pu Y+peZ 


1 
vr y2) = on ® 3 ; (26, 4) 


Diese Funktion ist auch die Eigenfunktion der Impulsoperatoren, so daß die 
kinetische Energie 7 gleichzeitig mit den Impulsen »,, p, und p, meßbar ist 
(selbstverständlich sind die Operatoren T, p,, p, und p, untereinander ver- 
tauschbar). Der Operator T kann leicht in einem beliebigen krummlinigen 
Koordinatensystem dargestellt werden. Dazu genügt es, den LAPLAck- 
operator 9? in dem betreffenden Koordinatensystem aufzuschreiben. Im 
Polarkoordinatensystem z. B. erhält der Operator 9? die Form 


2 
yi- 10 (r ö ) id Vo» (26, 5) 


ror\ Ar r? 
wofür %,, aus (25, 10) zu entnehmen ist. 
Setzen wir Y? äus (26, 5) in (26, 2’)-ein und berücksichtigen wir (25, 9), so 
erhalten wir 
m? 
"Zur ’ 


T=-T,+ (26, 6) 


worin m? der Operator des Quadrats des Drehimpulses und T, gleich ist: 


" 18 [,9 


Der Operator T, kann als Operator der kinetischen Energie betrachtet 
2 


werden, die der Bewegung längs des Radiusvektors entspricht, während = 
der Operator der kinetischen Energie der Transversalbewegung ist.!) an 


b) Der Operator H der Gesamienergie. Wir bemerken vor allem, daß der 
Operator U der potentiellen Energie, da letztere nur eine Funktion der 
Teilchenkoordinaten x, y, z ist, einfach gleich U (x, y, z) ist. In der klassischen 
Mechanik ist die Gesamtenergie gleich der Summe der potentiellen und der 
kinetischen Energie. 

Ingleicher Weise ist in der Quantenmechanik der Operator, der die Gesamt- 
energie darstellt, gleich der Summe der Operatoren der kinetischen und der 


potentiellen Energie, d. h. 
: H=T + U(z, y, 2). (26, 8) 


1) (26,6) entspricht der Darstellung der kinetischen Energie in der klassischen Mecha- 
nik in der Form 
pm 


Den Zur’ 


wobei p, die radiale Impulskomponente ist. 
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Die Form der potentiellen Energie U(z, y,z) wird wie in der klassischen 
Mechanik experimentell bestimmt und kennzeichnet ein auf das Teilchen ein- 
wirkendes Kraftfeld. 

Wir bemerken, daß in der Quantenmechanik nicht gesagt werden kann, die 
Gesamtenergie sei die Summe der kinetischen und potentiellen Energie. 
Die kinetische Energie ist eine Funktion der Impulse, die potentielle eine 
Funktion der Koordinaten. 

Wie wir wissen, gibt es keine Zustände quantenmechanischer Gesamtheiten, 
in denen Impulse und Koordinaten gleichzeitig definierte Werte annehmen. 

Man kann daher die Gesamtenergie nicht messen, indem man die kinetische 
und die potentielle Energie getrennt mißt.!) 

Die Gesamtenergie muß unmittelbar als Ganzes gemessen werden. Die 
möglichen Werte der Gesamtenergie eines Teilchens hängen von der Art von 
U (z2,y,z) ab, d.h. von der Art des Teilchens und vom Kraftfeld, in dem es 
sich bewegt. Das Auffinden dieser Werte stellt eine der wichtigsten Aufgaben 
der Quantenmechanik dar und wird später behandelt werden: 

Die gesamte, durch Impulse und Koordinaten ausgedrückte Energie nennt 
man in der klassischen Mechanik die Hammtronfunktion. Wir haben den 
Operator T der kinetischen Energie durch die Impulsoperatoren (mit Hilfe 
von (26, 2)) dargestellt und werden daher den Operator H auch als Operator 
der HamrrTonfunktion oder, kürzer, als HAmILTonoperator bezeichnen. 


$ 27. Der HammLTonoperator 


Der Begriff des HamıLTonoperators läßt sich auch auf nichtkonservative 
Systeme ausdehnen. Er ist daher etwas allgemeiner als der Begriff der mecha- 
nischen Energie. 

In der klassischen Mechanik bestehen einfache Regeln für die Aufsteiliise 
eıner Hamıwronfunktion. Ihre Form wird durch die Natur des mechanischen 
Systems, d. h. die Natur der Teilchen und durch ihre Wechselwirkung unter- 
einander und mit dem äußeren Feld bestimmt. Kennt man diese HamILTon- 
funktion, so lassen sich leicht die Bewegungsgleichungen für ein beliebiges 
Koordinatensystem finden. 

Ähnliche Regeln für die Aufstellung des HamILTonoperators bestehen auch 
in der Quantenmechanik. 

Wir beschränken uns vorläufig auf die Untersuchung der Bewegung eines 
einzelnen Teilchens in einem äußeren Kraftfeld und werden erst später ($ 102) 
die HamıtTonfunktion für ein Teilchensystem untersuchen. 

Zwei wichtige Fälle müssen unterschieden werden, daß die Kräfte nicht 
von der Teilchengeschwindigkeit abhängen und daß sie von ihr abhängig 
sind. Im ersten Falle ist die Kraft nur eine Funktion der Teilchenkoordinaten 


1) Die Operatoren T und U sind natürlich nicht miteinander vertauschbar, wovon man 
sich leicht überzeugen kann, wenn man die Vertauschungsregel (24,4) anwendet. Daraus 
folgt, daß T und U nicht gleichzeitig für den gleichen Zustand y definiert werden können. 
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und der Zeit und kann als der Gradient einer Funktion U (z, y, z, t) dargestellt 
werden, die wir als Potential!) bezeichnen werden: 


5 = —- YUlz,y,z, t). (27, 1) 


Hängen die Kräfte nicht von der Zeit ab, so ist U (x, y, z) nichts anderes als die 
potentielle Energie des Teilchens. In diesem Fall stimmt die HamıLTonfunktion 
mit der gesamten Teilchenenergie überein und ist gleich 7’ + U (x, y, z). Der 
entsprechende HAMILToNoperator ist dann (26, 8) und stimmt mit dem Ope- 
rator der Gesamtenergie überein. Im allgemeineren Fall ist die HAMILToN- 
funktion die Summe der kinetischen Energie T und des Potentials U: 
H=T+U(y,x,2,t). Da U jetzt nicht mehr die potentielle Energie ist, so 
istauch H nicht mehr die Gesamtenergie des Systems. 

In voller Analogie mit dem klassischen Ausdruck der HamILTonfunktion 
bildet man in der Quantenmechanik den HAMmILToNoperator in diesem Falle 


in der Form 
H=T+ Ui, y, 2, t), (27, 2) 


worin U das Potential ist. 

Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, in dem die Kräfte von der Teilchen- 
geschwindigkeit abhängen. Die einzigen in der Mikrowelt bekannten Kräfte 
dieser Art sind die im elektromagnetischen Feld bestehenden Kräfte (die 
Lorentzkraft). Es genügt daher, die Hamırtonfunktion für die Bewegung 
eines geladenen Teilchens (mit der Ladung e und der Masse ı) in einem be- 
liebigen elektromagnetischen Feld zu untersuchen. 

Wie aus der Feldtheorie bekannt ist, kann ein beliebiges elektromagne- 
tisches Feld & (elektrische Feldstärke) und 59 (magnetische Feldstärke) mit 
Hilfe eines skalaren Potentials V und eines Vektorpotentials Y beschrieben 
werden, wobei 


194 
H= rot. (27, 4) 


Die klassische HamıLTonfunktion H, die zu richtigen Gleichungen für die 
Bewegung in einem elektromagnetischen Feld führt, hat die Form 


ee, (27, 5) 
=, (# c ae ’ 


worin P (p,, ?,, ?,) der Vektor des verallgemeinerten Impulses ist [so daß 


P— u = u», wobei v die Teilchengeschwindigkeit, aber p + u ist!?)] 


1) Wir bemerken noch, daß wir bei der Darstellung der Kraft als Gradient von U 
Wirbelfelder ausschließen (wo rot % + 0 ist). Kräfte solcher Art, die nicht von der 
Geschwindigkeit abhängen, sind jedoch in der Mechanik der Partikeln (Mikroteilchen) 
unbekannt. 

2) Siehe Anhang VI. 
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Es ergibt sich, daß wir in der Quantenmechanik den richtigen HAMILTON- 


operator erhalten, wenn wir unter: p den Impulsoperator = — ih\Y ver- 
stehen, d. h., der HamıtLTonoperator ist in diesem Falle 


Bee hey 27,6 

= 2u c e be ( ’ ) 

Sind außer den elektromagnetischen Kräften noch andere, durch das Poten- 

tial U gekennzeichnete Kräfte vorhanden, so wird der allgemeine Ausdruck 
für den HAMILTONoperator 


1 2 
=. #20) eye (27,7) 
2u c 
2 
Wir entwickeln jetzt den Operator (v _ <a) . Wir erhalten 
er \2 e 5 e ® e 2 > 
Auf Grund der Definition für die Multiplikation von Operatoren ist 
2 
e e e e e e? 
(r. ve A.) = (r. > “4, (r- = c A.) =p; u PA: 25 GizP: zu ce? A. 
Ferner haben wir aut Grund von (24, 4): 


OA, 
Oz 


PA, A,P: =-ih 


und daher 


2e ihe 0A, -d . 
(44) = Ant ent ae 


Machen wirdasselbe mit den beiden übrigen Gliedern von (27, 8) und addieren 
die Resultate, so finden wir 


EEE El DE IHE NE Zen FW+eV/ +U. (27,9) 


Der Operator an SR er oder der a wird, wie aus dem in 
diesem und vorhergehenden Paragraphen Besprochenen hervorgeht, durch 
zwei Umstände bestimmt: 1. durch die Natur des Teilchens (im allgemeinen 
Fall des Teilchensystems (vgl. $ 102)) und 2. durch die Natur der auf das 
Teilchen einwirkenden Felder. 

Dieser Operator ist für die Mechanik von grundsätzlicher Bedeutung, da 
wir im Grunde genommen bei seiner Wahl mathematisch alle Besonderheiten 
des zu untersuchenden Systems formulieren. 

Insbesondere ist die Zahl der unabhängigen Variablen, die in der HAMILTON- 
funktion vorkommen, der Definition nach gleich der Zahl der Freiheitsgrade 
unseres Systems. 
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827. DERHAMILTONOPERATOR 


Eine erfolgreiche Lösung der Aufgabe, in der die theoretischen Schluß- 
folgerangen mit dem Versuch übereinstimmen, wird bereits durch die richtige 
Wahl des HamıLToxoperators vorherbestimmt (d. h. inwieweit alle wichtigen 
Wechselwirkungen berücksichtigt wurden!). 

Gewöhnlich nimmt man im HAMItLToXoperator als unabhängige Variable 
die kartesischen Teilchenkoordinaten, da gerade bei dieser Wahl der Variablen 
die Operatoren der Wechselwirkung (z. B. die Potentialdifferenz) am ein- 
fachsten (zahlenmäßig) ausgedrückt werden und der Operator der kinetischen 
Energie ein verhältnismäßig einfacher Differentialoperator zweiten Grades ist. 
Es ist aber auch eine andere Auswahl der unabhängigen Variablen möglich.) 

Um in einem verallgemeinerten Koordinatensystem gı 9, 9a den Ausdruck 
für den HAmILToXoperator zu erhalten, genügt es, den im kartesischen 
Koordinatensystem erhaltenen HamttTonxoperator auf Grund der üblichen 
Regeln der Differentialrechnung in dieses System umzuformen (ein Beispiel 
einer solchen Umformung gibt die Formel (26, 5)). Die Form des HAMILTON- 
operators im krummlinigen Koordinatensystem steht in keinem so einfachen 
Zusammenhang mit der klassischen HamitTonfunktion, wie das im kar- 
tesischen Koordinatensystem der Fall war (Ersatz von p durch den Opera- 
tor P). Das ist kein Zufall. Das kartesische Koordinatensystem ist in der 
Quantenmechanik vor allen anderen Koordinatensystemen dadurch aus- 
gezeichnet, daß in ihm die kinetische Energie durch die Summe der Quadrate 
der Impulskomponenten ?,, ?,, p, ausgedrückt wird, so daß wir durch Mes- 
sung des Impulses die kinetische Energie berechnen können. 

In einem krummlinigen Koordinatensystem wird die kinetische Energie 
durch eine quadratische Funktion der verallgemeinerten Impulse p; aus- 
gedrückt: 


3 
T = 2 19, g2 > g3) Pi Pk; (27, 10) 
\,k= 


wobei die Koeffizienten @a;, Funktionen der Koordinaten sind. Die Messung 
von 9 (k = 1, 2, 3) bestimmt noch nicht die kinetische Energie, da außerdem 
noch die a;; bekannt sein müssen. Die letzteren sind Funktionen der Ko- 
ordinaten gı(k = 1, 2, 3) und können daher nicht gleichzeitig mit den Im- 
pulsen 9: bestimmt werden. Somit ist nur im kartesischen Koordinaten- 
system die Messung der Impulse zugleich eine Messung der kinetischen 
Energie.?) 


1) Besitztdas Teilchen einen „Spin“ (vgl. $$ 58, 59, 60), so tritt im HAmıLToXoperator 
zu den Koordinaten noch die Spinvariable hinzu. 

3) Über die Gleichungen der Quantenmechanik in einem krummlinigen Koordinaten- 
system siehe Nachtrag VII. 
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IV. Über die zeitliche Änderung von Zuständen 


8 28. Die Schröpineergleichung 


Es sei in irgendeinem Zeitpunkt (t = 0) eine Wellenfunktion y (x, 0) gegeben, 
die den Zustand einer Teilchengesamtheit beschreibt (in dem einzigen Buch- 
staben x sollen im folgenden alle Teilchenkoordinaten zusammengefaßt sein). 
Mit Hilfe dieser Wellenfunktion können wir die Wahrscheinlichkeit der Meß- 
ergebnisse für die verschiedenen mechanischen Größen in einer Teilchen- 
gesamtheit im Zeitpunkt t = 0 berechnen, die sich im Zustand y(zx, 0) be- 
findet. In diesem Sinne sagen wir, daß die Wellenfunktion y (x, O) den Teilchen- 
zustand im Moment ti = 0 definiert. 

Wir denken uns jetzt die Messungen nicht im Zeitpunkt it = 0, sondern zu 
einem späteren Zeitpunkt ti > 0 durchgeführt. Während des Ablaufs dieser 
Zeit wird sich der Zustand des Teilchens (im allgemeinen Fall des Teilchen- 
systems) ändern. Er wird durch eine neue Wellenfunktion dargestellt werden, 
die wir mit y (x, t) bezeichnen. Wie wir wissen, ändert sich die Wellenfunktion 
auch durch den Vorgang der Messung (‚Reduktion des Wellenpaketes‘‘, vgl. 
8 17). Jetzt setzen wir voraus, daß im Zeitintervall von ? = 0 bis zu dem Zeit- 
punkt t keine Messungen vorgenommen werden, so daß es sich nur um Zu- 

'standsänderungen handelt, die ausschließlich durch die Bewegung des Teil- 
chens (oder Teilchensystems) selbst, ohne Einwirkung irgendeiner Meß- 
vorrichtung hervorgerufen werden. 

Wie hängen in einem solchen Falle die Wellenfunktionen y(x,t) und 
y(x, 0) zusammen? 

Da die Wellenfunktion eine reine Gesamtheit vollständig charakterisiert, 
so muß sie auch ihre weitere Entwicklung beschreiben. Diese Forderung drückt 
das Kausalitätsprinzip in seiner Anwendung auf die Quantenmechanik aus.!) 
Mathematisch bedeutet das, daß aus der Wellenfunktion y(x, 0) fürt = 0ein- 
deutig die Wellenfunktion y(x, t) für einen späteren Zeitpunkt hervorgehen 
muß. 


ı) Wir lassen die Frage offen, inwieweit diese allgemeinübliche Formulierung des Kau- 
salitätsprinzips die einzig mögliche ist. Möglich ist auch eine solche Fragestellung, bei 
der die Lösung nicht durch die Anfangsdaten definiert, sondern durch Bedingungen 
charakterisiert wird, die sich sowohl auf die Vergangenheit wie auf die Zukunft beziehen, 
so daß wir die Aufgabe der Bestimmung der Eigenlösungen in Raum und Zeit vor uns 
haben. 
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$28. DIE SCHRÖDINGERGLEICHUNG 


Betrachten wir die Funktion y im Zeitpunkt At, der t = 0 unendlich nahe 
ist. Dann ist Be 
ya, At) = y(,0) + () Ast, 

t=0 
dy(z,t) 


Nach dem Gesagten muß | ET, 


durch y(x, 0) bestimmt sein, d.h. 
t=0 


.Oyplz,t)\ _ 
Fr) ie 0) ya, 0), 


worin L(z, 0) einen gewissen Operator darstellt, der auf y(x, 0) angewendet 


0 


werden muß, um ar zu erhalten. 
i=0 
Da der Zeitpunkt t = 0 ganz willkürlich gewählt ist, erhalten wir 


an — L(z,t) y(z, 2). (28, 1) 


Die Form des Operators L, der als der Operator der zeitlichen Verschiebung 
bezeichnet werden kann, läßt sich aus den früher dargelegten Grundsätzen 
der Quantenmechanik nicht ableiten und muß neu postuliert werden. 

Jedoch können wir sagen, indem wir uns dabei auf das Überlagerungs- 
prinzip berufen, daß dieser Operator linear sein muß. Ferner kann der 
Operator L weder zeitliche Differentialquotienten noch Zeitintegrale ent- 
halten. Würde er den ersten Differentialquotienten nach t enthalten, so würde 
das bedeuten, daß der Operator L nicht der Operator ist, den wir erhalten 
wollen: Der Operator drückt den ersten Differentialquotienten nach i von 
y(z,t) aus. Enthielte er höhere Differentialquotienten von t, so würde (28, 1) 
eine Gleichung höheren als ersten Grades für y sein, und folglich müßte man, 
für die Bestimmung des Zustands in späteren Zeitpunkten, bei t = 0 nicht 


nur y(z, 0), sondern auch die zeitlichen Differentialquotienten von y: (F ) 
(5 B t Jo 


ar kennen, d.h., die Wellenfunktion würde den Zustand des Systems 
0 


nicht definieren. Das aber widerspricht unserer Grundvoraussetzung (y de- 
finiert den Zustand des Systems eindeutig). Das Auftreten eines Integrals 
über die Zeit würde bedeuten, daß für eine spätere Zeit der Wert von y im 
ganzen Zeitabschnitt maßgebend wäre, d. h., daß die Gesamtgeschichte des 
Prozesses eine Rolle spielt. Daher kann L die Zeitvariable t nur als Parameter 
enthalten. 


1) So ist z.B. die Gleichung für die Schwingungen einer Saite eine Gleichung zweiten 
Grades in bezug auf die Zeit. Zur Ermittlung des Zustandes einer Saite im Augenblick 
t= 0 muß man nicht nur die Abweichung a(z, t) der Saite für £ = 0, sondern auch die 


Geschwindigkeit = ihrer Punkte bei i = 0 kennen. 


101 


IV. ÜBER BIE ZEITLICHE ÄNDERUNG VON ZUSTÄNDEN 


Die Gleichung (28, 1) ermöglicht es, aus der ursprünglichen Wellenfunktion 
y(z,0) die Funktion y(z, t) zu finden. Damit kann die Wahrscheinlichkeit 
der verschiedenen Meßresultate im Zeitpunkt it vorausgesagt werden, wenn 
im Intervall von t = 0 bis t das System keinerlei zusätzliche Einwirkungen 
erfuhr, insbesondere keiner Messung unterzogen wurde. 

Die Veränderung der Wellenfunktion, die bei Messungen eintritt (die „‚Re- 
duktion“‘), wird nicht durch eine Differentialgleichung beschrieben, sondern 
geht unmittelbar aus dem Meßresultat hervor (vgl. $ 17). 

Die richtige Wahl des Operators L ergibt sich aus der Untersuchung der 
freien Bewegung mit einem bestimmten Wert p für den Impuls. Für eine 
solche Bewegung ist die Wellenfunktion eine DE BrocLizsche Welle: 


i 
ER (Et-Pz2-PyY - Paz) 


y(z,y,2,t) = Ne 9 
worin 
EB -_PE+RA+E 
2u i 


Ein unmittelbarer Ansatz zeigt, daB diese Welle der Gleichung 
Oy _ ih 


SR. 
[0]; 2u 


genügt. Diese Gleichung kann auch in folgender Form geschrieben werden: 


wenn man unter H den Hamıtronoperator für die freie Bewegung des Teil- 
chens versteht: 


Daraus folgt, daß für die freie Bewegung der Verschiebungsoperator 


1 

ist. 
In der Quantenm: hanik wird dieses spezielle Ergebnis verallgemeinert. Es 

wird angenommen. daß der Verschiebungsoperator L stets 

1 

L=—H 28, 

= (28, 2) 
ist, worin H der HaMILToNXoperator ist, dessen Form für. verschiedene Fälle 
in $27 untersucht wurde. 
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$28. DIE SCHRÖDINGERGLEICHUNG 


Unter Berücksichtigung dieser Forderung kann die Gleichung (28, 1) für 
die Wellenfunktion y wie folgt geschrieben werden: 


men Hy. (28, 3) 


Diese Gleichung heißt ScHRÖöDINGERgleichung. Sie stellt eine aer Grundlagen 
der Quantenmechanik dar!) und findet ihre Begründung weniger in den 
theoretischen und historischen Umständen, die zu ihrer Aufstellung führten, 
als in der Übereinstimmung mit der Erfahrung. 

Ausführlicher geschrieben lautet die ScHRöDINgERgleichung (28, 3), unter 
der Voraussetzung, daß kein Magnetfeld vorhanden ist und unter Berück. 
sichtigung des Ausdruckes für den Operator H (vgl. (27,2) und (26, 2’)): 


h2 
I ,, Vy + Uanzdy. (28, 4) 


(Wenn ein Magnetfeld vorhanden ist, muB H aus (27, 9) entnommen werden.) 
Die wichtigste Eigentümlichkeit der ScHRÖDINGERgleichung besteht darin, 


daß eine imaginäre Größe als Faktor vor a auftritt. Inder klassischen Physik 
besitzen Differentialgleichungen erster Ordnung und ersten Grades in der 
Zeit keine periodischen Lösungen, sie beschreiben irreversible Prozesse, z. B. 
Diffusion oder Wärmeleitung.?) Infolge des imaginären Koeffizienten von = 
kann die ScHrönDIngzrgleichung als Differentialgleichung erster Ordnung 


und ersten Grades in der Zeit auch periodische Lösungen besitzen. 


Aus dem gleichen Grunde ist auch die Wellenfunktion y im allgemeinen eine komplexe 
Größe. In der klassischen Wellentheorie verwendet man ebenfalls die komplexe Dar- 
stellung der Welle in der Form 

% = const ei(ot-kz), 


hat es aber letzten Endes immer nur mit dem Real- oder Imaginärteil von % zu tun. 
So ist z. B. die tatsächliche Ortsveränderung von Teilchen (z.B. einer Saite): 


u = constsin(wi — kz). 


Die Einführung von i ist hier bloß ein bequemer Rechenkunstgriff. 


1) In vielen Lehrbüchern ist man bestrebt, die Scaröpınazrgleichung „abzuleiten“. 
In Wirklichkeit wird diese Gleichung nicht abgeleitet, sondern bildet die Grundlage einer 
neuen Theorie. Wir ziehen es daher vor, diese Gleichung zu postulieren und beschränken 
uns auf die vorher angeführten Beweisgründe zugunsten dieses Postulate. 

2) Natürlich hängt der Charakter der Lösung der Differentialgleichung noch von den 
Randbedingungen ab. Bei der Durchführung der angeführten Gegenüberstellung meinen 
wir solche Fälle, in denen weder U(z, y, z) noch die Randbedingungen von der Zeit ab- 
hängen. 
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IV. ÜBER DIE ZEITLICHE ÄNDERUNG VON ZUSTÄNDEN 


Anders stehtesdamitin der Quantenmechanik. Nimmt man an Stelle der DE BRoOGLIE- 
schen Welle y ihren reellen oder imaginären Teil, z.B. 


Et — Pp,2 — PyY — P:2 

EM ’ 
so läßt sich für y’ keine Differentialgleichung erster Ordnung in i finden, die mit den 
DE BeoaLieschen Beziehungen 


y’=Nsin 


vereinbar wäre. 


Die mit der Scuröpmneergleichung verknüpfte Fragestellung, „y(z, t) zu 
finden, wenn y(z, 0) gegeben ist‘, besitzt nur dann einen Sinn, wenn y(z, 0) 
eindeutig bestimmten physikalischen Bedingungen zugeordnet werden kann. 

Eine: derartige Zuordnung erscheint jedoch nicht trivial, da die Wellen- 
funktion ihrer Natur nach eine unmeßbare Größe ist. (Es sei daran erinnert, 
daß yund y’ =a-y, woa eine beliebige Konstante bedeutet, ein und den- 
selben Zustand darstellen.) 

Als meßbar erscheinen die Werte mechanischer Größen L, M, N, eines 
Teilchens oder Systems von Teilchen und die Wahrscheinlichkeiten, mit 
denen diese Werte in der Gesamtheit der Teilchen (oder Systeme) gefunden 
werden. 3 

Daher können wir nur damit rechnen, daß es durch Messung der Wahr- 
scheinlichkeiten in der Gesamtheit möglich ist, die Wellenfunktion bis auf 
einen unwesentlichen, konstanten Faktor zu errechnen. Die Berechnung der 
Wellenfunktion aus gemessenen Wahrscheinlichkeiten ist im allgemeinen 
keineswegs einfach, da die Wahrscheinlichkeiten nur |y(x)|? oder allgemeiner 
die Quadrate |c,|? der Beträge der Amplituden in der Entwicklung von y(x) 
nach den Eigenfunktionen irgendeines Operators bestimmen, die Phasen von 
yp(x) oder c, jedoch unbestimmt bleiben.!) 

Nur in Ausnahmefällen ist das Problem einfach oder sogar trivial. 

Beispielsweise wird im $ 29 gezeigt, daß die Wellenfunktion in Zuständen, 
in denen es keinen Teilchenstrom gibt,reell ist. In diesen Fällen ist die Wahr- 
scheinlichkeitsdichte 


we) = |y@)l?= ya) und ylz) = Jule). 

Das Problem der Bestimmung von y(z, 0) vereinfacht sich dadurch, daß wir 
es in der Mehrzahl der praktisch interessanten Fälle mit Gesamtheiten von 
Teilchen zu tun haben, die einen bestimmten, vollständigen Satz mechani- 
scher Variabler, L, M, N, besitzen. Kennt man ihre Werte aus Messungen 
zur Zeit = 0, so kann man, unter Anwendung des mathematischen Appara- 
tes der Quantenmechanik, die Wellenfunktion des Anfangszustandes er- 
rechnen. 

Sind im Zeitpunkt t = 0 die Werte der Größen L, M, N gemessen, so 
können wir behaupten, daß die primäre Wellenfunktion eine gemeinsame 


1) Vgl. die Streutheorie. 
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829. DIE ERHALTUNG DER WEILCHENZAHL 


Eigenfunktion der Operatoren L, M, N, ... ist, die zuden Eigenwerien L, M, N 
gehört.t) 

Damit wird das ganze Problem, die Wellenfunktion zu bestimmen, darauf 
zurückgeführt, zu untersuchen, welche Größen einen vollständigen Satz dar- 
stellen. 

Unten wird gezeigt, daß diese Größen folgende Eigenschaften besitzen 
müssen: ].sie sind gleichzeitig meßbar, 2. ihre Zahl ist gleich der Zahl der 
Freiheitsgrade des Systems, 3. sie sind voneinander unabhängig. 


Mit Rücksicht aufspätere Verallgemeinerungen wollen wir annehmen, daß die Wellen- 
funktion eine Funktion von f Variablen ist (ein System mit f Freiheitsgraden). 

Die uns interessierende Funktion ist eine Eigenfunktion und gehört daher auch zu 
einem vollständigen System orthogonaler Funktionen in einem Raum mit f Dimensionen, 

Eine jede solche Funktion ist durch f Parameter «, ß, y,... gekennzeichnet. 

Ist eine solche Funktion %,,g,7,-.- (2, 9, 2, ...) eine Eigenfunktion der Operatoren 
L,M,N,...so werden die Eigenwerte L, M, N,... Funktionen dieser Parameter sein. 
Wir haben dann 


Lya,8,»,... > L(e, ß, Y> 2%) Ya,ß, 9... 
MyB,7... = M(a, ß, Y ...) YaBıyı... (28, ö) 
Ny,,8»... == N (a, ß; Y ...) Ya,ßıyı... 


Diese Gleichungen können gleichzeitig nur bestehen, wenn 
[L,M]=[L,N]=[M,N]=-- =0, (28. 6) 


d.h., wenn die Größen L, M,N,... gleichzeitig meßbar sind. Ferner sind, um aus den 
gemessenen L, M,N,... die Parameter «a, ß, y,... zu finden, f solcher Gleichungen er- 
forderlich: 


L=Lo,ß,y..), M=M(«B,y,...); N=N(6, By...) .... 


wobei keine einzige von ihnen aus einer anderen hervorgehen darf; d.h., die Größen Z, 
M,N,... müssen voneinander unabhängig sein.?) 


8 29. Die Erhaltung der Teilchenzahl 


Aus der ScHRÖDINGERgleichung folgt das Gesetz der Erhaltung der Teilchen- 
zahl, ausgedrückt durch die Kontinuitätsgleichung 


+ div®=0, (29, 1) 


1) Ist z.B. der Anfangszustand durch den gegebenen Teilchenimpuls p gekennzeichnet 
(in diesem Falle st Z=p,M = p,,N = p,), 80 ist yl(t, 0) = yy(z) die ebene 
Da BrocLizsche Welle, die zum Impuls p gehört. 

%) Diese Parameter können kontinuierlich oder diskontinuierlich sein. Im einfachsten 
Falle separierbarer Variabler erhält die Funktion die Form y,,s,7,... (% % 2 +..) 
= u,(2) ve(y) w,(2) ..., vgl.[15]. 
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IV. ÜBER DIE ZEITLICHE ÄNDERUNG VON ZUSTÄNDEN 


worin w die mittlere Dichte der Teilchenzahl in den Punkten z, y, z und X die 
mittlere Dichte des Teilchenstroms ist. 

Um diese Gleichung zu erhalten, nehmen wir zunächst die SCHRÖDINGER- 
gleichung für den einfachen Fall von Kräften mit einem Potential (28,4): 


oy - 187 2, 
ih — rer V?y + Uy. (29,2) 
Die Gleichung für die konjugiert komplexe Funktion ist dann 
.„ Oy* Mn, 
—_— _—— * 4 
ih Fr rer ; (29, 2’) 


Multipliziert man die Gleichung (29, 2) mit y* und (29, 2’) mit y und sub- 
trahiert die zweite Gleichung von der ersten, so erhält man 
Oy* u 
ale + ng), vn nv. 
Diese Gleichung kann wie folgt umgeformt werden: 
2 ya) = dirty yy yo); 29, 3 
y*y ist die Wahrscheinlichkeitsdichte w: 
v=y*y. (29, 4) 


Bezeichnet man mit $ den Vektor 
3-2 Wvw-y Vy) (29, 5) 
so erhält die Gleichung (29, 3) die Form 


ge +div8=0. (29, 6) 
dt 

Daraus folgt, daß der Vektor 3 der Vektor der Wahrscheinlichkeitsstrom- 
dichte ist. Die Gleichung (29, 6) bekommt eine anschaulichere Deutung, wenn 
man berücksichtigt, daB w = y*y auch als mittlere. Teüchendichte aufgefaßt 
werden kann. Dann ist $ als mittlerer Teilchenstrom durch die Flächeneinheit 
anzusehen. Dementsprechend ist die Gleichung (29, 6) als das Gesetz der Er- 
haltung der Teilchenzahl zu betrachten. Integrieren wir (29, 6) speziell über 
ein beliebiges endliches Volumen V und wenden wir den Gaussschen Satz 
an, so erhalten wir 


[war [arssr-—[nar (29, 7) 


v’ v 
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$29. DIE ERHALTUNG DER TEILCHENZAHL 


worin das letzte Integral über die Oberfläche 8 genommen ist, die das Volumen 
V umschließt. Dehnen wir die Integration über den ganzen Raum aus 
(V — oo) und berücksichtigen wir, daß die Wellenfunktion y und damit auch 
die Stromdichte 9 auf einer unendlich entfernten Oberfläche gleich Null wer- 
den?), so finden wir 


d d 
—— = — > == 
fear [v ydı=!d, (29, 8) 


d.h., die Gesamtwahrscheinlichkeit, ein Teilchen irgendwo im Raum zu finden, 
hängt nicht von der Zeit ab. Folglich bleibt die Teilchenzahl unverändert. Zu- 
gleich bestätigt (29, 8), daß sich die Normierung von Wellenfunktionen nicht 
mit der Zeit ändert, eine Tatsache, die wir bereits im $ 10 erwähnt haben. 
Multiplizieren wir $ und w mit der Teilchenmasse u, so bekommen wir 


ih 
uw =uly, u=—(yVyr —yryy). (29, 9) 


Dann besitzt o, den Sinn der mittleren Massendichte und 3, den der mittleren 
Massenstromdichte. Aus (29, 6) folgt, daß diese Größen der Kontinuitäts- 
gleichung 


9% +divg, = 0 (29, 10) 


gehorchen, d.h., die Änderung der mittleren Masse innerhalb eines unendlich 
kleinen Gebiets ist bedingt durch das Ein- oder Ausfließen der Masse durch die 
Oberfläche, die dieses Gebiet umgrenzi. 

In ähnlicher Weise bekommen wir durch Multiplikation von w und 9 mit 
der Teilchenladung e die mittlere Dichte der elektrischen Ladung und die 
mittlere Dichte des elektrischen Stroms: 


ieh 
Kersaiıh BZ PTETN 10 
für die wir ebenfalls die Kontinuitätsgleichung 


I + div, = 0 (29, 12) 


erhalten. 
Die Gleichungen (29, 10) und (29, 12) drücken das Gesetz der Erhaltung der 
Masse und der Ladung in der Quantenmechanik aus. 


1) In dem Falle, wo die Funktionen y nichtintegrierbar sind, kann das Integral fi J„ds 
auch auf einer unendlich entfernten Oberfläche nicht Null werden. Dann besteht ein 
Teilchenstrom aus dem Unendlichen oder ins Unendliche. 
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IV. ÜBER DIE ZEITLICHE ÄNDERUNG VON ZUSTÄNDEN 


Stellt man die Wellenfunktion y in der Form 
y = uei® (29, 13) 


dar, worin u die reelle Amplitude und © die reelle Phase ist, so erhalten wir 
nach Finsetzen von (29, 13) in (29, 5) 


0-je00 2,5) 


Da u? die Dichte w ist, so kann die Ge — RR © als mittlere Geschwindigkeit 


im Punkt x, y, z aufgefaßt werden und die Größe — 8 als das Geschwindigkeits- 
potential: # 


= 4 vo. (29, 14) 
u 


Aus der Formel (29, 5’) geht besonders deutlich hervor, daß die Strom- 
dichte $ nur dann von Null verschieden ist, wenn der Zustand durch eine 
komplexe Funktion beschrieben wird. 

Wenn ein Magnetfeld $ vorhanden ist, das durch ein Vektorpotential A 
beschrieben wird (9 = rot W), dann wird die Formel für die Stromdichte 3 
etwas anders.!) Und zwar erhalten wir für die Stromdichte bei vorhandenem 
Magnetfeld an Stelle von (29, 5) den Ausdruck 


ih e 
= — — uw* ee? * [Z 
In yvy*-—- y*yy) et v. (29, 5°) 


Um zu diesem Ausdruck zu gelangen, muß in die ScHRÖDINGERgleichung 

(28, 3) die HamiLtonfunktion (27, 9) für die Bewegung in einem beliebigen 

elektromagnetischen Feld eingesetzt werden. Führen wir das durch, so finden 

wir für die ScHRÖDINGERgleichung in diesem Fall 
Oy h? ieh 


ieh 
; A 3 
Ehen = FT ee diviy+z 


awrYv +e/y+Uy 
(29, 15) 


und für die konjugiert komplexe Funktion 


ee Bye IE a tipe 


2 
+ zer +eVy* +Uy*. (29, 16) 


1) Die Umformung ist dadurch bedingt, daß die Operatoren beim Vorhandensein eines 
Magnetfeldes Operatoren eines verallgemeinerten Impulses und nicht des gewöhnlichen 
(Masse mal Geschwindigkeit) sind. Das gleiche ist auch in der klassischen Mechanik 
der Fall. Vgl. Anhang VI, Formel (6°). 
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Multiplizieren wir wieder die erste Gleichung mit y* und die zweite mit y 
und subtrahieren wir den zweiten so erhaltenen Ausdruck vom ersten, 80 er- 
halten wir 


a OWEN) u Mi 0. * 
ih —; ee Vy=yvy”) 


en 
3 nn irrt) + AUp* Vp + y vy9)] 


Der Ausdruck in der geschweiften Klammer kann umgeformt werden: 
dvAlyry) + UyHyytyvyr)=dvrllyty) HAV(Y*y)=div(Ayty). 


ly*y) . 
nn ein 


Setzen wir dieses Ergebnis in den vorhergehenden Ausdruck für 
und dividieren durch ih, so erhalten wir 


ly*y . fh e 
al ev won pe) =0. en 
Das ist die Kontinuitätsgleichung, wenn ein durch das Vektorpotential X be- 
schriebenes Magnetfeld vorhanden ist. Der Ausdruck in der geschweiften 
Klammer muß die Stromdichte sein, er stimmt mit (29, 5’’) überein. 

Daß unsere Kontinuitätsgleichung richtig ist, hängt auf das engste mit der 
Selbstadjungiertheit des HAMILToNoperators H zusammen. Wir haben diese 
Eigenschaft des HAamıtLTonoperators stillschweigend bei der Ableitung von 
(29, 5) und (29, 17) benutzt. Im Anhang VIII wird diese Eigenschaft näher 
untersucht werden. Es wird gezeigt, in welcher Weise aus der Forderung der 
Selbstadjungiertheit des Operators H die Forderungen an das Verhalten der 
Wellenfunktion im Unendlichen und in ausgezeichneten Raumpunkten (vgl. 
$20) hervorgehen, die die Gültigkeit der Kontinuitätsgleichung im ganzen 
Raum sicherstellen. 


$ 30. Stationäre Zustände 


Wenn zeitlich veränderliche äußere Felder fehlen, dann hängt der HAMILToN- 
operator H nicht von der Zeit ab und fällt mit dem Operator der Gesamt- 
energie H(x) zusammen. In diesem Fall hat die ScHRÖDINGERgleichung 


nee — Ha) yla,!) (30, 1) 


Lösungen, die durch die Separation der Variablen x und ti erhalten werden: 


ya =yla)fl). (30, 2) 
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Setzen wir (30, 2)in (30, 1) ein und bezeichnen wir den Separationsparameter 
mit E, so erhalten wir 


„ 
har =Ei (30, 3) 
und 
H(z) y(z) = Ey(e). (30, 4) 


Die erste Gleichung läßt sich sofort lösen: 


Fin 
ft) = const-e * (30, 5) 


Was die zweite Gleichung betrifft, so stimmt sie, wie ersichtlich, mit der 
Gleichung für die Eigenfunktionen des Energieoperators H!) überein. Be- 
zeichnet man diese Funktionen mit y,„(xz) und die Eigenwerte mit E, (wir 
nehmen den Fall eines diskreten Energiespektrums an), so erhält die end- 
gültige Lösung von (30, 2) die Form 

. Ent 


mt) = yl)e ® (30, 6) 


Daraus folgt, daß Zustände mit einem bestimmten Energiewert E„(4 E? = 0) 
periodisch von der Zeit mit einer Frequenz abhängen, die gleich ist 


=. (30, 7) 


h 


Dieses Ergebnis erweitert die DE BroauIgsche Beziehung E = hw, die an- 
fangs nur für die freie Bewegung angewandt wurde, auf beliebige Systeme. 
Der Zustand (30, 6) mit einem bestimmten Energiewert heißt aus Gründen, 
die sofort klar werden, stationär. Die Gleichung (30, 4) heißt SCHRÖDINGER- 
gleichung für stationäre Zustände. Da die Gleichung (30, 1) linear ist, kann 
ihre allgemeine Lösung y(z, t) als Überlagerung stationärer Zustände mit will- 
kürlichen, aber konstanten Amplituden dargestellt werden, und zwar: 


Ent 


vlt) = I 0nYn(2) er (30, 8) 


Die Amplituden c, sind durch die Ausgangsfunktion y(z, 0) bestimmt. Aus 
der Orthogonalität der Funktionen y, folgt 


= [Yyila) plz, O)de. (30, 9) 


1) Die Gleichung (30, 4) erhält man aus der allgemeinen Gleichung (20, 2), wenn man 
dotI=H,L= E& setzt. 
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Wir wollen jetzt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens w, (x, t) und 
die Stromdichte 9, (2, t) im n-ten stationären Zustand berechnen. Nach (29, 4) 
und (29, 5) haben wir 


w,(%, ) = vn (2; t)]? = vr (z, 1) Yn (z, t), 
ih 
3,2) = Em nat) vi) MR) Vu). 


Setzen wir hier y,„(x, t) aus (30, 6) ein, so finden wir 
w,(2, 1) = w.(z, 0), (30, 10) 
3,2, ) = In(2, 0), (30, 11) 


d.h., in stationären Zuständen hängen Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teil- 
chens und Stromdichte nicht von der Zeit ab. 

Daraus folgt [unter Berücksiehtigung von (29, I1)], daß in diesen Zuständen 
die mittlere Dichte & der elektrischen Ladungen und die mittlere Dichte %, 
des elektrischen Stromes von der Zeit unabhängig sind. 

Ein System, das sich in einem Zustand mit einer bestimmten Energie 
E,(A4E?2 = 0) befindet, stellt somit vom elektrischen Standpunkt aus ein 
System statisch verteilter Ladungen und konstanter Ströme dar. 

Die Kennzeichnung stationärer Zustände wird vollständiger, wenn wir be- 
achten, daß in stationären Zuständen die Wahrscheinlichkeit w(L) für die 
Messung des Wertes L irgendeiner mechanischen (nicht explizit von der Zeit 
abhängigen) Größe von der Zeit unabhängig ist. Damit wird auch der Mittel- 


wert L zu einer Konstanten. Als Beweis hierfür benutzen wir die Formel (22, 14) 
w(L) = le(Z)]?, 


worin c(L) die Amplitude in der Entwicklung von y(z,t) nach den Eigen- 
funktionen y, (x) des Operators L ist, der die Größe Z darstellt. Nach (21,16) 
haben wir für den stationären Zustand y,„(z, t) (30, 6) 


Ent 
c(L) = [ via)y,@&)dz=e * | ykla)y,la)dz 
und folglich 
w(L) = |e(Z)]? = | [ vi) yu(e) de]? = const. (30, 12) 
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V. Die zeitliche Änderung mechanischer Größen 


$ 31. Die zeitlichen Ableitungen der Operatoren 


Die Schköpmgergleichung gestattet die Aufstellung einfacher Regeln, mit 
deren Hilfe sich die Änderung des Mittelwerts irgendeiner mechanischen 
Größe in einem unendlich kleinen Zeitabschnitt berechnen läßt, die also die 


Berechnung der zeitlichen Ableitung a des Mittelwertes Z irgendeiner 
Größe L ermöglichen. di 

Um die physikalische Bedeutung dieses Differentialquotienten zu er- 
mitteln, nehmen wir an, wir hätten im Zeitpunkt teinen Zustand, der durch 
die Wellenfunktion y(z, t) beschrieben wird. Wir führen Messungen der 
Größe L in diesem Zustand durch und erhalten als Ergebnisse der einzelnen 
Messungen L’, L”, L'", ... Das Mittel aus einer großen Zahl von Messungen 


wird Z(t) sein und errechnet sich nach der Formel 
L(t) u [v* (2, 1) - Ly(z, t) de. (31, 1) 


Eine andere Serie von Beobachtungen führen wir in einem um ein kleines 
Zeitintervall verschobenen Zeitpunkt !’ =: + At durch. Wir erhalten eine 
neue Serie von Ergebnissen.!) Der Mittelwert dieser Ergebnisse wird ein 
anderer sein, da sich der Zustand innerhalb der Zeit t ändern und die gleichen 
Resultate L’, L”, L’”,.... mit anderen Wahrscheinlichkeiten auftreten wer- 
den. Außerdem kann der Fall eintreten, daß die Größe selbst explizite von 
der Zeit abhängt, so daß auch die möglichen Werte L’, L’, L’'',... sich im 


1) Die Messung des Wertes irgendeiner Größe zu einem genau gegebenen Zeitpunkt 
kann zu einer Zustandsänderung der Partikel führen. Daher muß man sich die Durch- 
führung der zwei Serien von Messungen im Zeitpunktt und + At genauer so vorstellen, 
daß wir eine Gesamtheit aus einer großen Zahl unabhängiger Exemplare N besitzen, die 
sich im Zustand y(z, t) befinden. Wir trennen N in zwei große Gruppen N’ und N”. Im 
Zeitpunkt ? messen wir in der ersten Teilchengruppe N’ und erhalten L(t). (Dabei wird 
sich der Zustand dieser Exemplare im allgemeinen verändern und nicht mehr durch die 
Funktion y(z, t) beschrieben sein.) Dann führen wir im Zeitpunkt £ -+ At die Messung 
in der Gruppe der von der ersten Messung nicht betroffenen Exemplare N” durch. Aus 


diesen Messungen erhalten wir L(t + 41). 
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Laufe der Zeit ändern. Bezeichnen wir den Mittelwert der Meßergebnisse im 
Zeitpunkt t + Atmit L(t + At), dann ist 


EI ee L(t + At) — Lit) 
di e 


4dt>0 dt 2 


Um diesen Differentialquotienten zu berechnen, differenzieren wir (31, 1) 
nach der Zeit und erhalten 


dL _[ „AL ayr “.7 0% 
2 -/v Eyanı+[ FY; Lyde+ | y La, 98 (31, 3) 


Es ist offensichtlich, daß das erste Glied der Mittelwert von _ ist und ver- 


schwindet, wenn Z nicht explizite von der Zeit abhängt. Die zwei letzten 
Glieder vereinfachen wir unter Verwendung der ScHRÖDINGERgleichung 
(28, 3). Aus (28, 3) erhalten wir 


Oy 1 
ae a 
Oy* ER ı a 
ia w 


Setzen wir diese Ausdrücke in (31, 3) ein, so finden wir 


dL ÖL 1 ER 1 
E-E-ju y*)(Ly)dz + a |wrnmar. 


Wir formen das erste Integral um, indem wir die Selbstadjungiertheit des 


Operators H benutzen. Setzen wir y* = uf, Ly = w,, so erhalten wir infolge 
der Selbstadjungiertheit (18, 7) 


[(B*Y*) (Ly) dx =/% -H*urdz =/w - Hu,dz = [y*(HLy) de. 


Setzen wir das in den Ausdruck für Li ein, so finden wir 


dt 
e 9,1 [ " 
rar: + ar y* (LH — HL) yde. (31, 4) 
Nunmehr schreiben wir 
(HL) = „„- (LH- HL), (31, 5) 
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wobei wir den Operator — (LE HL) als Poıssonklammer bezeichnen 
werden.!) Dies gestattet de (31, 4) in folgender Form zu schreiben: 
aL OL 
a a 
Wir sehen, daß die zeitliche Ableitung des Mittelwertes Lder Mittelwert einer 
Größe ist, die durch den Operator 
= 


+ [H,L]. (31, 6) 


- 
= +[H,L] 
dargestellt wird. 


Daher ist dieser Operator als der Operator — der zeitlichen Ableitung 


eu der Größe L anzusehen, welche durch den Dertdr L dargestellt wird: 


di j 
dL 
— = +[H,Ll. b 
Fr 2 ; ei ] (31,7) 
Diese Definition des Operators, der die zeitliche Ableitung darstellt, führt 
dazu, daß 2 SL er 
BB I 7) DER Lie Re 
aa=-T fr vie (31, 8) 


d:h., die zeitliche Ableitung des Mittelwertes ist gleich dem Mittelwert der zeit- 
lichen Ableitung. 

Hängt die Größe Z nicht explizite von der Zeit ab, so vereinfachen sich die 
Formeln (31, 6) und (31, 7) zu: 


dL 
z #1. (31, 10) 


Wir bemerken noch, daß man bei der Berechnung des Operators der zeit- 
lichen Ableitung eines Produkts oder einer Summe von Operatoren mit der 
Poıssonklammer wie mit einem gewöhnlichen Differentialquotienten ver- 
fahren kann (wobei man natürlich die Reihenfolge der Multiplikatoren nicht 
ändern darf). Es ist leicht zu sehen, ee fürL=A+B 


dl dA dB 


I = (4, A+B] = [H, A] +[H,B] = tz a 
ist, und für L—= AB folgt 
2 -[-, AB] = [H, AJB + AIH,B] = 4 B + 4 (31, 12) 


1) Dieser Ausdruck ist der klassischen Mechanikentlehnt. Siehe Anhang VI, Formel (4). 
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832. DIE BEWEGUNGSGLEICHUNGEN IN DER QUANTENMECHANIK 


$ 32. Die Bewegungsgleichungen in der Quantenmechanik. 
Die EuRENFESTschen Sätze 


Wir wollen jetzt die Gesetze für die Änderungen der Impulse und Koordinaten 
mit der Zeit aufstellen. 

Die Impulse und Koordinaten sind Größen, die nicht explizite von der Zeit 
abhängen. Daher wird nach (31,10) die zeitliche Ableitung dieser Größen 
durch die Poıssonklammer dargestellt, d.h. letzten Endes durch die Opera- 
toren dieser Größen selbst und den HaMmILTonoperator H, der das zu unter- 
suchende mechanische System charakterisiert. Wir bezeichnen die Opera- 
toren der kartesischen Koordinaten x, y, z und der entsprechenden Impulse 
P;, Py ‚ 9, mit x,y,zund p,, p,, P..!) Der HamILToNoperator wird eine Funktion 
dieser Operatoren und auch im allgemeinen der Zeit t sein: 


H = H(p,,p,»P.,%y; % 0). (32, 1) 


Wir bezeichnen ferner mit u a ii 

dt di’ di 

quotienten der Koordinaten nach der Zeit, d.h. die Operatoren der recht- 

ap, deu IP. a 

ae ar ss 
Operatoren der zeitlichen Ableitungen der Impulskomponenten, 


die Operatoren der Differential- 


winkligen Komponenten der Geschwindigkeit, und mit 


Setzen wir in (31, 10) anstatt L die Operatoren x, y,2, P,,Py,P, ein, so 
erhalten wir die gesuchten Operatorengleichungen: 


AM 


d d d 
[Hr TI=[Hpl ZE=[Hp. 822) 
Diese Operatorengleichungen sind analog den klassischen HAMmILToNschen 
Gleichungen und heißen daher die quantenmechanischen HAMILToNschen 
Gleichungen. ?) 

In der klassischen Mechanik stellt die erste Gruppe der Gleichungen (mit 
den Ableitungen der Koordinaten) den Zusammenhang zwischen Geschwin- 
digkeit und Impuls her, während die zweite Gruppe (mit den Ableitun- 
gen der Impulse) die Gesetze der Impulsänderung mit der Zeit aus- 
drückt. Die gleiche Bedeutung besitzen auch die quantenmechanischen 
HammtTonschen Gleichungen. Um sich davon zu überzeugen, muß man die 
Poıssonklammern in (32,2) und (32, 2’) auflösen. Wir betrachten der Ein- 


1) Wir beschränken uns auf die Untersuchung der Bewegung im kartesischen Ko; 
ordinatensystem; Über die Gjeichungen in einem krummlinigen Koordinatensystem siehe 
Anhang VIL 

2) Vgl. Anhang VI, Gleichung (7). 
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fachheit halber einen Fall, bei dem magnetische Kräfte fehlen. In diesem 
Fall hat der HamıLTonoperator (s. 27, 2) die Form 


l 
H= au (P +p2} +p}) + U(z,y, 2,1). (32, 3) 


Betrachten wir die Wellenfunktion als Funktion der Teilchenkoordinaten 
x, y,2 und der Zeit, so erhalten wir für dieOparatoren folgende Ausdrücke: 


x=%, y=y, »=272, 


AR RR 2 
Pı = -ihaz: Pr a: Po (32, 4) 
Berechnen wir jetzt den Operator = Wir haben 
Se ! (<p2 — p2x) 32,5) 
’ ] = ih G% Zuih Pz P:%); ( » 


weil x mit p,, p,, U(z, y, z,t) vertauschbar ist. Die Vertauschungsregel (24, 2) 
gibt für die Operatoren x und p, 


Pzx =P,(P:*%) =P;(zP, — ih) = (p,x)p, — ihp, (32, 6) 
= (ep, — ih)p. -ihp, = xp: — Zihp,. 
Setzen wir diesen Ausdruck in (32, 5) ein, so finden wir 
1 
[(H, x] = zer (32, 7) 


Für y und z erhalten wir offenbar ein analoges Resultat. Daher ist 


dz pP, dy Py dz _P 
dt Fa ET, Be (32, 8) 
d.h., der Geschwindigkeitsoperator ist gleich dem Impulsoperator, geteilt durch 
die Teilchenmasse u. Mit anderen Worten, der Zusammenhang zwischen den 
Operatoren der Geschwindigkeit und des Impulses ist der gleiche wie der 
zwischen den entsprechenden Größen der klassischen Mechanik. 


Wir suchen jetzt den Operator -. . Aus (32, 2’) und (24, 4) haben wir 


1 oU 
[H, P;] aa =, PU - Up,) == 2 (32, 9) 
d.h. 
dp, _ OU dp, _ OU dp, _ OU 
EEE Fr ee Tr re 
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wo er ’ „ae sind nichts anderes als die Operatoren der Kraft- 
Oz dy 02 


komponenten.!) Daher kann (32, 10) auch wie folgt geschrieben werden: 


PP; _p, Pr 4P. _F 


dt a Da u 
d.h., der Operator der zeitlichen Ableitung des Impulses ist gleich dem 
Operator der Kraft. Die Gleichungen (32, 10) können daher als Newronsche 
Gleichungen in Operatorform betrachtet werden. 


Berechnen wir den Mittelwert der Größen — Be “ usw. in irgendeinem 


dt’ ze 
Zustand y, so erhalten wir aus (32, 8) und (32, 10) auf Grund von (31, 8): 


dz d 1 

et I Den 32, 12 
a 2 
dr, _d— _ _dU — 

dt AzW-- x Zr 02.18) 


usw. Das aber bedeutet, daß die zeitliche Ableitung des Mittelwertes der 
Koordinate x gleich dem mittleren Impuls ist, geteilt durch die Masse des 
Teilchens, und die Ableitung des Mittelwertes p, des Impulses gleich dem 


Mittelwert F, der Kraft ist. 
Ausführlich geschrieben sehen die Gleichungen (32, 12) und (32, 13) wie 
folgt aus: 


z f yraydı= I ie y*p.yda, (32, 12’) 


d 
Fra prde=- [vr 


Sie tragen die Bezeichnung EHRENFESTsche Sätze. Differenziert man (32, 12) 
nach der Zeit, und eliminiert man aus (32, 12) und (32, 13) d(p,)/dt, so erhält 


man die quantenmechanische NewTonxsche Gleichung 
a 2 9HU_ 
ur Teer 7’ 


(32, 13°) 


(32, 14) 


a3 


2) Diese Operatoren stellen einfach Koordinatenfunktionen dar. 
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8 33. Die Integrale der Bewegungsgleichungen (Konstanten der Bewegung) 


Wir haben in der Quantenmechanik die gleichen Integrale der Bewegungs- 
gleichungen wie in der klassischen Mechanik. Eine Größe L wird ein Integral 
der Bewegungsgleichungen, wenn 
dL OL 
Be er rer H,L]=0. 3 
arten (83, 1) 
Von besonderem Interesse ist der Fall, wodie Größe L nicht explizite von der 
Zeit abhängt. Wir haben dann statt (33, 1) 
dLl 
ra [H,L]=0, (33, 2) 
d. h., für Bewegungsintegrale (die nicht explizite von der Zeit abhängen) 
wird die Poıssonklammer Null. 

Da [H, L] durch den Kommutator des HAMILTONoperators mit dem Ope- 
rator L bestimmt wird, ist eine nicht explizit zeitabhängige Größe L ein 
Integral der Bewegung, wenn der zugeordnete Operator L mit dem HAMILToN- 
operator vertauschbar ist. 

Aus den Formeln (33, 1) und (33, 2) folgt, daß der Mittelwert eines Integrals 
der Bewegungsgleichungen nicht von der Zeit abhängt: 


? 


E 
zD=0. (33, 3) 


Wir wollen jetzt zeigen, daß auch die Wahrscheinlichkeit w(Z,, t), im Zeit- 
punkt t irgendeinen Wert des Bewegungsintegrals, sagen wir L,, zu finden, 
nicht von der Zeit abhängt.!) 

Da die Operatoren L und H vertauschbar sind, so besitzen sie gemeinsame 


Eigenfunktionen y, (x): 
Ly, = L,vn: (33, 4) 
Hy, = E, yn- (33, 4’) 
Wir entwickeln einen beliebigen Zustand y(z, t) nach den Eigenfunktionen y,. 
Diese Funktionen entsprechen denen stationärer Zustände, daher ist [vgl. 
(30, 8)] 


. Ent 
via) = NS omyalz)e * (33, 5) 
oder 
y(a,l)= 2 en (t)yn(z); (33, 6) 
worin 
Bi Br 
ae Feet ee, (33, 7) 


!) Gemeint sind Bewegungsintegrale, die nicht explizite von der Zeit abhängen. 
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Die Zerlegung (33, 6) ist die Entwicklung von y(z, t) nach den Eigenfunk- 
tionen des Operators L, daher ist 


w(L„t) = |c,„()|? = |e„(0)|? = const. (33, 8) 


Die Form der Bewegungsintegrale hängt von der Art des Kraftfeldes ab, in 
dem sich das Teilchen bewegt. Für die kräftefreie Bewegung wird die potentielle 
Energie U (x, y,z, t) = 0 und der HamiıtTonoperator gleich 


1 j 
H=T=,, (tr +). (33, 9) 


Wie in der klassischen Mechanik erscheint in diesem Falle als Bewegungs- 
integral, d.h. als Größe, die bei der Bewegung erhalten bleibt, der Impuls. 
Denn 


(H, p.;] =[H,p,)] == (H, p;) = 0, (33, 10) 
d.h. 
dp, _ dp, _ dp, _n 
De =0, Pr=0, =. (33, 11) 


Im Feld einer Zentralkraft gilt der Flächensatz - der Drehimpuls ist ein Be- 
wegungsintegral. In einem Zentralkraftfeld ist die potentielle Energie U eine 
Funktion des Abstandes vom Kraftzentrum: U = U (r). Daher läßt sich der 
HAaMmILToNoperator Hin diesem Fall [vgl. (26, 6)] in der Form 


2 
H<T,+,,a +00 (33, 12) 


schreiben. Die Operatoren des Quadrats des Drehimpulses m? und der Dreh- 
impulskomponenten m,, m,, m, hängen nach (25, 8) nur von den Winkeln 
9, g ab und wirken daher nicht auf Funktionen von r. Außerdem ist der in 
(33, 12) erscheinende Operator m? mit m, , m, und m, vertauschbar (siehe 25, 6). 
Also sind alle vier genannten Operatoren mit (33, 12) vertauschbar, so daß 


2 
[H, m?] = 0, zn = ij, (33, 13). 
“ er dm, = dm, BR dm, 2 
[H, m,] = ([H, m,) — (H, m,] = 0, Eu = ur u = u =(. (33, 14) 


Damit ist in einem Zentralfeld der Drehimpuls ein Bewegungsintegral. 
Wir wenden jetzt die Gleichung (33,1) auf den HAMmILToNoperator an. 
Setzen wir dort L = H, so erhalten wir 
—— +[H,H] = —. (33, 15) 


119 


V. DIE ZEITLICHE ÄNDERUNG MECHANISCHER GRÖSSEN 


Hängt die Hamıwronfunktion nicht explizite von der Zeit ab, so ist 
_—=I. (33, 16) 


In diesem Fall stimmt der HamILTonoperator mitdem Operator der Gesamt- 
energie überein. Daher drückt (33, 16) die Tatsache aus, daß die Gesamt- 
energie in einem Feld von Kräften, die von der Zeit unabhängig sind, ein 
Bewegungsintegral ist. Mit anderen Worten, (33, 16) drückt den Energiesatz 
in der Quantenmechanik aus. 

Nach den angegebenen Eigenschaften der Bewegungsintegrale ist die Glei- 
chung (33, 16) so aufzufassen, daß weder der Mittelwert Z der Energie noch 
die Wahrscheinlichkeit, die einzelnen möglichen Energiewerte E=E, zu 
finden, von der Zeit abhängen!) 


1) Über den Energiesatz in der Quantenmechanik siehe $ 113. 
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VI. Der Zusammenhang zwischen Quantenmechanik 
und klassischer Mechanik und Optik 


8 34. Der Übergang von den quantenmechanischen Gleichungen zu den 
Newronschen Gleichungen 


Die im $32 bewiesenen EHRENFESTschen Sätze behaupten, daB bei jedem 
Zustand y für den Mittelwert mechanischer Größen die NzewTonsche Be- 
wegungsgleichung gilt!) : 
a _ U 
Kae: (34, 1) 


Nehmen wir an, y sei nur in einem sehr kleinen Raumteil Ax merklich von 
Null verschieden. Einen solchen Zustand wollen wir als Wellenpaket be- 
zeichnen. 
. Würde sich der Mittelwert von x nach der klassischen Formel gemäß der 
Newronschen Mechanik ändern und würde die Form des Pakets keine Ver- 
änderung erleiden, dann könnten wir die Bewegung des Pakets ||? als die 
Bewegung eines Massenpunktes ansehen, der der Newronschen Mechanik 
gehorcht. Im allgemeinen erhalten wir in der Quantenmechanik keine solche 
Bewegung, da erstens das Wellenpaket auseinanderfließt und zweitens die 
Gleichung 

oU OU) 

2 DE 042) 
gelten müßte, damit die Bewegung des Paketschwerpunkts mit der Bewegung 
eines Massenpunktes im Feld U (x) übereinstimmt. 

Im allgemeinen gilt diese Gleichung nicht. Trotzdem wollen wir jene Be- 
dingungen näher untersuchen, unter denen die Bewegung des Wellenpakets 
annähernd mit der eines Massenpunktes übereinstimmt. Der Mittelwert £ der 
Koordinate x, d.h. die Koordinate des Paketschwerpunktes, wird durch die 
Formel 

z=[y*zydz (34, 3) 


1) Wir beschränken uns im folgenden auf eine Dimension. Die Verallgemeinerung auf 
den räumlichen Fall macht keine grundsätzlichen Schwierigkeiten. 
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bestimmt. Der Mittelwert der Kraft ist 


U au 


Setzen wir 2e= © + £, so wird 
-u--/r *(z +26 +9 y@+dde (34,4) 


Nehmen wir an, daß U(z) in dem Bereich, wo |y|? merklich von Null ver- 
schieden ist, eine sich langsam verändernde Funktion von x ist. Dann 


kann a in eine Reihe nach Potenzen von £ entwickelt werden. Füh- 
ren wir diese Entwicklung durch, so erhalten wir 
_IU_ avız) [, 1 u e ı90(@M)[, 
Fi’ zu rat, er wAaaıı 
Dabei gilt B) 
[vryds=[yrydı=1, 
[vrivde=[yr@—Eydr=0, 
[vr &®y dt = [y*la — 2 yda = (da) 
und daher 
00 du. 1 U Zap z 5 
ae re er 
Mit Hilfe der Gleichung (34, 1) erhalten wir 
d2z 3 
z OU) 109°U(z) aa (34,7) 


Wenn sich das Kraftfeld räumlich genügend langsam ändert, so können wir 
bei Annahme einer hinreichend kleinen Breite (Az)? des Wellenpakets in 
dieser Gleichung alle Glieder mit Ausnahme des ersten vernachlässigen. Unter 
diesen Voraussetzungen erhalten wir die Newroxsche Gleichung für die 
Bewegung des Schwerpunkts (£) des Wellenpakets: 


dz OUM) 
Pga= on” a 


die für ein Zeitintervall von 0 bis t gültig ist. Dabei bleiben die in der Glei- 
chung (34, 7) vernachlässigten Glieder klein. Das heißt, es ist zumindest 
folgende Bedingung erfüllt: 


OU(2) 
0: 


11®U(a)| 


(A. | (34, 8) 
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$34. DER ÜBERGANG VON DEN QUANTENMECHANISCHEN GLEICHUNGEN 


Die Größe (Ax)?, die die Ausdehnung des Pakets bestimmt, ist eine Funktion 
der Zeit und nimmt im allgemeinen (siehe weiter unten) mit der Zeit zu: Das 
Wellenpaket zerfließt. Daher kann die Ungleichung (34, 8), selbst wenn sie im 
Anfangszeitpunkt erfüllt ist, von einem gewissen Zeitpunkt t an ungültig wer- 
den. Aber auch die Erfüllung der Ungleichung (34, 8) bedeutet noch nicht, 
daß die Bewegung des Teilchens mit dem klassischen Fall übereinstimmt.t) 

Nimmt man in der Tat ein sehr schmales Wellenpaket [(4z)? klein] , so ist 
die mittlere potentielle Energie des Teilchens nach der Quantenmechanik 
praktisch gleich der potentiellen Energie eines Massenpunktes, der sich im 
Mittelpunkt des Wellenpakets befindet: 


U = [y* Uydz=U(f). (34, 9) 
Dasselbe läßt sich aber nicht von der kinetischen Energie 7 sagen; denn es ist 
1-3, =, 6-5 +4 (34, 10) 
Nach der HEISENBERGschen Unschärferelation gilt 
re h? 
(dp? 2 4dap' 


Daher kann sich in (34, 10) das erste für die Quantentheorie typische Glied 
als bedeutend größer erweisen als die klassische Energie eines Teilehens, das 
sich mit dem Impuls 9 bewegt. 

Der typische quantenmechanische Term in (34, 10) kann vernachlässigt 
werden, wenn 


ee (34; 11) 


Demzufolge kann die Bewegung des Teilchens im Zeitabschnitt iso betrachtet 
werden, als ob sie den Gesetzen der klassischen Mechanik gehorcht. Dabei 
müssen im Laufe dieser Zeit gleichzeitig die Ungleichungen (34, 8) und (34,11) 
erfüllt werden können. 

Eine gleichzeitige Befriedigung dieser beiden Ungleichungen wird durch 
folgende Umstände begünstigt: 1. wenn das Teilchen eine große kinetische 


Energie 7’ besitzt, 2. wenn das Feld U(z) eine sich mit x langsam ändernde 
Funktion darstellt. 

Somit erhält man den Übergang der quantenmechanischen Bewegungs- 
gleichungen zu den NEwToNnschen, wenn man zu großen kinetischen Energien 
der Teilchen und sich langsam ändernden Feldern übergeht. 


ı) Für alle Funktionen U(x) der Form U = a + bxz + cx? folgt aus (34, 7), daß die 
Bewegung des Paketschwerpunkts genau mit der klassischen Bewegung eines Massen- 
punktes im Feld U(x) übereinstimmt. Zu diesen Fällen gehören: a) die freie Bewegung, 
b) die Bewegung in einem homogenen Feld, c) der harmonische Oszillator und einige 
andere (im homogenen Magnetfeld erhält man z.B. die gleichen Resultate wie für den 
Oszillator). ä 
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Wir untersuchen hun das Zerfließen des Wellenpakets bei der freien Bewegung des 
Teilchens. Das mittlere Schwankungsquadrat (Az)? ist das Mittel der Größe 


(42? = (2 — 2), 


worın 2 dıe Koordinate des Zentrums des Wellenpakets ist. Nach (34, 7) haben wir 


rn ge 
Fri =, T=Vt+ 74 (34, 12) 
d.h., das Zentrum des Wellenpakets bewegt sich mit der konstanten Geschwindigkeit ö. 


Die zeitlichen Ableitungen berechnen sich für die Größe (Ax)? auf Grund der allgemeinen 
Formel (31, 7). Nehmen wir dort Z = (4x)? an, so finden wir 


Az _ day 


di? 
+ [B, (42)] = - T, + [H, 29, 


dt ot 
und da für die freie Bewegung der Operator H = z ist, so folgt!) 
1 1 zp+ px 
ee re Br u ee et 
IH, 2) =, 121 2, Pr) = 
er a(Az 
Somit ist der Operator =. gleich 
d(4z? _ zp+ px dx? _2P+pxz _— 
Fr nn Fri ee (34, 13) 
Für die zweite zeitliche Ableitung gilt 
d(Ax)? RR d(Ax)? d(Ax)? Er H zp+px 
ae © dt “u gen u | 


1 2 
2.22] = yinm (zp + pz) PP - p? (zep+ pz)) = — 


u 
5 d?(Ax)? 2p? d?z? 2p? 
pP pP A 
F aa mir (34, 14) 


Da p? mit H vertauschbar ist, sind alle höheren zeitlichen Ableitungen von (Az)? gleich 
Null. Somit lautet die Entwicklung von (Az)? in eine Tayrorsche Reihe nach Potenzen 


von t 
(” +pz 
u 


1 (2p 
(42) = (Az) + — zwe): + al a _ zum. (34, 15) 


Gehen wir von den Operatoren zu den Mittelwerten über, so ergibt sich 


(Ze)? = (Au + (Fr es soz); E & a ») 2, (34, 16) 


1) Bei allen folgenden Rechnungen verwenden wir die Formel 
Pızt = ıp, - ih. 
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(Az)? ist natürlich eine stets positive Größe, daher folgt aus (34, 16), daß (Ax)} mit 
wachsendem t unbegrenzt zunimmt (möglicherweise, indem es dabei ein Minimum pas- 


1901? 


u u a u 


To Ip=T4+d-t 


Abb.17. Bewegung und Zerfließen eines Wellenpakets 
bei Abwesenheit äußerer Kräfte 


siert),d.h., das Wellenpaket zerfließt. In vielen Fällen (abhängig von der Form von y (x, 0)) 
verschwindet das Glied mit it. Dann erhält (34, 16) eine besonders einfache Form: 


(Ax)} = (Ax)d + (Av)?%, (34, 17) g' 
worin (Av)? die mittlere quadratische Abweichung der 
Geschwindigkeit vom Mittelwert ist: ArP 


2 03% wer: 
Ag wer 


Das Zerfließen eines solchen Pakets stimmt mit dem 
Zerfließen eines Teilchenschwarms in der klassischen 
Mechanik überein, wenn Anfangslagen und Geschwindig- 
keiten der Teilchen um ihre Mittelwerte mit den Schwan- 
kungsquadraten (Ax)} und (Av), verteilt sind. Aber in 
der klassischen Mechanik läßt sich ein Schwarm an- 


nehmen, in dem (Ax)$ und (Av)5 gleich Null sind. In der 
Quantenmechanik ist das infolge der Unschärferelation Ax 
nicht möglich. Abb.17 kennzeichnet das oben über Be- 
wegung und Zerfließen des Wellenpakets Gesagte. A 

Als Anwendung der Theorie über die Bewegung eines Abb. 18 
Wellenpakets fragen wir nach den Bedingungen, unter Blrsming des Teilchens en 
denen die Streuung eines Teilchens in einem Atomfeld mit \ la O Mittelpunkt 
Hilfe der Methoden der klassischen Mechanik untersucht ht £ Radi pP d 
werden kann. Der Radius der Wechselwirkungskräfte n f ae 2 An > 
zwischen dem Atom und dem an ihm vorbeifliegenden ZAIUWITRUNG, ue> 
Teilchen sei a. Es ist augenscheinlich, daß die Ausdehnun bahn.des Wellenpaketsrdas 

8 z = £ 8 der Breite Ar auf die 

Ax des Wellenpakets um vieles kleiner als a sein muß, Mage F 2 
wenn von einer Flugbahn des Teilchens innerhalb des Breite Az’ zerfließt 
Atoms gesprochen werden soll (Abb.18). 

AufGrund von (34, 10) und (34, 11) schließen wir, daß die kinetische Energie des 
Teilchens Zi na Pr 


e 2u a u(day > Snai 


ist (da Ax <a). Unter dieser Bedingung wird das Paket während des Durchgangs durch 
das Atom keine Zeit. zu einem merklichen Zerfließen finden, da die Durchgangszeit 
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von der Größenordnung it = = = ha ist. Es folgt weiter aus (34, 17), daß für die Ver- 


LE a a 
breiterung des Wellenpakets gilt: Az’— Av-t = (=) . () = ) - a; dannist 
bei Erfüllung von (34, 1) (4p<& #) dr <a. # p p 

Die Reichweite der Kraft ist größenordnungsmäßig gleich dem Atomradiusa= 10-8 cm. 


Für ein «-Teilchen der Energie T = 1MeV = 1,6 -10-® erg, z.B, ist 7, = 24,7 

h 
= 4,6 : 10-15 (die Masse #, des a-Teilchens ist gleich 6,7 - 10-2“ g). Andererseits ist 7 
= 1- 10-1, Somit ist für ein Teilchen die Ungleichung (34, 11) erfüllt. Folglich kann die 
Streuung eines «-Teilchens mit den Methoden der klassischen Mechanik untersucht wer- 
den (wie das auch zuerst von RUTHERFORD in seiner berühmten Theorie über die Streu- 


ung von o-Teilchen getan wurde). 
Geht aber ein a-Teilchen in der Nähe des Kerns vorbei, so muß der Einfluß der Kern- 


h 
kräfte berücksichtigt werden, für die die Reichweite a 10-13 cmistund > 1. 10-18, 


Dann ist die Ungleichung (34, 11) schlecht erfüllt. Darum kann die Streuung der a-Teil- 
chen durch Kernkräfte (die „anomale“ Streuung) nicht nach Methoden der klassischen 
Mechanik abgeschätzt werden. 

Für Elektronen (»,= 9:10-% g) haben wir beispielsweise bei 7 = 100eV ein 


..h 
De = 5,4 10-19, sodaß 9, mit FT vergleichbar ist. Auch in diesem Falle ist die Anwendung 
der klassischen Mechanik nicht möglich. 


8 35. Der Übergang von der zeitabhängigen Schröpingergleichung 
zur klassischen Gleichung von HAMILToN-JAcoBI 


Wir haben im vorhergehenden Paragraphen den Zusammenhang zwischen 
den Bewegungsgleichungen nach der Quantentheorie und den NewTronschen 
Gleichungen und somit zwischen der Quantenmechanik und der klassischen 
Mechanik hergestellt. Dieser Zusammenhang ergibt sich noch auf eine andere 
Weise. Man kann zeigen, daß die klassische HAMILTON - JacoBIsche Glei- 
chung ein Grenzfall der zeitabhängigen ScHRöDINgErgleichung ist. 

Wir beschränken uns im folgenden auf die Untersuchung der Bewegung 
eines Teilchens mit der Masse # in einem Potentialfeld U (x, y, 2, t). Die 
Hamitton-JacoBIsche Gleichung gilt für die Wirkungsfunktion $,(z, %, 2, t) 
mit den Eigenschaften 


EN ee (35, 1) 


worin ?,, ?y , ?, die Komponenten des Teilchenimpulses sind. Die HAMILTON- 
JacoBische Gleichung lautet für diesen Fall 


88, _ 1 j/08,\2  /d8,\: [08 \ 
=; (52) + (52) +52) + 02,921). (85,2) 
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835. DER ÜBERGANG VON DER ZEITABHÄNGIGEN SCHRÖDINGERGLEICHUNG 


Da hier die HAmILToNfunktion 


i ! 
H(p,: Py» Pz: % Y, 2% = Zn ® + D + 2%) + Uls, Y, 2, ) (35, 3) 


ist, folgt aus (35, 1) und (35, 2), daß die HAMILToN-JacoBIsche Gleichung 
in der Form geschrieben werden kann: 


0%, _ „| 0 8 5, 
le ann) 00 


Hängt die HamırTonfunktion nicht explizit von der Zeit ab, so ist sie meist 
gleich der Teilchenenergie Z. Dann folgt aus (35, 4) 
98, 
dt 


=E, S, = Ei — s,(2,y,2). (35, 5) 


Die Gleichungen (35, 1) zeigen, daß die Flugbahnen Linien sind, die zu den 
Oberflächen S, = const orthogonal sind. Hängt H nicht explizit von der Zeit 
ab, so ändert sich die Form dieser Ober- 
flächen nicht mit der Zeit. 

Abb. 19 zeigt diese Oberflächen und die - 
. möglichen Flugbahnen der Teilchen. 

Ein Teilchen, das sich im Zeitpunkt 
t=0im Punkt a befindet, wird sich im 
weiteren Verlauf auf der Flugbahn a, b be- 
wegen. Wirstellen unsnuneinen Schwarm 
von Teilchen vor, die verschiedene An- 
fangskoordinaten x,, %, 2, besitzen. 
Im Volumelement AV mögen sich 
AN = g AV Teilchen befinden, wobei o Flächen Sg= const 
die Teilchendichte ist. Zum Zeitpunkt t a 
werden sich alle diese Teilchen in. ein een 
anderes Raumgebiet fortbewegt, aber e 
ihre Zahl wird sich nicht verändert 
haben. Verfolgt man die Bewegung des Volumelements 4 V, das diesen Teilchen 
zugeordnet ist, so bleibt in ihm die Teilchenzahl unverändert. Bezeichnen wir 


den lokalen Differentialquotienten mit — ‚so erhalten wir 


DAN De DAV 
7 Tas hap: ı ar Bbazea 


Nun sind aber die lokalen Ableitungen von o und AV gleich 


Do DAV 


do RR 
Dat W708: =divv.AV, 
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worin d die Teilchengeschwindigkeit ist. Kombinieren wir diese Ausdrücke 
mit der vorhergehenden Gleichung, so’ erhalten wir die Kontinuitätsgleichung 


Ze + div(ov) =0. (35, 6) 
Nach (35, 1) ist 
vV So- (35, 7) 


Daher können wir (35, 6) auf folgende Form bringen: 


do 1. _ %_1 2 
TR N BRENNT OD 


Der Teilchenschwarm bewegt sich somit wie eine Flüssigkeit. Das von ihm 
eingenommene Volumen ‚zerfließt‘‘ nicht. Es deformiert sich nur. 

Die Gleichungen (35, 8) können auch anders gedeutet werden. Dividieren 
wir die Teilchenzahl AN im Volumen AV durch die Gesamtzahl N der Teil- 


chen, so können wir AN als die Wahrscheinlichkeitansehen, ein Teilchen im 


Volumen AV zu finden, und die Dichte o können wir als Wahrscheinlich- 
keitsdichte ansehen. 

Wir wenden uns nun der Quantenmechanik zu. Wir wollen zeigen, daß die 
zeitabhängige SCHRÖDINgERgleichung 


TE ı Rh 2 
ihr Ze Hy, — =2uV + U(z, Y, 2, !) (35, 9) 


annähernd zu den gleichen Ergebnissen führt wie die eben untersuchte 
HAMILTON-JacogIsche Gleichung. Dazu stellen wir die Wellenfunktion y in 


folgender Form dar: 
‘ 


A (35, 10) 
worin S eine gewisse unbekannte Funktion ist. Berücksichtigen wir, daß 


9 __i08, 0 __1[s%,_ as 
ıh h?\ox h dat 


so erhalten wir durch Einsetzen von (35, 10) in (35, 9) die Gleichung für die 
Funktion $: 


08 | 08\2 08\2 08\? ih * h 
- zu le) +(2) + (32) IH uenan+ vis un) 
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Wir entwickeln S nach Potenzen von (th): 


Setzen wir (35, 12) in (35, 11) ein und vergleichen wir die Koeffizienten für 
gleiche Potenzen von Ah, so erhalten wir die Gleichungen 


88, _ 1 ((os,\: Bar an 
let + (35 4 Una), (35, 13) 


88, _ 9505, , 2228, , 208 D& 
dt Era De Ta dy tr” u >s,| 
1 
= Erin V8 98, + 9280} (35, 13°) 


usw. 

Die erste dieser Gleichungen stimmt mit der HAamILToN-Jacogischen 
Gleichung (35, 2) überein, und die zweite, wie leicht zu ersehen ist, mit der 
Kontinuitätsgleichung (35, 8). Denn die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in 
der Umgebung des Punktes x, y, z zu finden, ist 


1 ee | (35, 14) 
Daraus folgt 3 „98 
4 1 
= 25; +. — 2S, 
vo 2v8e ar ge“ 


Multiplizieren wir die Gleichung (35, 13’) mit 2e?°:, so erhalten wir die Kon- 
tinuitätsgleichung (35, 8). 

Wir müssen noch klären, in welchem Bereich die angenäherte Lösung der 
SCHRÖDINGERgleichung angewendet werden a Beim Übergang von (35,11) 


zur Gleichung (35, 13) haben wir das Glied — has unberücksichtigt ge- 
lassen. Das war zulässig, wenn 2u 


” 
Is | 28, |. 35,15 
p77 VS) Enz 0 ( 15), 


Benutzt man (35, 1), so kann diese Ungleichung in der Fon 


p Mi 
2 > 5, rl (85, 16) 
geschrieben werden. 

Diese Ungleichung bedeutet, daß die kinetische Energie groß und die 
Impulsänderungen |div p| klein sein müssen. Im Falle einer Dimension er- 
halten wir 


dp 
1 ’ 
P>hz. (35, 16°) 


9 Blochinzew, Grundlagen 129 


VI. DERZUSAMMENHANG ZWISCHEN QUANTENMECHANIK 


Setzen wir die Länge der DE BrRoaLiIzEschen Welle ein, so finden wir 


di 

amngrs 

TE < 27, (35, 17) 
d.h., die Wellenlänge muß, als Funktion der Koordinaten betrachtet, langsam 
veränderlich sein. 


8 36. Quantenmechanik und Optik 


Die Farallelen, die HamıLron zwischen der geometrischen Optik und der 
Mechanik zog, waren geschichtlich eine der Quellen der Quantenmechanik. 
Diese vergessene Analogie wurde von DE BRoGLIE zur Entwicklung der 
modernen Physik herangezogen. Mit ihrer Hilfe wurden die ersten Ansätze zur 
Quantenmechanik (Wellenmechanik) gewonnen.!) Ebenso wurde oft gesagt, 
SCHRÖDINGER hätte eine der Wellenoptik analoge Mechanik aufgebaut. 

Analogien helfen zwar oft bei der Lösung irgendeines physikalischen Pro- 
blems, aber sie bleiben doch nur Analogien. Die endgültig von SCHRÖDINGER 
aufgestellte Gleichung stimmt mit keiner einzigen der vorher bekannten 
Gleichungen für die Fortpflanzung von Wellen überein. Letztere sind stets 
Gleichungen zweiter Ordnung in bezug auf die Zeit, während die SCHRÖDINGER- 
gleichung bezüglich der Zeit von erster Ordnung ist. Außerdem bestehen noch 
weitere Unterschiede. 

Immerhin bleibt es interessant, die SCHRÖDINGERgleichung mit der Glei- 
chung der Wellenoptik zu vergleichen. Nehmen wir an, wir hätten ein homo- 
genes Medium, in dem sich die Wellen mit einer Geschwindigkeit v fortpflan- 
zen. Dann ist die Gleichung für die Wellenfunktion f 

1 02 


Für eine Welle, die eine Schwingungsfrequenz w besitzt, kann gesetzt werden: 


f — ue-tet, (36, 2) 
Dann erhalten wir aus (36, 1) 
w* 
’ 


Yıutku=0, R= (36, 3) 


Dr 
ae © 


ist für ein homogenes Medium streng anwendbar. Aber sie beschreibt die 
Beugungs- und Interferenzerscheinungen auch dann, wenn mar die Ge- 


bedeutet die Wellenzahl, A die Wellenlänge). Die Gleichung (36, 3} 


1) Vgl. [13]. 

2) In Wirklichkeit sieht die Gleichung für die Wellenfortpflanzung im inhomogenen 
Medium (z. B. elektromagnetischer Wellen in einem Medium mit variabler Dielektrizitäts- 
konstante) komplizierter aus als (36, 3). j 
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schwindigkeit v als eine Funktion der Koordinaten betrachtet. Sie kann daher 
auch als die Wellengleichung für ein innomogenes Medium betrachtet werden?) 
Dann wird %? eine Koordinatenfunktion sein. Wir wollen auch in diesem 
Falle k als Wellenzahl und A = 2 


Wir setzen den Brechungsindex n (x, y, z) ein: 


als Wellenlänge bezeichnen, 


au, (36, 4) 
ko 
worin Ag die Wellenlänge im Vakuum ist. Dann läßtsichdie Gleichung (36, 3) 
in folgender Form schreiben: 


Teu+ köntu=0. (36, 5) 


Ändert sich der Brechungsindex n im Bereiche einer Wellenlänge nur wenig, 
so können wir aus der Wellengleichung (36, 5) die Grundgleichung der geo- 
metrischen Optik erhalten (im gegenteiligen Fall haben wir es mit einer Beu- 
gung der Wellen an den Inhomogenitäten des Mediums zu tun). 

Wir nehmen an: sg (36, 6) 


worin a die Amplitude und %,0 die Phase der Welle sind. Ist die Wellenlänge 
klein, so ist k, groß. Wir entwickeln a und Ö nach reziproken Potenzen von k,: 


1 1 

la ae re ar (36, 7) 
1 1 

a Se a (36, 8) 


Setzen wir (36, 7) und (36, 8) in (36, 6) und (36, 6) in (36, 5) ein und fassen 
dabei die gleichen Potenzen von k, zusammen, so erhalten wir die Gleichung 
(36, 5) in der Form 


= ka(Y 0,” + kön?a, + O(k,) =, (36, 9) 


worin O(k,) die Glieder vom ersten Grade in k, und niedriger bedeuten. Ver- 
nachlässigen wir die niedrigeren Potenzen von k,, so erhalten wir 


(70)? = n°. (36, 10) 


Das aber ist die Grundgleichung der geometrischen Optik. Sie drückt die 
Flächen der konstanten Phase durch den Brechungsindex n (z, y, z) aus: 


00(2, y, 2) = const. (36, 11) 


Die Strahlen werden zu Linien, die zu diesen Oberflächen orthogonal sind. 
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VI. DERZUSAMMENHANG ZWISCHEN QUANTENMECHANIK 


Wir stellen der Gleichung (36, 9) die Hammtton-JacogIsche Gleichung 
(35, 2) für die Wirkungsfunktion 8, gegenüber. Führen wir dort die Substitu- 
tion 8, = Et — s, durch, so läßt sich (35, 2) wie folgt schreiben: 


(V 50? = 2u[E — Ua, y,2)]. (86, 12) 


Vergleichen wir diese Gleichung mit (36, 10), so erkennen wir, daß die Aus- 
breitung kurzwelliger Strahlen (großes k,) in einem inhomogenen Medium 
mit dem Brechungsindex (x, y, z) mit der Bewegung eines Massenpunktes 
in einem Kraftfeld mit der potentiellen Energie U (x, y,z) verglichen werden 
kann, wobei die Größe Y24(E — U) dem Brechungsindex und die Größe s, 
der Phase entsprechen. Die Teilchenflugbahnen sind Linien, die zu den 
Flächen s,(z, 4, 2) = const orthogonal sind. Daher stimmen diese Bahnen 
mit Lichtstrahlen in einem Medium überein, dessen Brechungsindex n pro- 
portional Y2u(E — U) ist. Die klassische Mechanik des materiellen Punktes 
ist somit analog der geometrischen Optik. 

Faßt man die Gleichung (36, 3) als eine Gleichung der Wellenoptik auf, dann 
kann man sagen, daB die Wellenmechanik (Quantenmechanik) der Wellen- 
optik analog ist. In der Tat führt die ScHRöDInGERgleichung 


ie h? 5 
ihr = ze y+Ul,y,z)y 
durch die Substitution Re 
yzue® (36, 13) 
zur Gleichung 
3 
gu + Zr R — Ulu=0. (36, 14) 


Es mögen jetzt in einem gewissen Raumbereich keine Kräfte vorhanden 
sein: U= ( = const. Bezeichnen wir die Wellenzahl in diesem Bereich mit 
k,, dann ist 


2-2 n-0 (36, 15) 


(gewöhnlich wird € = 0 angenommen). Führt man den Brechungsindex ein, 
der diesem Raumgebiet entspricht: 


E—-U k2 
2 N —— 
w E60 2’ (36, 16) 
so können wir der Gleichung (36, 14) folgende Form geben: 
vu + kön?u =0, (36, 17) 


die mit (36, 5) übereinstimmt. 
Einfachste Aufgaben zur Berechnung der Brechung und Reflexion von 
Wellen sind im $ 96 angeführt. 


132 
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Wir haben bei der Ableitung von (36, 10) aus (36, 9) die Glieder O (k,) vernachlässigt. 
Rechnet man diese Glieder aus, so überzeugt man sich leicht davon, daß das Glied 
k,V?0, gegenüber k)(V 0,)? vernachlässigt werden kann. Betrachten wir der Einfach- 
heit halber eine einzige Dimension, so können wir die Bedingung für die Berechtigung 
unserer Näherung wie folgt ausdrücken: 


06 
(ge “) > (36, 18) 
e Ey 5 27 ©. 2 
Berücksichtigen wir, daßk = ge ko ist, erhalten wir 
Oi 
Fri | < 2n, (36, 19) 


was mit der früher erhaltenen Bedingung (35, 17) für den Übergang vonder ScHRö- 
DINGERgleichung zur HAMILTON-JAacoBI-Gleichung übereinstimmt. 

Aus (36, 16) folgt, daß sich der Brechungsindex r und zugleich mit ihm die Wellen- 
länge A = = merklich nur in jenem Raumbereich ändern, wo sich die potentielle 
Energie U merklich ändert, d.h. innerhalb der Reichweite a der Kräfte. Ist diese Reich- 
weite a > A, so werden sich auf der Strecke A sowohl U wie n wenig ändern (ausgenom- 
men einige Sonderfälle äußerst starker Änderungen der potentiellen Energie).!) 

Deshalb kann für orientierende Rechnungen die Bedingung (36;19) durch die ein- 
fachere Bedingung 

<a 


ersetzt werden. Wir überlassen dem Leser die Anwendung dieser Bedingung auf die im 
8 34 angeführten Beispiele. 


$ 37. Die quasiklassische .Näherung (WENnTZEL-KRAMERS-BRILLOUm-Methode) 


Der in den Paragraphen 35 und 36 beschriebene Zusammenhang zwischen der 
Quantenmechanik und der klassischen Mechanik bzw. Optik erlaubt es, für 
die Lösung der ScHröpIngergleichung eine Näherungsmethode anzugeben, 
die anwendbar ist, wenn die Bedingung (36, 19) erfüllt ist, d.h. die Wellen- 
länge sich schwach ändert. Das ist vom Standpunkt der Optik dann der Fall, 
wenn sich der Brechungsindex n(x) des Mediums im Raum schwach ändert. 
Nehmen wir an, daß entsprechend (36, 12) und (36, 13) 
° 
a (37, 1) 
gilt, und berücksichtigen wir 
s=s+tihs, + 
1) Es könnte der Eindruck entstehen, daß für beliebige Partikel, die eine hinreichend 
große Energie und damit eine kleine Wellenlänge A besitzen, die klassische Mechanik 
stets anwendbar ist. Aber das trifft nicht zu. Bei zunehmender Teilchenenergie treten 
nichtelastische Stöße auf (Ionisierung und Anregung der Atome, Bremsstrahlung, An- 
regung und Spaltung des Atomkerns u.a.m.), die ohne Anwendung der Quanten- 
mechanik nicht berechnet werden können. 
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VL DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN QUANTENMECHANIK 
[vgl. (35, 12)], so folgt 


‘ 
y= BEER Sa (37, 1’) 


Wir betrachten im folgenden den Fall, in dem das Potential U nur von 
einer Koordinate abhängt (U = U(x)), so daß s, und s, ebenfalls Funktionen 


von x allein sind. ds 
Es gilt dann 73, = (2 0, 0) ‚und aus (36, 12) ergibt sich die Gleichung 
s0(2) = [ p(«) dx, (37, 2) 
in der p(x) den Impuls des Teilchens bedeutet: 
p(z)= + VulE - U@) = + Ir@)l- (37, 2°) 


Wir berechnen s, mit Hilfe der Gleichung (35, 13°), in der ds,/öt gleich Null 
gesetzt werden muß. Es ergibt sich 


_—.=0. (37, 3) 


Daraus folgt 
3 = —LInp(e) +Inc, 
so daB 


; c e dı 
_ __afre (37, 4) 
ö YP(«) 


wird. In dieser Näherung ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Inter- 
vall (x, x + dx) anzutreffen, 


je? d& 

IC 
Sie ist also der Geschwindigkeit v(z) = p(x)/u umgekehrt proportional und 
damit der Zeit, in der das Teilchen das Intervall (x, x + dx) durchläuft, direkt 
proportional. Das ist nach der klassischen Theorie zu erwarten. Berücksichtigt 
man die nach (37, 2’) möglichen beiden Vorzeichen von p(z), so erhält man. 
die vollständige Lösung durch Superposition von zwei Lösungen: 


w(z) dz = |y(z)l? dx = 


(37, 5) 


z x 
y(z) = —ı. ef! paid, _&_.-g f irmia (37, 6) 
y 


) * re * 

Die Konstanten c,, c, und «a müssen aus den Randbedingungen, denen die 
Wellenfunktion genügen muß, berechnet werden.!) Von den drei Konstanten 
sind natürlich nur zwei voneinander unabhängig. 

Die Umkehrpunkte, in denen die Gesamtenergie E gleich der potentiellen 
Energie U (x) ist, müssen besonders untersucht werden. In solchen Punkten 
sind die kinetische Energie und der Impuls des Teilchens gleich Null (7 = 0, 


p=!d). 
3) Vgl. Anhang VIII. 
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$97. DIEQUASIKLASSISCHE NÄHERUNG 


In der klassischen Mechanik ändert sich in einem Umkehrpunkt das Vor- 
zeichen der Geschwindigkeit, und das Teilchen beginnt sich in entgegen- 
gesetzter Richtung zu bewegen. Das erklärt die Bezeichnung Umkehrpunkt. 

Vom Wellenstandpunkt ist auch im Gebiet E < U (x) eine Bewegung mög- 
lich (dieser Fall wird in den Paragraphen 96 und 97 ausführlich betrachtet). 
Die Größe p(x) ist dort rein imaginär und besitzt selbstverständlich nicht 
mehr die Bedeutung eines Impulses: 


p(2) = +tV2ulU(e) - E])= +ilple)|. (37, 2”) 


Eine der Lösungen in (37, 6) wird im betrachteten Fall mit zunehmendem x 
unbeschränkt wachsen. Da nur beschränkte Wellenfunktionen physikalisch 
sinnvoll sind, muß die Konstante c, im Gebiet EZ < U(x) gleich Null gesetzt 
werden, so daß 


y (z) =l.n.g” eo” + f I? (z)| dx (37, 6) 
UF} © W 2 
gilt. 


Für die folgenden Betrachtungen ist es zweckmäßig, die Konstante a gleich 
der Größe von x in einem Umkehrpunkt zu wählen: E = U(a), p(a) = 0. 

Wie aus (37, 6) und (37, 6°) hervorgeht, werden die gefundenen genäherten 
Lösungen in den Umkehrpunkten unendlich groß. Wenn man die Lösungen 
für beide Seiten eines Umkehrpunktes miteinander verbinden will, muß man 
daher in der Umgebung des Umkehrpunktes eine genauere Lösung der ScHBö- 
DINgErgleichung betrachten. 

Zu diesem Zweck entwickelt man das Potential U (x) in der Umgebung von 
x = ain der Form 


U(e) = u + (I eat 


und löst die SchRönisgergleichung für das erhaltene lineare Potential. Wir 
geben hier nur die Resultate der Rechnungen an. 

Nehmen wir an, daB E < U(e)fürze > a und E> Ul(x)für x <a ist. so 
zeigt es sich, daß die Konstanten wie folgt zu wählen sind::?) 


i 1 r 
ven la [mini ‚.<a (37,7) 
und 


4 a EN (37,7) 


vl) 


1) Vgl. z.B. JI. JlIargay und E. JInhuınu; Keanrogar Mmexanaka, TUTTII (L.Lan- 
DAv und E. LırscHitz, Quantenmechanik, Staatsverlag für techn.-theor. Literatur) 1948, 
oder L.Lanpau und E. Lirsuitz, Quantum Mechanics, Pergamon Press, London-Paris 
1958. 
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VL DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN QUANTENMECHANIK 


Im Falle #> U(x) hatman für >a 


z 


vi = int, [piear+ & 87,7) 
TI : i 

Wir nehmen nun an, daß das Gebiet, in dem sich das Teilchen bewegt, be- 
grenzt ist. Das Teilchen soll sich zwischen zwei Umkehrpunkten bewegen 
b<xz<a). 

In (37, 7°”) muß dann an Stelle von a die Grenze b eingesetzt werden. Offen- 
sichtlich müssen die beiden Lösungen (37, 7) und 


c 1 J 7 | 
(x) = sin „re de + — (37, 8) 
Fe |R, 4 


im Intervallb <x < a miteinander übereinstimmen. Das ist aber nur mög- 
lich, wenn die Bedingung 


b 
„po dz + - =(n +1)r (37, 9) 


erfüllt ist, wobei n eine ganze Zahl ist. 
Erstreckt man die Integration über den gesamten Weg des Teilchens von a 
nach b und in entgegengesetzter Richtung, so erhält man 


Hple)de = (n + })-2rh. (37, 10) 


Diese Gleichung ist gerade die Quantisierungsbedingung der alten halbklas- 
sischen Bou&gschen Theorie. Der Term !/, in der Klammer ist nicht wesentlich, 
weil die quasiklassische Näherung streng genommen nur für n>1 (d.h. 
kleine Wellenlängen) anwendbar ist. 
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VII. Die Grundlagen der Darstellungstheorie 


$ 38. Die verschiedenen Darstellungen von Zuständen quantenmechanischer 
Systeme 


Wir haben gesehen, daßin der Quantenmechanik die gleichzeitige Verwendung 
einer Reihe klassischer Korpuskulargrößen (p, und z, T und U, M, und M, 
u.a.) jeden Sinn verliert, da es in der Natur Gesamtheiten, in denen die an- 
geführten Größenpaare gleichzeitig beobachtbar sind, nicht gibt. 

Daher können alle Meßvorrichtungen in bezug auf jedes quantenmecha- 
nische System in Gruppen unterteilt werden. Durch die Vorrichtungen einer 
dieser Gruppen werden die Teilchen (oder, allgemeiner, Systeme) der Gesamt- 
heit nach. Merkmalen gesondert. Dadurch ist eine Sonderung nach den für eine 
der anderen dieser Gruppen charakteristischen Merkmalen ausgeschlossen. 
Haben wir esz.B. mit Teilchen zu tun, deren Schwerpunktskoordinaten x, y, z 
sind, so können wir leicht zwei Gruppen von Meßvorrichtungen unterscheiden: 
Zur ersten Gruppe gehören die Meßvorrichtungen, die die Gesamtheit unserer 
Teilchen nach den Koordinaten x, y, z oder beliebigen Funktionen F(z, y, z) 
von ihnen [z.B. nach der potentiellen Energie U(x,y, 2)] analysieren, zur 
zweiten Gruppe aber solche, die sie nach den Impulsen p,, p,, p, oder be- 
liebigen Funktionen ®(p,, p,, p;) der Impulse [z.B. nach der kinetischen 
Energie T(P,, p,, p,)] analysieren. Auch andere Gruppen von Meßvorrich- 
tungen sind möglich. 

Wir haben bisher den Teilchenzustand durch eine Wellenfunktion y (x) dar- 
gestellt, die nur von einer Koordinate des Teilchens abhing. (Der Einfachheit 
halber verwenden wir auch im weiteren nur die eine Koordinate x.) 

Die Sonderung der Teilchen nach den Koordinaten x wird durch Apparate 
vollzogen, die eine Sonderung nach p, (im folgenden schreiben wir nur p statt 
p,) ausschließen. Nehmen wir aber an, wir interessieren uns nicht für eine 
Sonderung der Teilchen nach ihren x-Koordinaten, sondern nach ihren Im- 
pulsen; dann müssen wir also eine Vorrichtung verwenden, die die Gesamt- 
heit nicht nach x, sondern nach p analysiert. Die Wellenfunktion y, die die 
Gesamtheit beschreibt, ist aber als Funktion von x ausgedrückt. Läßt sich 
nun der Zustand der Gesamtheit so beschreiben, daß die Wellenfunktion eine 
Funktion des Impulses p wird? 

‚Im ersten Fall sagen wir, der Zustand bezieht sich auf eine Vorrichtung, 
die die Gesamtheit nach den Teilchenkoordinaten x analysiert (erstes „Ab- 
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VII. DIE GRUNDLAGEN DER DARSTELLUNGSTHEORIE 


zählsystem‘‘), im zweiten Falle aber auf eine Vorrichtung, die die Gesamtheit 
nach den Impulsen p analysiert (zweites „Abzählsystem‘‘). Man drückt sich 
kurz so aus: Der Zustand ist in der ‚‚x“-Darstellung oder in der ‚p‘‘-Dar- 
stellung gegeben. !) 

Die ‚»“-Darstellung ist sehr leicht zu finden. Es sei eine Wellenfunktion 
y(z, t) („x“-Darstellung) gegeben. Wir entwickeln diese Funktion nach den 
Eigenfunktionen y,(z) des Impulsoperators (d.h. in ein FouklIkEkintegral). 


Dann ist 
v(a,t) = [ep 1) ya(a) dp, | (88, 1) 


c(pt)=[ ylat)ySle) de. (38, 2) 


Kennen wir die Amplituden c(?, t), so kennen wir auch y(z, t), die Angabe 
von c(9, t) bestimmt y(z, t) vollständig. c(p, t) kann daher als die durch den 
Impuls p beschriebene Wellenfunktion aufgefaßt werden, die physikalisch 
den gleichen Teilchenzustand beschreibt, wie die Funktion y (z, t). Die Formel 
(38, 1) ist als die Transformation der Wellenfunktion aus der ‚„p“-Darstellung 
in die ‚‚x“-Darstellung und (38,.2) als Transformation aus der ‚„‚x““-Darstellung 
in die „‚p“-Darstellung aufzufassen. 

Wir untersuchen jetzt die Darstellung, in der die Teilchenenergie E als 
unabhängige Variable gewählt ist. E möge ein diskretes Spektrum mit den 
Werten E,,Esa,...,E,,... besitzen. Die entsprechenden Eigenfunktionen 
bezeichnen wir mit y,(2), ya(z),.... Wir können die Wellenfunktion y (z, t) 


als Reihe darstellen: 
v(z, t) = >, 23 (d) Yn (2) D (38, 3) 


c„(t) = [yla, t) yi(e) de. (38, 4) 


Die Angabe sämtlicher Amplituden c„(t) bestimmt wiederum y(z, t). Um- 
gekehrt bestimmt die Angabe von y(z, t) auch c„(t). Daher kann die Gesamt- 
heit aller c„(t) als Wellenfunktion angesehen werden, die den gleichen Zustand 
wie y(z, t) beschreibt, in der aber die Energie E als unabhängige Variable 
gewählt ist.?) 

Von diesem Gesichtspunkt aus ist die Formel (38, 3) eine Transformation 
der Wellenfunktion von der ‚‚Z“-Darstellung in die ‚‚x“-Darstellung. (38, 4) 
ist. als die reziproke Transformation anzusehen. Aus (38, 1), (38, 2), (38, 3) 
und (38,4) folgt, daß die Wahrscheinlichkeit, einen Wert der unabhängigen 
Variablen. zu finden, gleich dem Quadrat des Betrages der Wellenfunktion in der 
entsprechenden Darstellung ist. Haben wir nämlich einen Zustand y (z, £) ge- 
geben, so ist die Wahrscheinlichkeit w(z, t), einen Koordinatenwert zu finden, 
der zwischen x und x + d liegt, gleich 


w(z,t) dx = |y(z, t)|?dz. (38, 5) 
ı) D.h. „Koordinatendarstellung“ bzw. „Impulsdarstellung“. 


2) Analog zu c(p,t) könnten wir statt c„(t)(n = 1,2, 3) schreiben: c(Z,t)\(E=E, 
Bys incn Dip +0): 
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$39. DIE VERSCHIEDENEN DARSTELLUNGEN VON OPERATOREN 


Die Wahrscheinlichkeit w(?, t) für einen Impuls p, der zwischen p und p+dp 
liegt, ist 


w(p, t) dp = |e(p, t)|’dp- (38, 6) 
Die Wahrscheinlichkeit w(E,, t), eine Energie gleich E, zu finden, ist gleich 
wiE,,t) = |c.(t)]? = le(E,, HP. (38; 7) 


$ 39. Die verschiedenen Darstellungen von Operatoren mechanischer Größen. 
Matrizen 


Um die Darstellungstheorie der Zustände yin den verschiedenen unabhängigen 
Variablen zum Abschluß zu bringen, müssen wir noch ein Verfahren zur Dar- 
stellung der Operatoren in diesen Variablen angeben. Wir hatten bisher die 
Operatoren L als ‚Funktion‘ von x betrachtet und angenommen, L hätte die 
FormL|-—ih 32°) In einem solchen Falle wirkt der Operator auf die 
Funktion y(z) und erzeugt dadurch eine neue Funktion o(2z): 


0 
p(2) = ı(- ih 32° z) vi). (39, 1) 


Wir können daher sagen, für den Operator haben wir die ‚x Darstellung gewählt. 

Wir wollen jetzt den entsprechenden Operator L in der Energie-Darstellung 
finden (,,Z“‘-Darstellung). Dabei wollen wir annehmen, daß die Energie ein 
diskretes Spektrum von Werten E, besitzt. Die entsprechenden Eigenfunk- 
tionen seien y,(x). Dann können wir die Funktionen p und y folgendermaßen 


ausdrücken: ya) = I c,y,(2), (39, 2) 


p(z) = P2 bnYn(®)- (39, 3) 


Die Gesamtheit der c, ist das y in der „E“-Darstellung und die Gesamtheit der 
d„ die Funktion o ebenfalls in der „E“-Darstellung. Der Operator L leitet aus 
y eine neue Funktion p ab und damit zugleich aus c, neue Amplituden b, 

Gelingt es nun, eine Operation zu finden, die die b, unmittelbar durch die c, 
ausdrückt, dann haben wir damit auch den Operator L in der „EZ“-Dar- 
stellung gefunden. Dazu setzen wir y und 9 aus (39, 2) und (39, 3) in (39, 1) 


ein und erhalten 
SZ bnyala) = 2% Lyal). (39, 4) 
n n 


Multiplizieren wir (39, 4) mit y#(x) und integrieren über alle x-Werte, so er- 
halten wir wegen der Orthogonalität der Funktionen y, (x) 


b„= P2 Dunn (39, 5) 


worin 


Lan = [ yhlz): Lyn(a)- de. (39, 6) 
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Kennen wir alle Werte von Lan so können wir nach der Formel (39, 5) alle 
Amplituden (die Funktion in der „E‘ ‘.Darstellung) auf Grund der gegebenen 
£„ (d.h. auf. Grund der Funktion y in „Z“-Darstellung) finden. Die Gesamt- 
heit aller Größen von L,„„ muß daher als der Operator Lin der „E‘‘-Darstellung 
angesehen werden. 

Diese Gesamtheit läßt sich als quadratisches Schema darstellen: 


p& en | (39, 7) 


das eine unendliche Anzahl von Zeilen und Spalten aufweist. Ein solches 
Schema wird Matrix genannt. Die Größen L,,„ heißen Matrixelemente, jedes 
Matrixelement besitzt zwei Indizes.1) Der erste gibt die Nummer der Zeile, 
der zweite die der Spalte an. Es ist gleichgültig, wie wir die Zeilen und Spalten 
einer solchen Matrix ordnen. Aber natürlich muß bei jeder Rechnung stets 
die gleiche Anordnung eingehalten werden. Wir vereinbaren, die Numerierung 
der Zeilen und Spalten nach zunehmenden Eigenwerten vorzunehmen: 


BREhEeB2..ehz.. 


Die Darstellung der Operatoren L läßt sich auch in dem Falle finden, wo die unab- 
hängige Variable kontinuierlich ist. Wir nehmen als Beispiel die „p“-Darstellung. Ana- 
log zu (39, 2) und (39, 3) erhalten wir: 


v(z) = [e(p) vp(«) dp, (39, 2') 


p(x) = [b(p) v5(z) dp, (39, 3) 


worin c(p) und b(p) die Funktionen yund o iin der „p“-Darstellung sind. Wir wollen nun 
den Zusammenhang zwischen c(p) und d(p) suchen. 
Setzen wir (39, 2’) und (39, 3’) in (39, 1) ein, so erhalten wir: 


[do vptz) dp = [etp) - Ly,(e) : dp. (89, 4) 


1) Oft werden andere, von Dirac eingeführte Bezeichnungen für die Matrixelemente 
gebraucht. Und zwar schreibt man 


<m|L|n> anstatt L,„ 
d führlicher: 

oder ausführlicher Sn, |Ej®. > anal. 2. 
Letztere Bezeichnung gibt nicht nur den Operator (L) an, zu dem das Matrixelement ge- 
hört, sondern auch die Darstellung, in der er genommen wird (E) und schließlich die 
Nummern der Eigenwerte m und n, denen das Matrixelement zugehört. Eine solche Be- 
zeichnung ist besonders praktisch im Falle der Entartung ($ 21), wenn die Wellenfunk- 
tionen durch mehrere Indizes charakterisiert sind. 
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$40. MATRIZEN UND IHRE HANDHABUNG 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit 7, (x) und integrieren wir über x, so erhalten wir 
infolge der Orthogonalität der Funktionen y,(z) 


[eos — p) dp = [ep)ap] va Lv, de 
oder 
d(p) = f Lprpe(p) dp, (39, 5) 
worin 


La = Lip, p) = [vi (a): Ly,(a) de. (39, 6) 


Die Größe L, „ist der Operator Lin „p“-Darstellung. Sie hängt von zwei Variablen p’ 
und » ab, die die gleichen Werte durchlaufen. Wir werden Z,‚, nach wie vor als das 
Matrixelement des Operators L in „p“-Darstellung bezeichnen und die Gesamtheit der 
Werte von L,,, als Matrix. Es ist klar, daß wir in diesem Fall Lyr,„ nicht in Form eines 
Schemas darstellen können. Trotzdem werden wir auch hier p’ als Zeilennummer und p 
als Spaltennummer bezeichnen. 

Wir sehen, daß die Operatoren in jeder Darstellung durch Matrizen versinnbildlicht 
werden.!) In der „xz“-Darstellung hatten wir Operatoren in der Form von Differential- 
operatoren. Man kann jedoch zeigen (siehe $ 40), daß auch in dieser Darstellung die 
Operatoren in Matrixform geschrieben werden können. 


$ 40. Matrizen und ihre Handhabung 


In den Matrizen beachten wir besonders die sogenannten Diagonalelemente. 
Das sind die Elemente, deren Zeilennummer gleich der Spaltennummer 
ist, z.B. Elemente der Form L,,„. Im Falle eines kontinuierlichen Spektrums 
werden als Diagonalelemente die Elemente der Form L,, bezeichnet. Be- 
sitzt eine Matrix nur Diagonalelemente, so heißt sie Diagonalmatrix. Im 
Falle eines diskreten Spektrums besitzt eine solche Matrix folgende Form: 


L4 00....0 
BES On 

N I (40, 1) 
000 2. 


error. 


Einen wichtigen Sonderfall der Diagonalmatrix stellt die Einheitsmatrix 6 
dar mit den Elementen 


Om#+n 
dnn = [vamdz = | (40, 2) 


1) Wir können unter Z oder p jede beliebige Größe Z verstehen, die ein diskretes oder 
kontinuierliches Wertespektrum besitzt. Allgemeiner gefaßt: Wir können unter E oder p 
eine ganze Gesamtheit unabhängiger, gleichzeitig meßbarer Größen L, M,N,... ver- 
stehen. 

Eine ausführlichere Behandlung der Theorie der Darstellung und Umformungen von 
einer Darstellung in die andere findet der Leser in den Werken [21] 2. Teil, [16]. 
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Diese Matrix hat die Form 
1000... 


0100... 
ö6=|0010... (40, 2’) 
0:5 8 8 Si 


Aus der Definition der Matrixelemente einer Einheitsmatrix (40, 2) folgt, 
daß die Einheitsmatrix in jeder Darstellung Einheitsmatrix bleibt, da die Glei- 
chung (40, 2) für jedes System orthogonaler Funktionen y,(z) gilt. Die Ele- 
mente einer Diagonalmatrix L können stets in folgender Form geschrieben 


werden: 
Les = Lö öan- (40, 3) 


Häufig müssen neben einer beliebigen Matrix L mit den Elementen Z„„ 
noch die aus ihr abgeleiteten Matrizen untersucht werden. Unter diesen wollen 
wir vor allem die konjugiert komplexe Matrix L* hervorheben. Die Elemente 
dieser Matrix sind zu den entsprechenden Elementen der ursprünglichen 


Matrix konjugiert komplex: 
Ei) = Das (40, 4) 


Fern<r läßt sich aus einer gegebenen Matrix die transponierte Matrix L bilden. 
Diese Matrix erhält man aus der ursprünglichen Matrix durch Vertauschen 
von Zeilen und Spalten. Die Elemente dieser Matrix werden also durch die 
Formel a 
Dan =L,n (40, 5) 


definiert. Nehmen wir eine konjugiert komplexe transponierte Matrix, d.h. 


(L*) ‚so erhalten wir eine Matrix, die adjungiert heißt und mit L* bezeichnet 
wird. Ihre Elemente sind definiert durch 


an = (E*)an = Lin. (40, 6) 
In dem Falle, wo die adjungierte Matrix der ursprünglichen gleich ist, 
I=L (dh.Z2 „= ZL.)): (40, 7) 


heißt sie hermitisch oder selbstadjungiert. Diese Definition entspricht unserer 
früheren Definition des hermitischen oder selbstadjungierten Operators (18,7). 
Für die Matrixelemente eines hermitischen Operators L haben wir nämlich 


Inn = [vi Lyn de [yı  Lrya de = Din. 


Wir untersuchen nun die algebraischen Operationen mit Matrizen. Zu- 
nächst die Addition von Matrizen! Es sei ein Operator C gegeben, der die 
Summe der Operatoren A und B ist. Dann verstehen wir unter der Summe 
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der Matrizen von A und B die Matrix des Operators C. Die Elemente dieser 
Matrix sind leicht zu finden. Wir haben 


Can= [va Cyn da = [vi Ay, de + [yh By’ de, (40, 8) 


folglich ist ea (40, 9) 
d.h., das Matrixelement einer Summe von Operatoren ist gleich der Summe der 
entsprechenden Elemente sämtlicher der Summe angehörenden Operatoren. 
Sehr wichtig für die Anwendung ist die Regel für die Multiplikation von 
Matrizen. Zur Aufstellung dieser Regel berechnen wir das Matrixelement des 
Operators C, der das Produkt der beiden Operatoren A und B darstellt. Unter 
Benutzung der Definition des Matrixelements erhalten wir 


Can [vi Cy,de= [vi AlBy,) de. (40, 10) 


Die Größe By, stellt selbst eine Funktion dar und kann nach den orthogonalen 
Funktionen .y,(z) in eine Reihe entwickelt werden: 


By, = 2 beyale), 


worin 
b, = [yi By„dz = Bin. 


Setzen wir diese Entwicklung in (40, 10) ein, so erhalten wir 
Ona= [v4 « Bene * dz = Bin [vi Ayı de = Z Ben Ans. 


Folglich ist Om Z Ans Bin. (40, 11) 


(40, 11) enthält die Regel für die Matrizenmuitiplikation: Um das Mairix- 
element C „„ einer Matrix zu erhalten, die das Produkt der Operatoren A und B 
darstellt, müssen die Elemente der m-ten Zeile der Matrix A mit den Elementen 
der n-ten Spalte der Matrix B multipliziert und’ dann addiert werden. Die Regeln 
für die Addition (40, 9) und Multiplikation (40, 11) von Matrizen ermöglichen 
es, auf Grund gegebener Matrizen, die die Operatoren A, B,... darstellen, ' 
Matrizen zu finden, die beliebigen Funktionen von A, B,... entsprechen. 
Außerdem gestattet die Multiplikationsregel, die Formel (39, 5), die das 
Ergebnis der Operation L auf die Wellenfunktion ausdrückt, in anderer Form 
darzustellen. Wir können diese Formel als Matrizenprodukt betrachten. Dazu 
stellen wir die Wellenfunktion in der „Z‘‘-Darstellung als Matrix mit einer 
Spalte auf: 


ee (40, 12) 


ur 70... 
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Ebenso stellen wir die Funktion dar: 
6,00 ... 


er [Re (40, 13) 


Jetzt erkennen wir, daß (39,5) als Matrizenprodukt geschrieben werden kann: 
o=Ly, (40, 14) 


worin @ die Matrix (40, 13), y dıe Matrix (40, 12) und L die Matrix (39, 7) ist. 
b ist ein Element der m-ten Zeile und ersten Spalte der Matrix (40, 13). 
Dieses muß nach (40, 11) durch Multiplikation der Elemente der m-ten Zeile 
der Matrix (39,7) mit den Elementen der ersten Spalte der Matrix w (40, 12) 
zu erhalten sein. Das führt aber zur Gleichung (39, 5). Die adjungierte Wellen- 
funktion c,, &, -..,C„... kann als die zu (40, 12) adjungierte Matrix an- 
gesehen werden, und zwar als Matrix mit einer Zeile: 


ee 
yt = 0 0 .. 0 ... (40, 12’) 


rennen e. 


Der Darstellung von Wellenfunktionen in Form von Matrizen (40, 12) werden 

wir in der Theorie des magnetischen Momentes des Elektrons begegnen. 
Wir vermerken noch folgendes Ergebnis der Multiplikationsregel für Ma- 

trizen: Die Matrix C*, die zum Produkt C zweier Matrizen A und B adjungiert 


ist, ist gegeben durch C* = (4B)* =B+4t; (40, 15) 


wegen der Definition der adjungierten Matrix sind die Elemente C#, gleich 
C#,. Aus (40, 11) erhalten wir 


Can Cam = P2 AnıBim = P2 Bardin = & (B*)mz (At)en- 
Analog (indem wir die Summen durch Integrale und das Symbol Ömn durch ö(p’ — p) 


ersetzen) erhalten wir die entsprechenden Formeln für kontinuierliche Matrizen. 
Dabei setzen wir an Stelle von (40, 2) die Einheitsmatrix 


6=ö(p—p). (40, 2°) 
Die Elemente der Diagonalmatrix erhalten jetzt folgende Form 
Lprp = L(p‘) ö(p' — P). (40, 3°) 
Die Eigenschaft, selbstadjungiert zu sein, drückt sich durch die Formel 
Lprp = Lip’ (40, 7) 
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ans. Das Matrixelement der Summe zweier Matrizen A und B wird gleich 
Oyrp = Apıp + Bor (40, 9°) 
und das Matrixelement des Produkts zweier Matrizen A und B gleich 
2 = [Ay gr Byrg dp”. (40, 11) 
Wir geben noch Beispiele kontinuierlicher Matrizen. Dabei betrachten wir zuerst den 


Operator der x-Koordinate in der „p“-Darstellung. Nach der Definition des Matrix- 
elementes haben wir 


%pp= | vor ee Po Pay 
p'p p % 9 Inh 


A Be a RE 
np mh) ° DEN: (40, 16) 


Fernerist nach der Formel, die die Operation eines in Matrixform gegebenen Operators L 
auf die Wellenfunktion definiert, 


. {0 
b(p‘) = [zppe(p) dp=-ih a prelolep. 
Durch partielle Integration finden wir 
nr dc(p) 
dp’) = [-ih- ö(p — P)ep)]! + [6 - ?) 77 d 


_:n 9°) 
= ih (40, 17) 


oder 


d. h., der Operator von z in der „p“-Darstellung kann entweder als Matrix (40, 16) oder 


[7] 
als Differentialoperator sh er er 17) gegeben sein. Das letztere Ergebnis ist uns bereits 
bekannt (vgl. $ 13). 
Der Operator von & Ben in seiner Eigendarstellung als Diagonalmatrix 


Zu, =völr— vr) (40, 18) 
dargestellt werden und der Operator einer beliebigen Funktion V (x) als Matrix 
VY.., = Vea)ö@- er) (40, 18°) 
Ersetzen wir nämlich in der Formel (39, 5°) d durch g und c durch y, p durch z, so 
erhalten wir 
p(«’) = [V,,.ye) dz - ve) ö(z — X) plz) dx 
P9(z) — V(z) v2), (40, 19) 


d h., die Operation V (x) in der „xz“-Darstellung läuft auf eine Multiplikation von y(z) 
mit F (x) hinaus. Dieses Ergebnis ist uns bereits bekannt. 
Auf ähnliche Weise kann der Operator p in Matrixform wiedergegeben werden: 


oder 


RR} 
Pr = tih DZ öl — ’). (40, 20) 
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Wir haben dann 3 

e(z’) - [pr z yiz) de = Dr öl — z)ylaldz. 
Nach partieller Integration erhalten wir 


o@)=— ih = vie), (40, 21) 


d.h., die Matrixdarstellung (40, 20) des Operators p ist äquivalent der Differential- 
darstellung p = — ih Fri 
Auf Grund der Formeln (40, 18) und (40, 20) kann jeder Operator, der in der FormL 


o R 
(- ih 2’ 2) = L(p, x) gegeben ist, in Matrixform so dargestellt werden, daß 


[7] 
o(x') - [b..ve dz -1(-32,2)vte). (40, 22) 


Zur Bestimmung der Matrixelemente L ,’„ genügt es, die Operatoren pund zin L(p,z) 
als Matrizen (40, 18) und (40, 20) anzusehen und die Multiplikation und Addition dieser 
Operatoren nach den Regeln (40, 9°) und (40,11’) für kontinuierliche Matrizen durch- 
zuführen. Man kann sich z. B. leicht davon überzeugen, daß der HamıLTonoperator 


_Pz 08 
HH Va -- 3,55 +7 (40, 23) 
die Matrixelemente 
MR Röc— x 
ee (40, 24) 


2u GE 
besitzt. 


$ 41. Die Bestimmung des Mittelwertes und des Spektrums einer durch einen 
Operator in Matrixform dargestellten Größe 


[0] 

-im Zustand y (x, t) dargestellten Größe läßt sich leicht in die Matrixform über- 
führen. y,„(x) möge die Eigenfunktion sein, die zum n-ten Eigenwert der 
Größe gehört, die als unabhängige Variable gewählt wurde (z.B. der Energie). 
Wir stellen y(x, t) und y* (x,t) als Reihen dar: 


vah)=D 0,y[lrd, (41, 1) 


Die Formel (19, 1) für den Mittelwerteiner durch den Operator L (- ih = L :) 


at) = I mynlzd). (41, 1°) 
m 
Setzen wir diese Gleichungen in die Formel 


L = /y* (z, 1) Ly(z, ı) dx 
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ein, so erhalten wir = 
L= 3 3 cho, [ykLy, de; 
n m 


d.h. ” 

L=2323 cm LynCn- (41, 2) 

n m 

Das ist der Ausdruck für den Mittelwert L einer Größe L, wenn der sie dar- 
stellende Operator L in Matrixform gegeben ist. Betrachten wir die Gesamt- 
heit von c, als Matrix y mit einer Spalte (40, 12) und die Gesamtheit von c# 
als adjungierte Matrix y* mit einer Zeile (40, 12’), so können wir nach der 
Regel für die Matrixmultiplikation die Gleichung (41, 2) folgendermaßen 


schreiben: = 
L=y*Ly. (41, 3) 


Das Spektrum einer Größe (die Gesamtheit allerihrer möglichen Werte) und 
die Eigenfunktionen des sie darstellenden Operators L bestimmen sich nach 
(20, 2) aus der Gleichung Ly, — Ly,. Setzen wir in diese Gleichung y aus 
(41, 1) ein, multiplizieren wir links mit y# und integrieren wir über x, so er- 


halten wir 4 N 
Zufya Lyn da= LI ymynde 


oder ZIL,„u=Lec,. (41, 4) 
n . 

Das ist ein unendliches System homogener linearer algebraischer Gleichungen 
für die Bestimmung der Amplituden c, der Eigenfunktionen und der Eigen- 
werte L, des Operators. 

Wie aus der Algebra bekannt ist, besitzt ein System homogener linearer 
Gleichungen nur in dem Falle eine von Null verschiedene Lösung, wenn die 
aus den Koeffizienten der Gleichungen gebildete Determinante. Null ist. In 
unserem Falle besitzt die Determinante eine unendliche Zahl von Zeilen und 
Spalten *): 


Diese Gleichung bestimmt die möglichen Werte von L. Sie stellt eine Glei- 
chung unendlich hohen Grades in L dar (transzendente Gleichung) und wird 
eine unendlich große Zahl von Wurzeln besitzen: L=_L,,L,,...,L,,... In 
der Algebra wird bewiesen, daß die Wurzeln einer solchen Gleichung reell 
sind. Die Gesamtheit der Werte L,, bei denen das Gleichungssystem (41, 4) 
lösbar wird, ist zugleich die Gesamtheit der Eigenwerte des Operators L. 


1) Eine solche Determinante ist als Grenzwert eines Systems von N Unbekannten c, - 
für N— oo anzusehen. Die Gleichung (41, 5) hat einen Sinn, wenn ein solcher Grenz- 
wert existiert. Das Beispiel einer solchen Gleichung findet der Leser in [61]. 
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Setzen wir in (41,4) eine der Wurzeln der Gleichung (41, 5) ein, z.B. L,, so 
finden wir die dieser Wurzel entsprechende Lösung: 


L=L; a=üall), %&=6&lb): -; =) -.. (41,6) 


Die Gesamtheit der auf diese Weise gefundenen Werte c,, (2, ... ; &n, ... ist die 
Eigenfunktion des Operators L, die dem «-ten EigenwertL= 5. entspricht. 
Die gleiche Funktion in der ‚‚x“-Darstellung lautet!) 


Yy(2) — DA c„(L,) Yn(X). (41, 6‘) 


In ihrer Eigendarstellung wird jede Größe eine Diagonalmatrizx. 
Ist nämlich y, (x) die Eigenfunktion des Operators L, so besitzt seine Matrix 
die Elemente 


Eon = [ya Lynde= [yhInyn de = L,Öömns (41,7) 


worin L,„der n-te Eigenwert des Operators List. Die Aufgabe, die Eigenwerte 
des Operators L zu finden, ist daher gleichbedeutend damit, die in einer be- 
liebigen Darstellunggegebene Matrix des Operators L auf Diagonalform (41,7) 
zu bringen. 

Da vertauschbare Operatoren ein simultanes System von Eigenfunktionen 
besitzen, können ihre Matrizen gleichzeitig auf Diagonalform gebracht werden. 


Die entsprechenden Formeln für den Fall kontinuierlicher Matrizen erhält man da- 
durch, daß man die Summen wie oben durch Integrale ersetzt. Ihre Ableitung ist so 
einfach, daß wir uns mit der Angabe der Resultate begnügen können. Der Mittelwert 
der Größe Z wird gleich 


L = [ [ap apc* (p‘) Lyrge(p) (41,2) 
(Impulsdarstellung) und ER 
L = | [d2’ dx y*(a') Ly,9(@) (41, 2”) 
(Koordinatendarstellung). An Stelle der Gleichung (41, 4) haben wir entsprechend 
[Eos et) dp = Leip'), (41, 4) 
[Ir zvie) da = Lyie) (41, 4”) 
und schließlich an Stelle von (41, 7): 
Pprp = P'ö(p'— pP), (41,7) 
Zur = Öle — a). (41, 7°) 


Die Gleichungen (41, 4’) und (41, 4”) werden entweder Differential- oder Integral- 
gleichungen sein. 

1) Die Funktion y,(z) erhält man unmittelbar durch Lösen der Differentialgleichung 
Ly = Ly. Die Lösung der Gleichungen (41, 4) und (41, 5) ist meist nicht einfacher als 
die Lösung der angegebenen Differentialgleichung. Bei angenäherter Lösung von Glei- 
chungen (Kap. XI) können sich jedoch Gleichungen in Matrixform als recht nützlich 
herausstellen. 
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$ 42. Die Scaröpingergleichung und die Zeitabhängigkeit von Operatoren 
in Matrixform 


Die ScHRöpIngeErgleichung (28, 3) kann in die Matrixform übergeführt 
werden, wenn man die Funktion y (z, t) nach den Eigenfunktionen y, (x) eines 
Operators entwickelt. Setzen wir die Entwicklung 


Yy (z, t) = 2 En () Yn (z) 


in (28, 3) ein, multiplizieren wir links mit y#(x) und integrieren wir über x, 
so finden wir i 
ih . = ZHunin m=h2B,.., (42, 1) 


worin 
H„n=/[yhl) H- y.(e) de (42, 2) 


das Matrixelement des HamıLTonoperators H ist. Diese Gleichung bestimmt 
aus dem zum Anfangszeitpunkt gegebenen c„(0) das c„(t) [d.h. aus y(z, 0) 
dasy(z,t)]. 

H sei der Operator der Gesamtenergie. Als Funktionen .y,(x) wählen wir 
die Eigenfunktionen des Operators H. Dann sind c,„(t) die Amplituden der 
stationären Zustände, und die Matrix H,„„ wird diagonal: 


Han [vr Hy.da = Buögn- (42, 3) 


Setzen wir H„„in (42, l) ein, so-finden wir die SCHRÖDINGERgleichung für 
diesen Fall: 


in Em sEa, (42, 4) 
Daraus folgt _jEmt 
= mM)e * (42, 5) 


d.h., die Amplituden der stationären Zustände hängen periodisch von der Zeit 
ab. Das stimmt mit den Schlußfolgerungen des $ 30 überein. 

Wir wenden jetzt die SCHRÖDINGERgleichung in Matrixform an, um die 
zeitliche Ableitung des Operators zu berechnen. Differenzieren wir den Mittel- 
wert (41, 2) nach der Zeit, so finden wir 


n 


dt 


AL = = de 
ae — -22 PX; —- Duty 2: 2 cn Bun 
Aus (42, 1) haben wir 


dc 
dt 


— ih 


— ZHkıct, ih = Be. EM 
t k 
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ee .. dd) . 
Setzen wir diese Differentialquotienten in den Ausdruck für Zr in so 
erhalten wir 


d(L 
a = yy° cm —-ao+ MELLE Im HnrCı 
i r 
- 572323 Hnrck Imnen: 
mn k 


Berücksichtigen wir, daß wegen der Selbstadjungiertheit des Operators 
H ni: = Hım 


ist sowie daß die Indizes m, n und & die gleichen Werte durchlaufen, so 
können wir (indem wir im zweiten Glied & durch n und im dritten & durch m 
ersetzen) die vorangehende Gleichung folgendermaßen schreiben: 


d(L Inn a 
a TERRA FF lF Im - Fun) 


Unter Berücksichtigung, daß nach der Multiplikationsregel für Matrizen 
2% Imz Hin == (LH)nn: 2 Hmı Lin =— (HL) an 


ist, erhalten wir 


mn +, (EH- Ho n.|on (42, 6) 
worin 


Be (LH — HL) „= a (Ime Hin — Hmk Lin) = [H, L]„„. (42, 7) 
ih ih k 


das Matrixelement der Poıssonklammer ist. Aus dem Vergleich mit der For- 
mel (41,2) für den Mittelwert folgt, daß das Matrixelement des ‚„Geschwindig- 
keits‘‘operators ar gleich ist 


di 
dL\ _ dLm 
ah) Ob 


+ {H,Llmn: (42, 8) 


Die Formeln (42, 6) und (42, 8) stellen die Formeln (31, 4) und (31, 7) in 
Matrixform dar. 

Wir wollen einen wichtigen Spezialfalluntersuchen. Der HAMıLToNoperator 
H sei der Operator der Gesamtenergie. Nehmen wir speziell die Energie- 
darsteilung („Z“-Darstellung), dann wird die Matrix von H diagonal: 


: Hrn = Erben: H„, = EmOmk- 
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Setzen wir außerdem voraus, daß der Operator L nicht explizit von der Zeit 
abhängt, so erhalten wir aus (42, 7) und (42, 8) 


dl 1 
GE man 
oder 
dLl E 
() ne 20 © ARE (42, 9) 
Mn 
worin 
ER kei . En (42, 10) 


die BoHksche Frequenz ist. Im einzelnen wird die Matrix des Geschwindig- 
keitsoperators die Elemente 


dx R 
(Er. = Omnimn (42, 11) 


haben, worin x, die Matrixelemente der Koordinate x sind. Wir erhalten 
zwischen Geschwindigkeit und Koordinate die gleichen Beziehungen wie für 
einen mit der Frequenz w,„,„ schwingenden Oszillator. 

Die Formel (42, 9) wird völlig klar, wenn man die sogenannte HEISENBERG- 
sche Methode der Operatordarstellung anwendet. Diese Methode besteht darin, 
daß die Matrix eines Operators L mit Hilfe der zeitlich periodischen Wellen- 
funktionen stationärer Zustände, die zur Zeit t genommen werden, gebildet 
wird: 

BR 
Yalz ) = Yn(z) ee 


Das ist erlaubt, da y,(z, t) ebenso wie y,„(z) ein vollständiges orthogonales 
Funktionensystem bilden. Somit wird im HEIsEnBERebild das Matrix- 
element des Operators L bestimmt nach der Formel 


Ian) = [ya : Lyn(, ) da = Inge" (42, 12) 

Daraus folgt für einen Operator, der nicht explizit von der Zeit abhängt, 
dL BER. FRESSEN i 
FI. - Fr = On mad). (42,9 ) 


Diese Formel unterscheidet sich von (42, 9) nur dadurch, daß die Zeitabhän 
gigkeit von den Wellenfunktionen auf die Operatoren übertragen ist. 

Nach (42, 12) hängen Matrixelemente von Operatoren, die nicht explizit 
zeitabhängig sind, in der HEISENBERGschen Darstellung periodisch (mit den 
BouHsschen Frequenzen w,,,) von der Zeit ab. 

Im Falle kontinuierlicher Matrizen haben wir an Stelle von (42, 1) 


oe‘ 
in) — (H,„,ctp)äp (42, Y) 
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oder in Koordinatendarstellung: 


r Iy(z') n 
ih — [Hz.y(a) dz, (42, 1’) 
und an Stelle von (42, 8): 
dl _OLyp i 
(,, ur; FT; + [H, L]» p (42, 8 ) 


dl OLr z n 

| . = - Or: MD... (42, 8”) 

Die übrigen Formeln dieses Paragraphen gelten speziell nur in der Energie- 
darstellung. Die Untersuchung kontinuierlicher Matrizen gestattet, wie aus 
dem in den $$ 39-42 Dargelegten hervorgeht, die Matrixdarstellung von 
Operatoren einheitlich zu behandeln, so daß alle Darstellungen von Opera- 
toren und Wellenfunktionen gleichberechtigt werden. Daher ist die Matrix- 
darstellung von Operatoren besonders praktisch bei der Untersuchung all- 
gemeiner Fragen der Theorie. \ 

Bei der Lösung konkreter Aufgaben dagegen wird vorwiegend die Ko- 
ordinatendarstellung gebraucht. Das erklärt sich dadurch, daß in der nicht- 
relativistischen Theorie die Wechselwirkungsenergie nur von den Koordina- 

2 

ten abhängt, die kinetische Energie aber eine einfache Impulsfunktion I 
ist. Demzufolge erhalten wir in der Koordinatendarstellung die SCHRÖDINGER- 
gleichung in der Form einer verhältnismäßig einfachen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. Doch können bei angenäherter Lösung von Aufgaben andere 
Darstellungen sogar Vorzüge gegenüber der Koordinatendarstellung haben. 


$ 43. Unitäre Transformationen 


Untersuchen wir die Transformation irgendeines OperatorsG von einer beliebigen Dar- 
stellung in eine andere. In der ersten Darstellungmöge der Operator G durch dieMatrixG’ 
gekennzeichnet sein, deren Elemente durch die Eigenwerte: Z = L,, Ls, ...,..., Lin». 
Im, ... des Operators L numeriert sind („L“-Darstellung). In der zweiten Darstellung 
möge der gleiche Operator G durch die Matrix G’’ gekennzeichnet sein, die nach den 
Eigenwerten M = M,, M,...., Mas ::.» Me; ... des Operators M („M“-Darstellung) 
numeriert sind. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daß ZL und M diskrete Spektren 


0) 
haben. Ist derOperator G ursprünglichin „x“-Darstellunggegeben [e =G | — ih 52 2) 


und sind die Eigenfunktionen der Operatoren L und M gleich y, (2), ya (2), ..., 9, (2), ..., 
Ym(z),... und 9,(2), PX), ..., Pal), «:., Ps(X), ..., so sind die Matrixelemente des 
Operators G in der „ZL“-Darstellung 


Onm - [vi we[- ih2-, 2) une) dx (43,1) 
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undinder „M“-Darstellung 
50 
Ga - [orme[- Ihn z)os6@ dx. (43, 2) 


Welche Verknüpfung besteht nun zwischen der Matrix G’ mit den Elementen @,,,„, und 
der Matrix G” mit den Elementen G,;. Wir entwickeln die Eigenfunktionen des Opera- 
tors M nach den Eigenfunktionen des Operators L: 


9a(z) = LE Ym(z)Smps Yalz) = 2 ya la)Sho (43, 3) 
wobei 5 2 
Sms =[yhla)ale)dz, Si. = [ylz)ptz)de. (43, 4) 
Setzen wir (43, 3) in (43, 2) ein, so erhalten wir auf Grund von (43, 1) 
GG, = ZE8n.C mSmb: (43, 5) 


Die Gesamtheit der Größen 9, , kann als Matrix S betrachtet werden, deren Zeilennach 
den Eigenwerten der Größe L und deren Spalten nach den Eigenwerten von M numeriert 
sind. Neben der Matrix S untersuchen wir die adjungierte Matrix S+. Ihre Elemente sind 


(St)an = Saas (43, 6) 


sodaß S+ = $* und somit die Zeilen der Matrix durch die Eigenwerte von M und die 
Spalten durch die Eigenwerte von L numeriert sind. Auf Grund von (43, 6) wird die 
Formel (43, 5), die @,._ in G,, überführt, 


Gss = ZLE(St) nn mSmß (43,7) 
n m 
oder, auf Grund der Regel für die Matrizenmultiplikation, in Matrixform: 


G'’=StG'S. (43, 8) 


Somitkönnen die Matrix S und die ihr adjungierte Matrix S+ als die Matrizen betrachtet 
werden, mit deren Hilfe die Überführung des Operators aus einer Darstellung („ZL‘“) in 
eine andere („NM“) vollzogen wird. Die Matrix S weist eine wichtige Eigenschaft auf. 
Multiplizieren wir die Funktionen 9% (x) und 9g miteinander und integrieren wir das 
Resultat über x, so erhalten wir infolge der Orthogonalität der Eigenfunktionen 


EISESmaönm = das (43, 9) 
n m 
oder 
Z(St)an SB = Öaß (43, 10) 
n 
oder in Matrixform HS=1. (43, 11) 


In gleicher Weise, durch Entwicklung der Funktion y,„(z) nach Funktionen 95 (x), 
kann man sich davon überzeugen, daß 


E8,a(St),m == Önms (43, 12) 


d.h. 
ss=1. (43, 11°) 
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Eine Matrix, die den Bedingungen (43, 11) und (43, 11’) entspricht, wird unitär ge- 
nannt. Da das Produkt von S* und S oder S und S+ eine Einheitsmatrix gibt, so ist St 
die zu S reziproke Matrix, d.h. 

St Sıı, (43, 13) 


Wir bemerken, daß die unitäre Matrix keine Hermıtesche Matrix ist, da wir für eine 
HErMITEsche Matrix an Stelle von (43, 13) S+ = S hätten. Wir können auf Grund des 
Dargelegten sagen, daß die Umformung eines Operators von einer Darstellung in eine 
andere mitHilfe einer unitären Matrix S mit den Elementen (43, 4) erfolgt. Die Trans- 
formation (43, 8) wird auch als unitär bezeichnet. 

Die Formel (43, 1) kann ebenfalls als die unitäre Transformation von der Koordinaten- 
darstellung zur „L“-Darstellung aufgefaßt werden. Dazu genügt es, den Öperator 


[7] 
e(- ih Iz’ ) in Matrixform anzusetzen. Dann erhalten wir an Stelle von (43, 1) 


"Gym = [[ vi) @zrzum(a) dx de’. (43, 1°) 


Nehmen wir S5„ = ya(z’) und S,„ = y„(z) an, so bringen wir die Transformation 
(43, 1‘) in die Form (43, 8). Die Wellenfunktionen y%(z), y„(z) sind folglich nichts 
anderes als die Matrixelemente der unitären Matrizen S+ und S, die aus der Koordinaten- 
darstellung in die „L“-Darstellung transformieren. 

Wir haben bereits ($ 41) festgestellt, daß wir die Eigenwerte eines beliebigen Opera- 
tors finden können, wenn wir die den Operator darstellende Matrix auf Diagonalform 
bringen. Mit anderen Worten: Es ist die unitäre Transformation S zu finden, die die 
Matrix des Operators G auf Diagonalform bringt. Um diese Transformation zu finden, 
multiplizieren wir die linke Seite der Gleichung (43, 8) mit S. Unter Zuhilfenahme von 
(43, 11’) erhalten wir 

SG’=G'S (43, 14) 


oder, in entwickelter Form, 
28,00, = EZ OymSmp- (43, 15) 
® m 


Ist die Matrix @,, diagonal, dann ist 
Sna@sa = EOnmSma- (43, 16) 
m 


Da die Eigenwerte @,, uns bekannt sind, können wir den Index « fortlassen, und wir 


erhalten 5,0 = ZGumSm (43, 17) 
m 


was mit der Gleichung (41, 4) übereinstimmt, wenn man G =LundS = C setzt. 

Für die unitäre Transformation gilt die wichtige Eigsnschaft: Die unitäre Trans- 
formation läßt die Summe der Diagonalelemente der Matrix unverändert. Diese Summe 
wird die Spur der Matrix genannt und wie folgt bezeichnet: 


SPG = EGym- (43, 18) 
Aus (43,7) haben wir m 


2Qsa = 222 (5), OnmSma = 2 &Q,m E(S)anIma = 2 2 GnmÖnm = 2 Cnm 


anm n 
(43, 19) 


d. h., die Spur ist eine Invariante der unitären Transformation. Diese Eigenschaft wird 
bei der Anwendung oft benutzt. 
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8 44. Die unitäre Transformation von einem Zeitpnnkt zum anderen 


Die Änderung der Wellenfunktionen im Laufe der Zeit kann ebenfalls mit Hilfe unitärer 
Transformationen untersucht werden. 

Der Hamırtonoperator H seigleich dem Energieoperator. Wir bezeichnenseineEigen- 
funktionen mit y,(x) und seine Eigenwerte mit EZ. Dann ist 


Hy,(z) — EYn(2)- F (44, 1) 
Wir wenden auf die Funktion y,„(x) den Operator 


Ht 


St)=eh (44. 2) 


an, dessen Bedeutung später klar werden wird. 
Aus (44, 1) folgt, daß H’y, (x) = Eny,„(x) und daher 


| id. \® ss 1 
S@y.a) = E.4- 5) Bya)=2 


3= s=0 e! 


r i 
(- =) Bay) = er" (a). 
(44, 3) 


Es möge jetzt eine beliebige Funktion y(x, 0) zu Anfang gegeben sein. Wir entwickeln 
sie nach den y,(z): 
v(.0)=L%c,y,(@). (44, 4) 


Wenden wir auf y(z, 0) den Operator (44,2) an, so finden wir auf Grund von (44, 3) 


i 
S()y(z,0) = Zo,e Kr y (a). (44, 6) 
Die rechte Seite von (44, 5) ist die Wellenfunktion im Zeitpunkt {. Daraus folgt 


v1) = S()ylz, 0). (44 6) 
Der Operator S(t) ist unitär. 
Nimmt man nämlich den Operator S(t) in der. Energiedarstellung, dann sind seine 
Matrixelemente, wie unmittelbar aus (44, 3) folgt, einfach gleich 
‘ 
San = exp|— zent One 
0 


und die Matrixelemente der adjungierten Matrix (St)„„ = ap + = 5. “ ömn. Daher 
ist St = S-1.1) i 


1) Auf gleiche Weise läßt sich leicht zeigen, daß ein beliebiger unitärerOperator in der 
Form 
S= e" 
geschrieben werden kann, worin n der HERMITEsche Phasenoperator ist. 
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Aus (44,6) folgt, daß die mit Hilfe des Operators $ durchgeführte unitäre Trans- 
formation (44.2) die SCHRÖDINGERgleichung ersetzt.!) Wir können-das auch anders 
ausdrücken: Eine Bewegung kann als die Aneinanderreihung unitärer Transformationen 
betrachtet werden.?) 

Wir entwickeln die Funktionen y(x, 0) und »(z, t) nach den Eigenfunktionen 9,(z) 
eines Operators L. Dann erhält (44, 6) die Form 


cat) = 2 8galt)ca(0), (44, 6°) 


worin cgs(t) und c,(0) die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten von y(z,t) und 
y(z, 0) sind. Sg, (t) ist das Matrixelement des Operators $(t) in der „ZL‘-Darstellung. 

Nehmen wir an, die Größe L hätte zur Zeit t = 0 einen bestimmten Wert Z = L, ge- 
habt. Das bedeutet, daß y(x,0) = 9,(2), c.(0) = 1, c„,(0) = 0 für a’+ a. In diesem 
besonderen, aber sehr wichtigen Fall erhalten wir statt (44, 6°) 


ca(t) = Spalt). (44,7) 


Nach der allgemeinen Theorie (vgl. $ 22) ist die Wahrscheinlichkeit, Z = Lg im Zeit- 
punkt t zu finden, gleich |c,(t)|?. Andererseits wurde vorausgesetzt, daß die Größe L 
beit = 0 eineneinzigen Wert L, besitzt. Daher ist bei einer solchen Wahl der Ausgangs- 
bedingungen |cz(t) |? die Wahrscheinlichkeit, Z = L; im Zeitpunkt t zu finden, wenn 
beit = 0 die Gleichung Z = Z, gilt. Pga(t) = |cg(t) |? ist, wie man sagt, die Wahrschein- 
lichkeit des Quantenübergangs aus dem Zustand L = L, in den Zustand L = L;.?) Nach 
(44, 7) ist diese Wahrscheinlichkeit gleich 


Pgalt) - [Sg (2) e (44, 8) 


Da die Matrix $ eine unitäre, aber keine HErmITEsche Matrix ist, so ist |S;, |? im all- 
gemeinen nicht gleich |S,s]?, so daß die Wahrscheinlichkeit des Übergangs aus dem 


1) Hängt der HamıtLrTonoperator H von der Zeit ab, so bleibt (44, 6) trotzdem gültig. 
Aber $’(t) kann in diesem Falle nicht in der Form (44, 2) geschrieben werden. An Stelle 
von (44, 2) ist $’(t) = exp[in(t)]und ermittelt sich aus der Beziehung 


ET Cs 
wer 


5% 


siehe [19]). Daraus folgt 


„OS 2 
re = HS , 


d.h., für die Ermittlung von S’ ist doch die Lösung der ScHRÖDINgERgleichung er- 
forderlich. In den letzten Jahren wurde erwogen, ob der Phasenoperator »(£) vielleicht 
doch grundlegender sei als der Operator H der Hamıtronfunktion. Dann würde die 
ScHRÖDINGERgleichung ganz fortfallen. Aber es wurden keine Regelnfür die Ermittlung 
von n in einem gegebenen physikalischen System gefunden. 

2) Auf ähnliche Weise läßt sich in der klassischen Mechanik die Bewegung als eine 
Aneinanderreihung von Berührungstransformationen auffassen. 

s) Vgl.8$92 und 93, wo das Problem der Quantenübergänge eingehend behandelt und 
Näherungsmethoden für die Berechnung der Übergangswahrscheinlichkeit angegeben 
werden. 
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Zustand a in den Zustand ß im allgemeinen nicht gleich der Wahrscheinlichkeit für den 
umgekehrten Vorgang ist (Übergang aus Zustand ß in Zustand «). 

Daraus darf noch nicht auf die Irreversibilität in der Quantenmechanik geschlossen 
werden. Es ist aus der klassischen Mechanik bekannt, daß im Falle geschwindigkeits- 
unabhängiger Kräfte bei Umkehrung sämtlicher Teilchengeschwindigkeiten die Be- 
wegung ir umgekehrter Folge abläuft. 

Es läßt sich beweisen, daß unter den gleichen Bedingungen auch in der Quanten- 
mechanik die gleiche Umkehrbarkeit besteht. Und zwar ist die Wahrscheinlichkeit für 
den Übergang aus einem durch die Teilchenimpulse p}, p9,... gekennzeichneten Zu- 
stand (Zustand oa) in einen Zustand (Zustand ß) mit den Impulsen 9,, ?a, ... während 
der Zeit t gleich der Wahrscheinlichkeit des Übergangs im gleichen Zeitabschnitt aus 
dem durch umgekehrte Impulse — p,, — Ps, ... gekennzeichneten Zustand (umgekehrter 
Zustand ß) in einen mit den Impulsen — p}, — p9,... (umgekehrter Zustand «).}) 

Aus diesem kurzen Abriß über unitäre Transformationen ist zu ersehen, daß das ganze 
mathematische Rüstzeug der Quantenmechanik in der Sprache von Operatoren in Matrix- 
form und unitären Transformationen formuliert werden kann. 


8 45. Die Dichtematrix 


Der Operator L sei in Koordinatendarstellung in Form der Matrix L»z gegeben. Der 
Mittelwert L, im Zustand y,(z) ist dann [vgl. (41, 2’”)] 


L, = | [da da pie‘) Lrayala). (45, 1) 


Bildet man aus den durch die Wellenfunktionen y, gekennzeichneten reinen Gesamt- 
heiten eine solche gemischte Gesamtheit, daß jeder reine Zustand mit der Wahrschein- 
lichkeit P, vertreten ist, so wird der Mittelwert Lin der gemischten Gesamtheit (vgl. 
22, 18) gleich e x 

IB P,/ ax dx’ yr(&)Lx’zyalt). (45, 2) 
a [2 


(Mit der Bedingung ZP, = 1.) Die Gleichung (45, 2) kann auch in folgende Form gefaßt 
werden: a 
L - [fax dx Oxx Ira (45, 3) 
worin zz. gleich ist 
. ger = EPıyi la’) yal). (45, 4) 
%& 
Der durch die Matrix mit den Elementen or (45,4) dargestellte Operator @ heißt 
Dichteoperator ?). 
Der Ausdruck (45, 3) ist nichts anderes als die Summe der Diagonalelemente des 


Operators @L. 
Daher können wir (45, 3) wie folgt schreiben: 


L=Sp(el). (45, 5) 


I) Vgl. diesbezüglich die Arbeit des Verf. in J. eksp. teor. Fiz. 17 (1947) 924, wo 
diese Frage eingehend untersucht wird. 

2) Dieser Operator wurde von NEUMANN eingeführt. Siehe NEUMANN, J.v.: Gött. 
Nachr. (1927). 
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In einer anderen Darstellung, durch Entwicklung von y,(x) nach Eigenfunktionen 
p„(x) (eines Operators M, der ein diskretes Eigenwertspektrum M,, Mg... M DORT 
besitzt), erhalten wir aus (45, 2) 


L= ELLE P,cm Imnlans (45, 6) 
 amn 
d.h. 
Onm & P,ckm Can (45, 7) 
& 


worin c,, die Entwicklungskoeffizienten von y,(z) nach den p,(z) sind. Folglich haben 
wir in dieser Darstellung 


L= EL o,m Im, = Spiel). (45, 8) 


Das Diagonalelement der Matrix @ hat die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeit (oder 
Wahrscheinlichkeitsdichte). 
Setzen wir nämlich in (45, 4) x’ = z, so finden wir 


2 = ZPılyaa)P = wie); (45, 9) 


d.h. die Wahrscheinlichkeitsdichte für die Koordinate x in einer gemischten Gesamt- 
heit. In ähnlicher Weise erhalten wir aus (45, 7) 


Eenn = Z Pa leonl? = w,; (45, 10) 
pr 


d. h.die Wahrscheinlichkeit, den Wert M = M, in dergemischten Gesamtheit zu finden. 
Untersuchen wir jetzt, wie sich der Operator @ im Laufe der Zeit ändert. Die Matrix 
(45, 4) definiert @ für irgendeinen Zeitpunkt, den wir als Ausgangspunkt (t = 0) an- 
nehmen können. Die gemischte Gesamtheit, die durch diese Matrix beschrieben wird, 
ist eine Zuordnung unabhängiger Systeme, deren jedes sich (mit der Wahrscheinlich- 
keit. P,) in einem der reinen Zustände y,(x) = %, (2, U) befindet. Ein System, das sich 
im Zeitpunkt ti =0 im reinen Zustand %, (x, 0) befindet, wird sich im Zeitpunkt it > 0 
ebenfalls im reinen Zustand y,(z, t) befinden, der aus der SCHRÖDINGERgleichung ge- 
funden werden kann: 
;h nOYalz t) 
dt 


= [Bezry(e”,t) da” (45, 11) 


oder für die konjugiert komplexe Funktion »?(x’,t) aus der konjugiert komplexen 
Gleichung 
o * 1ER) 
_ re = [Hiıyil”, da”. (46, 11’) 


: Hier ist Hy’z’’, das Matrixelement des HAMmILToNoperators in der „z“-Darstellung. 

Die Wahrscheinlichkeiten P, dagegen, die die Wahrscheinlichkeiten der Ausgange- 
werte sind [P, ist die Wahrscheinlichkeit, daß das System sich bei t = 0 im Zustand 
Y(z, 0) = y.(x) befindet], hängen natürlich nicht von der Zeit ab.!) Daher wird im 
Zeitpunkt & > 0 die Matrix @ gleich 


@x2’(t) = Z Paya (@',t) valzı t). (46, 4°) 


1) P„ kann sich aber infolge der Messungen ändern. Siehe später! 
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Differenzieren wir diese Gleichur.g nach der Zeit und drücken wir mit Hilfe von (45, 11) 
und (45, 11’) die Differentialquotienten der Wellenfunktionen durch den HAMILTON- 
operator aus, so finden wir 


[7] 027 1 l 
Fe u 2’ Ort vd” — m | er Bere dx” (45, 12) 


(wir benutzten dabei den Umstand, daß H» r = Hy’), oder in Operatorform: 
de 
ot 

worin [H, 0] die Poısssonklammer ist. 

Diese Operatorengleichung gestattet die Ermittlung des Operators @ für jeden be- 
liebigen Zeitpunkt, wenn er bei t = 0 bekannt ist. 

Der Vorteil der Beschreibung einer Gesamtheit mittels des Operators o liegt gegen- 
über der Beschreibung durch die y-Funktion darin, daß der Operator o in gleicher Weise 
sowohl die Untersuchung gemischter wie auch reiner Gesamtheiten ermöglicht. 

Wenden wir uns nun jenen Änderungen des Operators @ zu. die durch die Ausführung 
der Messung eintreten. Es möge eine vollständige Messung (die Messung der Größe oder 
eines Satzes von Größen M) durchgeführt werden. Die Eigenfunktionen des Opera- 
tors M seien 9, (z). Dann ist die Wahrscheinlichkeit, M = M,, zu finden, gleich (45, 10). 
Nach den Messungen entsteht eine neue gemischte Gesamtheit, in der neue reine Zu- 
stände p, (x) mit den Wahrscheinlichkeiten w,!) vertreten sein werden, d. h., nach der 


Messung ist 
e fr = LI wm (2) 9,2), (45, 14) 


und wir erhalten eine neue gemischte Gesamtheit. 

In der Quantenstatistik werden die Zustände nie durch vollständige Messung 
charakterisiert. Man hat es daher dort stets mit gemischten Gesamtheiten zu tun. Darum 
erhält der Dichteoperator @ gerade in der Quantenstatistik eine besondere Bedeutung. 

Bekanntlich wird in der klassischen Statistik eine Gesamtheit unabhängiger Systeme 
(die gewöhnlich eine GıgBssche Gesamtheit genannt wird) durch eine Wahrscheinlich- 
keitsdichte D(p, x) charakterisiert, bei der die Größe D(p, x) dp dx die Wahrscheinlich- 
keit dafür bedeutet, ein System mit einem in der Nachbarschaft von ? liegenden Impuls 
und einer um x liegenden Koordinate zu finden.?) Nach dem Liovvirueschen Satz ist 
diese Dichte eine Konstante, so daß 


dD 09D 
I + A: Diane. = 0, (45, 15) 


OH 9D OH OD _ L 5 
<— =— — —- —— die klassische Poıssoxnklammer ist. Aus 
Op Ix dx Op 
oD , 
a =-[H, Dkiass, (45, 15°) 


worin [H, Dikas. = 
(45, 15) folgt, daß 


Die Analogie zwischen (45, 15’) und (45, 13) ist offensichtlich. 


1) Das gilt nur, wenn keine Untergesamtheit mit z.B. M = M,, ausgewählt wurde. 
Bei einer solchen Auswahl wird die nach der Messung erhaltene Gesamtheit rein sein 
mit y = 9 (®)]. 

2) Wirgebrauchen Ausdrücke, die einer Systemgesamtheit mit einem Freiheitsgrad x 
entsprechen. Unter p und x kann die Gesamtheit der Impulse und Koordinaten aller 
Teilchen verstanden werden, die dem System angehören. 
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Die klassische GreBssche Gesamtheit und die gemischte Quantengesamtheit sind 
ihrem Wesen nach (Satz unabhängiger Systeme) identisch. Darum wird auch der Opera: 
tor @ wegen seiner Analogie zur Wahrscheinlichkeitsdichte D als Dichteoperator be- 
zeichnet. Enger läßt sich der Zusammenhang zwischen o und D herstellen, wenn man an 
Stelle von o27’ die Matrix R(p, x) einführt, deren Zeilen durch den Impuls und deren 
Spalten duroh die Koordinate numeriert werden: 


Pe) 
Fi 
R(», E) = Gr gnn IE. (45, 16) 
Dann ist 
(Rip, 2)dp =[ &2ö(& — ")da’ = wie), (45, 7) 
en 
e 
R(p, a2)da= | ge ,,, drde = 0m = ulp), (45, 17°) 


worin w(x) und w(p) die Wahrscheinlichkeitsdichten für die Koordinate x und den 
Impuls p sind.!) Diese Formeln sind den klassischen analog: 


[P1, 2 dp = wnan.), [Di z)dz = urn. (P). (46, 18) 


Es läßt sich darüber hinaus zeigen, daß die Matrix R(p, x) einer Gleichung genügt, 
die unter bestimmten Bedingungen (Stetigkeit des Feldes und. Stetigkeit der Funk- 
tion R(p,x) selbst) in die klassische Gleichung (46, 15’) übergeht.?2) Daher ist die 
Größe R(p,x) analog der klassischen Wahrscheinlichkeit (Wahrscheinlichkeitsdichte) 
D(»p, x) und kann als Verallgemeinerung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs für den Fall 
nicht gleichzeitig meßbarer Größen („Quasswaehrscheinlichkeit‘) aufgefaßt werden. Die 
Größe p,,, dagegen ist den FOuRIERkomponenten der Wahrscheinlichkeitsdichte D(p, x), 
d. h. der Größe 

„pe 
A,r ng De * dm (45, 19) 


analog. 


1) Um (45, 17’) zu erhalten, muß berücksichtigt werden, daß 


„pe 
Pa 
*,. * 
Bitg da’ = 6 e 
| Ya (X) Yozh a (?) 
2).Diese Matrix wurde vom Verfasser eingeführt. Siehe BLocHINzEw, D.: J. Phys. 
USSR 2 (1940) 71; vgl. auch TERLEZE1, J.P.: J &.ksp. teor. Fiz. 7 (1937) 1290. 
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VIII. Die Theorie der Bewegung von Partikeln 
in einem konservativen Kraftfeld 


8 46. Vorbemerkungen 


Wir werden in diesem Kapitel die einfachsten Aufgaben der Atommechanik 
behandeln, die die Bewegung von Teilchen ineinem Feld konservativer Kräfte 
betreffen. Wenn, allgemein genommen, die Kräfte zeitunabhängig sind, so 
besteht die Hauptaufgabe der Atommechanik darin, die stationären Zustände 
des Systems zu bestimmen. In einem solchen Falle läßt sich ja nach (30, 8) 
ein beliebiger Zustand y(z, t) als Überlagerung stationärer Zustände mit 
den konstanten Amplituden c, wiedergeben: 


ya) = I np d), (46, 1) 
Ent 
Rave #, (46, 2) 


worin w,(xz) die Wellenfunktionen der stationären Zustände und E, die ent- 
sprechenden Energiewerte sind. Die Wellenfunktionen y,(x) sind Eigenfunk- 
tionen des Energieoperators H und lassen sich nach (30, 4) aus der ScHRö- 
DINGERgleichung für stationäre Zustände 


Hy=Ey (46, 3) 


bestimmen. Diese stationären Zustände zu finden heißt, das Spektrum der 
Energie E zu finden. 

Die besondere Bedeutung dieser Aufgabe für die Atommechanik besteht 
darin, daß die Quantenmechanik zum Unterschied von der klassischen Me- 
chanik in vielen Fällen zu einer Quantelung der Energie, d.h. zu einem dis- 
kreten Spektrum ihrer Werte E,, E,, ...., E,, ... führt. Diese Spektren wer- 
den oft Quanienniveaus oder Energieniveaus genannt. 

Wird ein System (z.B. ein Elektron in einem Atom, ein Molekül u.ä.), das 
ein solches Energiespektrum besitzt, einer schwachen äußeren Einwirkung 
unterworfen, so ändern sich seine Quantenniveaus nicht (genauer gesagt, sie 
ändern sich nur wenig). Infolge einer solchen äußeren Einwirkung kann aber 
das System von einem Niveau in ein anderes so übergehen, daß sein Zustand 
eine bedeutende Veränderung erleidet. Die Wahrscheinlichkeit solcher Über- 
gänge werden wir erst viel später berechnen. 
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Wenn wir die möglichen Energiewerte finden, so können wir sofort sagen, 
wie die möglichen Energieänderungen des von uns untersuchten Systems sein 
werden, wenn zwischen ihm und irgendeinem anderen System oder einem 
äußeren Feld eine schwache Kopplung besteht.) Sind die gefundenen Energie- 
stufen E,, E,,...,E ..., 80 ist der Energieaustausch nur in Quan- 
ten möglich: 


nr Am 


ABE=E„-E,.. (46, 4) 


& 47. Der harmonische Oszillator 


In der klassischen Mechanik hat die HamıLTonfunktion eines eindimensio- 
nalen harmonischen Oszillators folgende Form: 


2 2 
re (47,1) 


Hierin sind p, der Impuls des Teilchens, z seine Masse, x die Verschiebung 
aus der Gleichgewichtslage und w, die Kreisfrequenz des Oszillators. 

Wir bemerken, daß der harmonische Oszillator, soweit es sich um mecha- 
nische Schwingungen handelt, eine Idealisierung ist, da der Ausdruck für die 


potentielle Energie U = 5 u wg? bedeutet, daß dieKraftmit der Entfernung 


von der Gleichgewichtslage unbegrenzt zunimmt. In allen realen Fällen treten 
von gewissen Amplitudenwerten an merkliche Abweichungen von der Har- 
monizität auf, und bei großen Werten für x strebt die Wechselwirkungskraft 
gegen Null (und U gegen eine konstante Größe). Für kleine Schwingungs- 
amplituden von x ist jedoch die Vorstellung eines harmonischen Oszillators 
durchaus anwendbar. 

Die Theorie des eindimensionalen harmonischen Oszillators besitzt große 
Bedeutung für die Anwendungen, da durch geeignete Wahl der Koordinaten 
(„,Normalkoordinaten‘) die Bewegung eines beliebigen Teilchensystems, das 
kleine Schwingungen vollführt, auf die Bewegung einer Gesamtheit unab- 
hängiger Oszillatoren zurückgeführt werden kann?) 

In der Quantenmechanik werden wir unter einem eindimensionalen Oszilla- 
tor ein System verstehen, das durch einen HAMILToNXoperator H beschrieben 
wird, der, analog zu (47, 1), gleich 


2 0) 
Pa A 47.2 
ee a (47, 2) 


1) Ist die Kopplung zwischen den Systemen stark, haben wir es mit einem einzigen 
System zu tun. Ist das äußere Feld stark, verändern sich die Niveaus im System merk- 
lich. Die Voraussetzung einerschwachen Kopplungist daher von wesentlicher Bedeutung. 

2) Siehe $ 109. Außerdem findet die quantenmechanische Theorie des harmonischen 
Oszillators eine wichtige Anwendung in der Quantentheorie des Lichts (s. [30)). 
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ist, worin p, der Impulsoperator und x der Koordinatenoperator sind.) Diesem 
HAMILToNoperator entsprechend besitzt die SCHRÖDINGERgleichung in der 
„x‘-Darstellung für die stationären Zustände des Oszillators folgende Form: 


ER 2, = Eu. 
Im ar 2 "Yv Ey (47, 3) 


Zur Lösung dieser Gleichung führen wir folgende Größen ein: 


er 
To 
h 
% = V- @ ’ (47, 4) 
2E 
Nas ) 


Bezeichnen wir das Differenzieren nach £ durch Striche und betrachten wir y 
als Funktion von £, so bringen wir die Gleichung (47, 3) nach elementaren 
Umformungen auf die Form 


v"’+A-P)y=0. (47, 5) 


Wir müssen die endlichen, stetigen und eindeutigen Lösungen dieser Glei- 
chung im Intervall von —oo< £<+oo finden. Solche Lösungen besitzt 
die Gleichung (47, 5) nicht bei allen Werten des Parameters A, sondern nur 
bei 

A=2n+t1l, n=0,1,2,3,..., (47, 6) 


wobei die entsprechenden Eigenfunktionen y, lauten: 


e 
yn($)=e ? Hulk). (47, 7) 
H,„(£) ist ein HermITEsches Polynom n-ten Grades?), das durch die Formel. 
ee ET a 


ee 
(d IEEG Ten 


(47, 8) 


ı) Es könnte die Frage auftauchen, welchen Sinn es hat, das durch den HAMILToR- 
operator (47, 2) beschriebene System als einen harmonischen Oszillator zu bezeichnen. 
Die Antwort darauf ist die, daß das durch den HamILTonoperator (47, 2) beschriebene 
System nur eine Frequenz w, emittiert und absorbiert (siehe $ 88, A) und bei A—0in 
das klassische System mit der Hamıt,Tonfunktion (47, 1) übergeht (vgl. $$ 34, 36). 

2) Einzelheiten über die Lösung der Gleichung (47, 5) und besonders über die Forde- 
rung (47, 6) sind im IX. Kapitel des Anhangs behandelt. 
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definiert wird. Der Faktor vor e* ist dabei so gewählt, daß die Funktion 
y„(£) in & auf Eins normiert ist: 


+0 +. 
[vie de = [er Hidde=1. (47, 9) 


Die Forderung der Stetigkeit und Endlichkeit von y genügt somit schon, da- 
mit der Parameter A nur diskrete Werte (47, 6) annimmt. Nun bestimmt nach 
(47, 4) dieser Parameter die Energie. Vergleichen wir (47,4) und (47, 6), so 
finden wir, daß die möglichen Werte von E, folgende sind: 


Eu =haln+z). EN (47, 10) 


Diese Formel zeigt, daß die Energie E des Oszillators nur diskrete Werte an- 
nehmen kann. Die Zahl n, die die Nummer des Quantenniveaus bestimmt, 
wird Hauptquantenzahl genannt. 

Wir schreiben nun die endgültige Form der dem n-ten Eigenwert zugehöri- 


gen und in der „z“-Darstellung gegebenen Eigenfunktion: 
& 


e 2 
Yale) = Hull). (47,11) 
Yo 


- Diese Funktionen sind so normiert, daß 


Dabeiit $= &. 


+00 
[vi@) dse=1. 


Wir weisen noch auf die Parität der Wellenfunktionen des Oszillators hin. 
Wie man mit Hilfe der Formeln (47, 11) und (47, 8) sofort sieht, ist die Parität 
bei gerader (ungerader) Hauptquantenzahl n gerade (ungerade). 

Unter Verwendung von (47, 7) und (47, 8) schreiben wir einige Eigenfunk- 
tionen der Form (47, 11) auf: 


2! 

yla= ——e it, n=0, (47, 12) 
Yo Yr 

een wei (47, 12°) 
Vom yYr ” 

Ren 2 \ 

Y(x) = wen 225 (5 = 2), n=2. (47,12”) 

Vor. 22, /z Rn 


Die erste Funktion wird nirgends Null (ausgenommen bei = + »). Die 
zweite wird gleich Null bei x = 0. Den Punkt, in dem eine Wellenfunktion 
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gleich Null wird, werden wir als Knoten bezeichnen. Die dritte Funktion wird 
beir= + = Null, besitzt somit zwei Knoten. Wir bemerken, daß die Zahl 


der Knoten gleich der Ordnungszahl n der Funktion ist. Diese Eigenschaft 


Abb.20a und b 
&) Die Wellenfunktionen eines Oszillators für n = 0, 1,2; b) Die Schwingungen einer 
an den Enden befestigten Saite, U, der Grundton, U,, U, die beiden ersten Obertöne 


trifft für jedes beliebige n zu.!) Die Quantenzahl ist somit gleich der Zahl der 
Knoten der Eigenfunktion. Diese Wellenfunktionen sind in Abb.20a dar- 
gestellt. Die Form der Funktion y,(x) ist analog der der Funktion U, (x), die 
die Schwingung einer an den Enden befestigten Saite darstellt. Zum Vergleich 
gibt Abb. 20b die Funktion U, (x) 
für den Grundton (n = 0),denersten Ulz) 
Oberton (n = l) und den zweiten 
Oberton (n = 2) wieder. n 
Diese Analogie zwischen den Sai- 


tenschwingungen und der Wellen- „ In 
funktion eines Oszillators ist nicht 7?” &r-5 Wo 
zufällig, und zwar auszweiGründen: RWy 
Erstens handelt es sich in beiden n=0 E32 


Fällen um eindimensionale Pro- y) m B T 
bleme, und zweitens sind ja die 
Schwingungen einer Saite Eigen- 
schwingungen. 

Gemäß dem allgemeinen. Satz 
über Knoten von Eigenfunktionen 
(vgl. die Fußnote auf dieser Seite) müssen die Funktionen y,(x2) und u,(z) 
die gleiche Anzahl Knoten besitzen. 

Um eine noch deutlichere Vorstellung von den Quantenzuständen eines 
Oszillators zu erhalten, bringen wir in Abb.21 die Potentialfunktion des 
Oszillators: 


Abb.21. Diagramnı des Niveaus (E) 
und der potentiellen Energie für einen 
harmonischen Oszillator 


2 
Ug)= Ir. 


1) Die Nummer der Eigenfunktion ist stets gleich der Knotenzahl. Die allgemeine Be- 
weisführung für diesen Satz s. [15]. 
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Auf der Ordinatenachse ist die potentielle Energie, auf der Abszissenachse die 
Elongation x aufgetragen. Auf der gleichen Zeichnung sind durch horizontale 
Linien die Energiestufen E, (47, 10) für verschiedene n eingetragen. Solche 
Diagramme, die gleichzeitig das Energiespektrum und die potentielle Energie 
enthalten, werden sehr oft angewandt. Sie gestatten einen einfachen Ver- 
gleich mit dem klassischen Bewegungsbild. Betrachten wir z.B. die Stufe E,. 
Nach der klassischen Mechanik könnte sich ein Teilchen mit der Energie E, 
nurinnerhalb des Bereichs A B aufhalten. A und B.sind die Punkte, in denen 
die potentielle Energie gleich der Gesamtenergie ist. In diesen Punkten ist 
die kinetische Energie 7 gleich Null, da 


E=T7T+TD, T=EB-V. (47, 13) 


Die Punkte A und B werden Umkehrpunkte genannt. Es ist offensichtlich, daß 
0A = OB die Schwingungsamplitude eines Teilchens mit der Energie E, ist. 

Berechnen wir die Wahrscheinlichkeit w(x) dx dafür, ein Teilchen nach 
der klassischen Mechanik im Bereich x, x + dx zu finden. Diese Wahrschein- 
lichkeit ist proportional der Zeit dt, in der das Teilchen den Abschnitt dx 


durchläuft. Ist die Schwingungsperiode gleich T = =, so können wir 


setzen: 0 
dt oa, dz 
Wlan. (2) dx = T = Fu (47, 14) 


worin v die Teilchengeschwindigkeit ist. Wir wollen v als Funktion von x aus- 
drücken. Wir haben 


x = asinolt, (47, 15) 
worin die Schwingungsamplitude 
ist. x Vo ws 
47,1 i 
Aus ( 5) erhalten wir nr nö, (47, 16) 
d.h., wiederum nach (47, 15), 
=” \} 
DE |! en 5) R (47, 17) 
Folglich ist 
l dx 
Ukiass. (2) dx = Ze: —aszısHte. (47, 18) 
‘a? 


Diese Wahrscheinlichkeit ist in Abb.22 dargestellt. Die größte Wahrschein- 
lichkeit fällt, wie zu erwarten war, in die Umkehrpunkte A und B. 

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Bereich x, + dx zu finden, ist 
nach der Quantenmechanik (für n = 1) 


Wu (z)dz = yilz) dz, 
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worin für y, (47, 12’) zu nehmen ist. Folglich ist 


u! 
e ”° — 47,19 
EEE ur Eu 


Der Verlauf dieser Wahrscheinlichkeit ist ebenfallsin Abb.22 dargestellt. Wie 
man sieht, weist die Quantenwahrscheinlichkeit ebenfalls Maxima in der Nähe 


Wu (t) dx 


der klassischen Umkehrpunkte auf |genauer: ka) 


fir 5, — 2) oo VERER 
2 h\} en 
udd0O4’=0P= —rT: Im Gegensatz 
0 
zum klassischen Fall ist die Wahrscheinlich- 
keit, ein Teilchen zu finden, auch jenseits 
der klassischen Umkehrpunkte von Null 
verschieden. Dieser Umstand stellt für die 
Quantenmechanik keineswegs einen Wider- AK mE 
spruch dar, da die Gleichung (47, 13) für die (x--8) (2=+a) 
Quantenmechanik nicht gilt: Die kinetische „»p.22. Vergleich der auanten- 
Energie T und die potentielle Energie U sind ae SE Eee 
keine gleichzeitig meßbaren Größen. (w4u) für den Ort eines Teilchens 
Besonders kraß wird der Unterschied (für n=1) mit der klassischen 
zwischen dem quantenmechanischen und Wahrscheinlichkeit (wz,). A, B: 
dem klassischen Fall, wenn man den Zustand die Wendepunkte, A’, B’: die 
mit der kleinsten Energie untersucht. Nach Punkte des Maximums von (w,,) 
der klassischen Theorie ist die kleinste Energie 
des Oszillators Z2= 0 und entspricht einem im Gleichgewichtszustand 
ruhenden Teilchen. Die Wahrscheinlichkeit wyıa., (X) nimmt in diesem Fall 
die in Abb.23 dargestellte Form an. Sie ist mit Ausnahme des Punktes x = 0 
überall Null. In der Quantentheorie ist die kleinste Energie des Oszillators 
gleich i 


‘ 


ha 


EB, = 3 


und heißt Nullpunktsenergie. Die Wahrscheinlichkeit w,,(z) ist in diesem Fall 
gleich 


1 
U = v5(z) = 


Sie ist ebenfalls in Abb. 23 eingezeichnet. 

Wir wollen die Eigenschaften der Nullpunktsenergie genauer betrachten. 
Offensichtlich kann sie dem Oszillator nicht entnommen werden, da sie ihrem 
Wesen nach das Minimum der Energie ist, die der Oszillator besitzen kann. 
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Sie könnte nur entnommen werden, wenn man den Öszillator selbst durch 
Verringerung der Frequenz w,, d.h. durch Änderung des Elastizitätskoeffi- 
zienten verändert. Das Bestehen einer Nullpunktsenergie ist typisch für 
Quantensysteme und eine unmittelbare Folge der 

Unbestimmtheitsrelation 

177] ho — h? 

dp A® >: (47, 20) 
Die Mittelwerte 7 und £ sind nämlich im Zustand 
mit einem bestimmten Energiewert gleich Null: 


MDgu 
2 2= [menden fvirde=d, (20 


0 


Abb.23. Die klassische und (der Integrand ist eine ungerade Funktion!), 
diequantentheoretische Wahr- dy 

scheinlichkeit fürden Zustand D— s dz=-ih r dz 
eines Oszillators mit der klein- ? J tn Defe ” 0x 

sten Energie E, sn 

- = yr(2) 


+ 
=0. (47, 22) 


oo 


Daher kann für den Oszillator die Unbestimmtheitsrelation wie folgt ge- 
schrieben werden: fr 


Andererseits ist die mittlere Energie des Oszillators gleich 


2. (47, 23) 


Aus der Gegenüberstellung von (47, 20’) und (47, 23) geht unmittelbar hervor, 
daß wir durch Verringerung der potentiellen Energie die kinetische steigern, und 
umgekehrt. Insbesondere ist der Zustand mit der geringsten potentiellen 


Energie U = 0 ein Zustand mit einer unendlich großen kinetischen Energie 
T = o. Vereinigen wir (47, 20’) mit (47, 23), so erhalten wir 


(47, 24) 


Daraus ist der Minimalwert für Z leicht zu finden. Und zwar erhalten wir aus 


DE 
9 (p?) 
in u (47,25) 
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d.h., dee Nullpunktsenergie ist die kleinste Energie, die mit der Unbestimmtheits- 
relation vereinbar ist. 

Als Beispiel für Teilchen, die kleine Schwingungen vollführen, können die 
Atome in Molekülen oder in festen Körpern dienen. Experimentell läßt sich 
die Existenz von Nullpunktsenergie und Nullpunktsschwingungen in Atomen 
durch Beobachtung der Lichtstreuung in Kristallen nachweisen. Die Licht- 
streuung wird durch Atomschwingungen verursacht. Mit sinkender Tempe- 
ratur müßte nach der klassischen Theorie die Schwingungsamplitude un- 
begrenzt kleiner werden und zugleich damit auch die Lichtstreuung 
verschwinden. Die Versuchserfahrung zeigt aber!), daß die Intensität der 
Lichtstreuung bei sinkender Temperatur einem bestimmten Grenzwert 
zustrebt. Das bedeutet, daß die Atomschwingungen auch beim absoluten 
Nullpunkt nicht aufhören. Diese Tatsache bestätigt die Existenz von Null- 
punktsschwingungen. 


8 48. Der Oszillator in der Energiedarstellung 
Wir wenden uns nun der Darstellung zu, in der die unabhängige Variable die 


Oszillatorenergie Z ist. In dieser Darstellung wird der Operator H der Gesamt- 
energie eine Diagonalmatrix mit den Elementen 


Han = ErÖan (48, 1) 
oder auf Grund von (47, 10): 
hwg 
2 0 0 0 
3 


(48, 2) 


Jeder Zustand y(z, t) eines Oszillators kann als Überlagerung stationärer Zu- 


stände dargestellt werden (vgl. $ 30): 
. Ent 


y(z,t) = I c,(O)y,(ia)e * = Zt) vl), (48, 3) 


worin y„(z) durch die Formel (47, 11) und Z, durch die Formel (47, 10) ge- 
geben sind. Die Gesamtheit aller c, wird die Wellenfunktion in der „EZ“ 
Darstellung sein. Die Wahrscheinlichkeit, den Energiewert EZ, im Zustand 
y(z, i) zu finden, ist gleich 

w(E,) = |()|? = | (O)]®. (48, 4) 


1) Siehe James, R. W.,G.W. BRıNDLEY und R. G.Woop: Proc. roy. Soc. 125 (1929) 401 
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Diese Wahrscheinlichke:t hängt nicht von der Zeit ab. Die Energie ist also 
ein Bewegungsintegral. 

Wir wollen den Koordinatenoperator x in der „Z“-Darstellung finden. Nach 
der allgemeinen Theorie muß er durch die Matrix mit den Elementen 


Zn = | Ymzyndz (48, 5) 


dargestellt sein. Setzen wir hier y,, und y, aus (47, 7) ein, so erhalten wir 


5 h 
Emm | FHR) EHE) de, = a (48, 6) 


Dieses Integral läßt sich berechnen: 


V; 
2 
+® 

-PH„EH,dE = en 48, 7 
Je . x en fürm=n-+]), 


0 (in den anderen Fällen). 


füüm=n-—|]), 


Mit diesem Resultat können wir (48, 6) mit Hilfe des Symbols ö,„ wie 
folgt schreiben: 


zu = ent Be (48, 8) 


Wirstellen die Matrix x auf. Aus (48, 8) ist zu ersehen, daß nur die der Haupt- 
diagonale benachbarten Elemente von Null verschieden sind, und zwar ist 


1 2 
.-,|Y3 ie ae (48, 9) 


Im HEISENBERGbild werden die Matrixelemoente des Operators x [siehe 
(42, 12)] gleich 

Ent) = Zn Famnt, (48, 10) 
worin 


On a = wm —n). (48, 11) 
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Da zn # O nurfürm =n + 1 wird, hängen sämtliche Matrixelemente perio- 
disch von der Zeit ab, und zwar mit der Frequenz w, des Oszillators. 

Wir berechnen nun den Mittelwert £ der Oszillatorkoordinate für einen be- 
liebigen Zustand. Nach der allgemeinen Formel (41, 2) haben wir 


a) = I In) zmncnlt) = 0m (0) mn) m(0). (48, 12) 


Auf Grund des über die Matrixelemente x „„ (f) Gesagten wird der Mittelwert £ 
eine periodische Funktion der Zeit mit der Frequenz w, sein. Also hängt £ 
von der Zeit ebenso ab wie die Koordinate des klassischen Oszillators!) 


ze) = a cos(o, + P), (48, 13) 
worin a die Amplitude und 9 die Phase ist. 


Die Matrix des Impulsoperators in „E“‘-Darstellung kann entweder durch 
Berechnung der Integrale 


m d 
Pmn = h YmPsyndze= — ih l vn = dr (48, 14) 


z 


oder einfacher auf Grund der Bewegungsgleichungen gefunden werden. Nach 
diesen Gleichungen ist 


dx 
P=ugp (48, 15) 
d.h., [ 
dx 
Pan Mu (7 Van . (48, 16) 


Unter Verwendung der Formel (42, 11) finden wir 


Pan = IOmnlEmn (48, 17) 
oder 
Pan = iu (m —n Imn: (48, 18) 


Selbstverständlich führt die Berechnung der Integrale (48,14) zu den gleichen 
Ergebnissen. 


ı) Zum gleichen Ergebnis können wir unmittelbar nach dem EnkenF&stschen Satz 
gelangen. Die Gleichung (34, I) erhält für den Oszillator die Form 


az 9 
a 
woraus wir durch Integration erhalten: 
Z=acos(wt-+ p). 
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849. Die Bewegung in einem Zentralfeld 


Ein Zentralfeld ist dadurch gekennzeichnet, daß die potentielle Energie eines 
Teilchens nur eine Funktion des Abstandes r von einem gewissen Zentrum 
(Kraftzentrum) ist. Die Bewegungsgesetze im Zentralfeld bilden das Funda- 
ment der Atommechanik: Die Lösung der allgemeinen Aufgabe der Elektronen- 
bewegungim Atom stützt sich weitgehend auf die Ergebnisse für die Bewegung 
eines Teilchens in einem Zentralfeld. 

Bezeichnen wir mit U (r) die potentielle Energie des Teilchens, so können 
wir den Operator H der Sn 12) wie folgt schreiben: 


H=[T, Save + Ef), (49, 1) 


worin rn. der Operator des en ee GREEN und T, der Operator 
der kinetischen Energie für die Radialbewegung ist. 

Aus der allgemeinen Theorie ($ 33) folgt, daß als Bewegungsintegrale in 
einem Zentralfeld auftreten werden: die Gesamtenergie E und der Dreh- 
impuls (d.h. m?, m,, m,, m,). Wir stellen uns zur Aufgabe, die stationären 
Zustände eines Teilchens zu finden, das sich im Feld U (r) bewegt. 

Die ScHRöDINGERgleichung für stationäre Zustände von y lautet in un- 
serem Falle 


Tytz ar + Uey- Ey. (49, 2) 


Es liegt nahe, y als Funktion = Polarkoordinaten r,®, 9 zu suchen. Wir 
müssen für y aus der Gleichung (49, 2) eindeutige, stetige und endliche Lö- 
sungen für den ganzen Variabilitätsbereich der r,d, , d.h. für den Bereich 
0<sr<zo, 0<s#<a, O<Sp< 2% finden. Da die Operatoren H und m? 
vertauschbar sind, so müssen sie simultane Eigenfunktionen besitzen, und 
wir können für y die zweite Gleichung ansetzen: 


m’y = W?y. (49, 3) 
Die Eigenwerte von m? sind nach $ 25 gleich h?1(l + 1), so daß wirin (49, 2) 


statt m?y die Größe h®?l(l + 1) y einsetzen können. 
Dann erhalten wir die Gleichung 


RI + 1) 


Iur y+YUl)y=Ey. (49, 2') 


T,y + 


Diese Gleichung enthält nur noch eine Variable r. Setzen wir jetzt 
ver, v, 9) = Kir): Y,n(B; p); (49, 4) 


worin Y m (9, @) eine Eigenfunktion des Operators m? ist, so erfüllen wir zu- 
gleich sowohl die Gleichung (49, 3) als auch (49, 2’), wenn die Funktion R(r) 
der Gleichung 21041) 

TR+ ZT R+UMR- ER (49, 5) 
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genügt. Diese Gleichung erhalten wir nach Division von (49, 2’) durch Y,„- 
Wir werden sie als die SCHRÖDINGERgleichung für die Radialfunktion R(r) 
bezeichnen. 

Wir erinnern daran, daß (vgl. $25) die Funktionen Y,„ zugleich auch 
Eigenfunktionen einer der Komponenten des Drehimpulses sind, und zwar 
bei unserer Wahl des Koordinatensystems die der Koordinate m,. Daher sind 
in einem Zentralfeld die Gesamtenergie, das Quadrat des Drehimpulses und 
die Komponente des Drehimpulses in einer beliebigen 2-Richtung gleichzeitig 
meßbare Größen. 

Die möglichen Energiewerte E lassen sich aus der Gleichung (49, 5) er- 
mitteln und hängen von der Form von U (r) ab. Außerdem können sie (über 
die Zahl !) von der Größe des Drehimpulses m? abhängen, aber nicht von der 
2-Komponente m, des Drehimpulses (und folglich auch nicht von der Zahl m), 
denn m,kommt in der Gleichung (49, 5) nicht vor. Das erklärt sich dadurch, 
daß wir es mit einem zentralsymmetrischen Feld zu tun haben, in dem alle 
Raumrichtungen physikalisch gleichwertig sind. Die Energie kann daher 
nicht von der räumlichen Orientierung des Drehimpulses abhängen. Für die 
weiteren Schlußfolgerungen müssen wir die Form von U(r) genauer kennen. 

In allen realen physikälischen Systemen ist die Wechselwirkung in unend- 
lich großen Entfernungen unendlich klein. Das bedeutet, daß die potentielle 
Energie (bei r — oo) asymptotisch einen konstanten Wert annimmt: 


U(r),„o = const =C, (49, 6) 


worin C' eine beliebige Konstante ist, die das Niveau der potentiellen Energie 
im Unendlichen bestimmt. 

Wir werden sehen, daß der Charakter der Lösung von (49, 5) wesentlich 
davon abhängt, ob die Gesamtenergie E größer oder kleiner als der Unendlich- 
keitswert (C) der potentiellen Energie ist. Da C' eine willkürlich gewählte 
Konstante ist, werden wir sie, wenn nichts anderes festgesetzt wird, gleich 
Null setzen. Wir haben dann zwei Fälle zu unterscheiden: E>OundE< 0. 

Jetzt wollen wir noch die Form von U (r) in der Nähe des Kraftzentrums 
(bei r —0) bestimmen. Wir nehmen an, daß U(r) im Nullpunkt mit einer 
Potenz abfällt, die kleiner als 2 ist: 


4A 
U(r),„o= ya? @«<2. (49, 7) 


Die gemachten Voraussetzungen über die Form von U (r) erfassen einen recht 
ausgedehnten Kreis von Aufgaben der Atommechanik. Bei der Frage der Be- 
wegung eines Valenzelektrons im Atom handelt es sich z.B. um die Bewegung 
im Feld des Atomkerns, der von einer Hülle aus näher zum Kern gelegener 
Elektronen umgeben ist. 

Bei kleinen Abständen ist die Wirkung dieser Elektronen unwesentlich. 
Das CovLompfeld des Kerns wird den Hauptanteil zum Feld bilden. Die 


potentielle Energie eines Elektrons im Covr,ompfeld hat die Form z und 
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gehört daher zum Typ (49, 7). Im Falle der Wechselwirkung zweier Atome 
spielt bei: kleinen Abständen die CouLomBsche Abstoßung der beiden Kerne 
die ausschlaggebende Rolle, d.h., die potentielle Energie hat wieder die Form 


z. In beiden Fällen besitzt U bei r = 0 einen Pol erster Ordnung. 


A die Auflösung von (49, 5) zu untersuchen, stellen wir diese Lösung in 


folgender Form dar: 
ur) 


Re) = (49, 8) 


Setzen wir diesen Ausdruck für R in (49, 5) ein und berücksichtigen, daß 
.nach (26, 7) 


M 1 0 OR 2 1 du 
= | =) er 3,8) 
ist, so erhalten wir für u folgende en 
2 22 2 
ER en N We (49, 10) 


Zu dr? 2ur? 
Wir wollen vorerst die asymptotischen Lösungen dieser Gleichung für 
r — oo untersuchen. Wenn wir für große Werte von r das Glied mit = und 


U(r) vernachlässigen [C ist in (49, 6) gleich Null angenommen], so erhalten 
wir die einfache Gleichung 


2 q2 
= —: = Eu. (49, 11) 
Setzen wir R 
ke = _ für E>0 und 2=— nn für E<0, (49,12) 
so erhalten wir die allgemeine Lösung von (49, 11) in der Form 
u= (jetr + O,ettr, E>0, (49, 13) 
u=le"+Oed', E<0, (49, 14) 


worin C, und (©, beliebige Konstanten sind. Nach (49, 8) erhält die asympto- 
tische Lösung von (49, 5) die Gestalt 


eikr e-ikr 

R=0,—- +0 ——, E>0, (49, 15) 
er eir 

R=0,—- +0, E<0. (49, 16) 


Im Falle 2 > 0 ist die Lösung für R endlich und bei beliebigem Wert der 
Konstanten stetig. Wie man sieht, stellt sie eine Überlagerung einlaufender 
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und auslaufender Kugelwellen dar. Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen zu 
finden, verschwindet in diesem Falle selbst bei großem r nicht. Die Wahr- 
scheinlichkeit, zwischen r und r + dr ein Teilchen zu finder, ist proportional 
|R|® und dem Volumen der Kugelschale 4 ar? dr:!) 


w(r) dr z|R|?4nrdr = 4n|0, eier + Oy,eikr|2dr. 


Solche Zustände entsprechen den nicht geschlossenen Bahnen in der klassischen 
Mechanik, wenn ein Teilchen sich aus dem Unendlichen zu einem Kraft- 
zentrum hin und dann wieder in das Unendliche fortbewegt. Da der von uns 
untersuchte Zustand stationär ist, muß der Strom der einlaufenden Teilchen 
gleich dem Strom der auslaufenden sein. Das bedeutet, daß die Amplituden 
der ein- und auslaufenden Wellen C, und C, dem Betrag nach gleich sein 
müssen. Setzt man 


Di 
= zzAce ud = „Ace, 


worin A und a reelle Größen sind, dann läßt sich die asymptotische Lösung 
von (49, 15) in folgender Form darstellen: 


ga = + Zr 


R (49, 15’) 


d.h., sie bildet eine stehende Kugelwelle. 

Anders steht es bei #< 0. In diesem Falle muß C', = 0 gesetzt werden, 
sonst wird R bei r — oo gleich oo. Die brauchbare Lösung ist daher in diesem 
Falle 

eir 


R=(, r 


(49, 16°) 


Für diese Zustände gilt 
u(r)drz4n|0, er, 


und bei großen r wird w(r) — 0, d.h., das Teilchen hält sich nur in der Nähe 
des Kraftzentrums auf. Solehe Zustände entsprechen den geschlossenen Bahnen 
der klassischen Mechanik, in denen sich das Teilchen um das Kraftzentrum 
bewegt. 


1) Eine eingehendere Untersuchung (siehe z.B. [19]) zeigt, daß die von uns durch- 
geführte Vernachlässigung der potentiellen Energie U (r) in der Gleichung (49, 10) nur 


1 
dann berechtigt ist, wenn U(r) beir— oorascher gegen Nullstrebt als = Im Falleeines 
B 
CouLomegfeldes U (r), >. = = verändern sich auch die asymptotischen Lösungen (49,15) 


und (49, 16) ein wenig, aber nicht so wesentlich, daß dies auf die Richtigkeit unserer 
weiteren Schlußfolgerungen von Einfluß wäre. 


175 


VIII. DIE THEORIE DER BEWEGUNG VON PARTIKELN 


Wir untersuchen nun, wie sich die Lösungen in der Nähe des Zentrums 
(r > 0) verhalten. Wir setzen u(r) in Form einer Potenzreihe an: 


ur)=r(l+tuar+ar+---). (49, 17) 
Setzen wir diesen Ausdruck für win die Gleichung (49, 10) ein, dann wird 
r’-2 oder r?”= die niedrigste Potenz von r sein. Wir sehen, daß r?"? füra < 2 
die niedrigste Potenz sein wird. Das Glied mitr?-2 wird am größten bei r — 0. 


Daher finden wir unter Vernachlässigung der Glieder höheren Grades als Er- 
gebnis der Substitution von (49, 17) in (49, 10) 


Py— 1) — Il + 1))r?”? + Glieder höh. Ordnung = 0. (49, 18) 
Damit diese Gleichung für alle (kleinen) Werte von r richtig besteht, muß 
yo —-D=li+) (49, 19) 


y=!+1 ode y=--. (49, 20) 


sein. Daraus folgt 


Folglich nimmt bei r — 0 die Lösung für R (= *) die Form an: 


R=- (ir l+ar +@r+-..)+C0gri!l+aır +tagr®+ ---), (49,21) 


worin Cı und O3 beliebige Konstanten sind. 
Damit die Funktion endlich bleibt, muß 0, = 0 gesetzt werden. 
Die Eigenfunktion R erhält also bei kleinen r die Form 


R=(Gir(l+ar+tar +). (49, 22) 


Bei r —.oogeht diese partikuläre Lösung entweder (wenn E > 0) in (49,15) 
oder (wenn E< 0) in (49, 16) über. Nehmen wir’, = O0 an,so wählen wir damit 
eine partikuläre Lösung von (49, 10) aus. Daher werden die Koeffizienten C, 
und O,in(49, 15) und (49, 16)in einem genau bestimmten Verhältniszueinander 
stehen [die absolute Größe dieser Koeffizienten dagegen ist bedeutungslos, da 
die Gleichung (49, 10) homogen ist]. Dieses Verhältnis hängt jetzt nur von den 
Parametern der Gleichung (49, 10), insbesondere von Z, ab. Folglich haben 
wir bei 0, = 0 


worin feine Funktion von Z darstellt, die von der Form.der Gleichung (49, 10), 
d.h. von U(r) abhängt. 

Ist die Teilchenenergie Z > 0, so sind die beiden partikulären Lösungen 
von (49, 10) endlich und die Lösung von (49, 15) bei beliebigem Verhältnis 


©& möglich, darunter auch für den Wert von der aus der Forderung 
1 1 
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C = 0 hervorgeht. Wir dürfen daher das Verhältnis = nicht weiter be- 
1 


schränken.!) Daraus folgt, daß bei E > 0 die Energie nicht gequantelt 
wird, sondern alle Werte von 0 bis + oo annehmen kann. 

Wir haben somit bei E > 0 ein kontinuierliches Energiespektrum. Anders 
liegt es bei E< 0. Aus der Forderung der Endlichkeit der Funktion R im 
Nullpunkt (Cz, = 0) folgt noch nicht C, = 0, so daß im allgemeinen die Lösung 
beir — co unendlich werden wird. Um auch im Unendlichen endliche Werte 
zu erhalten, muß zusätzlich die Forderung C, = 0 gestellt werden. Das legt 
aber den möglichen Energiewerten E Beschränkungen auf, da aus (49, 23) 


folgt: 
s u 


= f{E) =0. (49, 24) 
€, 
Das wird eine transzendente Gleichung für E sein. Die Wurzeln dieser Glei- 


chun 
E BER, Hman Bil (49, 25) 


sind dann die Eigenwerte des Energieoperators, da nur bei diesen Werten von 
E die Lösung für R sowohl bei r = 0 wie für r = o endlich wird. Folglich 
erhalten wir bei E < 0 ein diskretes Spektrum der möglichen Energiewerte. 
Wir haben in diesem Falle ein System von Qantenniveaus (49, 25). 

Wir betrachten jetzt einige besonders typische Formen der potentiellen 
Energie U(r). Wir werden in allen Fällen annehmen, daß die potentielle 


Energie (wenn überhaupt) bei r = 0 einen Pol von geringerer Ordnung als —. 


1) Aus der Forderung C, = 0 geht der asymptotische Ausdruck für R (49, 15°) hervor. 
Setzen wir C, = 0,50 wählen wir damitein y ohne Singularitäten im Nullpunkt. Infolge- 
dessen gilt die Erhaltungsgleichung (29,7)füry*y(vgl.auch Anhang VIII). Für stationäre 
Zustände finden wir aus (29, 7) > 
[Inas = 0 


für eine beliebige geschlossene Fläche. Wir wählen als eine solche Fläche eine Kugel- 
oberfläche mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt. Dann ist J„ = J,. Aus (29,5) und 
(49, 4) haben wir 

ih | Oy* )- ih [mE a 


N m ERLER LER, * 
aut 7" Var "9 ar Zu Fım Yım 


Or or 
Setzen wir das in obige Formel ein und berücksichtigen wir, daB 


ds =rdQ, [YımYind? =1, 


erhalten wir 
ee OR* OR 


2 Or Or 


Man kann sich leicht davon überzeugen, daß diese Gleichung nicht gilt, wenn |C, | # |C3| 
ist. 
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besitzt. Im Unendlichen setzen wir die potentielle Energie gleich Null. Auf 
Abb.24 ist die potentielle Energie U als Funktion des Abstands r vom Mittel- 
punkt für den Fall der AbstoßBung des Teilchens dargestellt. In diesem Falle 


0 
Abb.24. Die potentielleEnergie für denFall 
der Abstoßung vom Zentrum. Das Energie- 

spektrum (Z > 0) ist kontinuierlich 


Ulr)E 3 


E> 


> 
De 7, 

2 
Das: - 


Abb.25. Die potentielle Energie im Fall 

der Anziehung. Das Energiespektrum ist für 

E < O kontinuierlich und besteht für 2 > 0 

aus einzelnen Niveaus E,, E,,..., Z,. Z ist 
die Ionisierungsenergie 


ist die Gesamtenergie des Teilchens 
positiv.!) Bei E> 0 ist das Ener- 
giespektrum kontinuierlich. Es sind 
folglich im Falle abstoßender Kräfte 
alle Energiewerte von 0 bis + oo mög- 
lich. Das ist auf der Zeichnung durch 
Schraffierung angedeutet. In Abb.25 
ist die potentielle Energie für den 
Fall der Anziehung dargestellt. In 
diesem Fall haben wir zwei Möglich- 
keiten zu unterscheiden: E > 0 und 
E< 0. Im ersten Fall wird das Spek- 


trum kontinuierlich sein (schraffierter 


Teil der Zeichnung). Im zweiten Fall 
erhalten wir ein diskretes Spektrum 
der Werte E,, E,,..., En, ... Diese 
QuantenniveaussindinAbb.25durch 
horizontale Linien dargestellt. Das, 
abgebildete, aus einem kontinuier- 
lichen und einem diskontinuierlichen 
Teil zusammengesetzte Spektrum ist 
gerade jenes Energiespektrum, das 
einem sich im Feld eines Kerns oder 
positiven Ions bewegenden Elektron 
zukommt (CouLoMBsche Anziehung). 

Die diskreten Niveausentsprechen, 
wie oben gezeigt wurde, der Bewe- 
gung des Elektrons im Atom (die 
Wahrscheinlichkeit, das Elektron in 
großem Abstand vom Atom zufinden, 
ist verschwindend klein). Das konti- 
nuierliche Spektrum dagegen ent- 
spricht dem ionisierten Atom, da das 


Elektron sich in diesem Fall beliebig weit vom Atom befinden kann. Die für 
die Ionisierung erforderliche Energie, die sogenannte Ionisierungsenergie I, 


1) In der klassischen Mechanik folgt das daraus, daß die kinetische Energie T > 0, 
und wenn U > O auch E-> Oist. In derQuantenmechanik finden wir die gleiche Lage: 


l 
2, [w nn + [wruyan. 
2u, : 


Das erste Glied ist die kinetische Energie. Sie ist positiv, da die Eigenwerte des 
Operators p? positiv sind. Ist U > 0, soistauch E > 0. 
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läßt sich aus dem in der Abbildung dargestellten Diagramm leicht ermitteln. 
Denn die Energie, die das Elektron im normalen, nicht angeregten Zustand 
besitzt, ist gleich ZE,. Um das Atom zu ionisieren, muß die Energie seines 
Elektrons größer als 0 sein, daher ist die Mindestenergie, die zur Ionisierung 
des Atoms in seinem Normalzustand erforderlich ist, gleich 


I=0-H=-R. (49, 26) 


Wir führen noch ein weiteres Beispiel für den räumlichen Verlauf der poten- 
tiellen Energie an, wie sie für zweiatomige Moleküle A B anzunehmen ist. Bei 
großen Abständen stehen die Atome A und B nicht in Wechselwirkung, daher 
kann U = Ofürr = oo gesetzt werden. UR) 

Bei kleineren Abständen ziehen die 
Atome einander an. Beinoch kleineren 
Abständen, beim Eindringen eines 
Atoms in das andere, werden die ab- 


stoßenden Kräfte zwischen den Elek- Q / kontin. 
tronenhüllen und den Kernen meßbar 77 EHE 
groß. Die potentielle Energie hat folg- Di R 

lich die in Abb.26 gezeigte Form. Für IF“ in 

E > 0 ist das Spektrum wieder konti- ER GEB E er Ä 
nuierlich. Die Wahrscheinlichkeit w(r) ee se E Pen 
bleibt auch für r— oo endlich. Die er 


Atome A und B können sich beliebig Abb.26. Die potentielle Energie U (R) 
weit voneinander entfernt befinden zweier ein Molekül bildender Atome als 
(dissoziiertes Molekül). Bei E< 0 er- Funktion ihrer Entfernung R. 
halten wir eine Reihe diskreter Niveaus 
E,, E,,.-., E,, ... In diesem Falle ist w(r) —0 bei r— oo. Die Atome 
befinden sich nahe beieinander und bilden das Molekül AB. 

Für die Dissoziation des im Grundzustand (niedrigsten Zustand) befind- 
lichen Moleküls muß die Dissoziationsarbeit D aufgewandt werden: 


D=-E. (49, 27) 

Wir bemerken, daß nach der klassischen Theorie diese Arbeit gleich wäre 

D’ = — Un, worin Un die kleinste potentielle Energie bedeutet. D ist 
ho 


um die Größe der Nullpunktsenergie kleiner als D'. 


2 

Aus den angeführten Beispielen geht hervor, daß wir bei Kenntnis der 
potentiellen Energie U (r), ohne die SchRöDIngErgleichung lösen zu müssen, 
Schlüsse über den Charakter des Energiespektrums ziehen können. 


8 50. Die Bewegung im Courompfeld 


Die einfachste Aufgabe der Atommechanik besteht darin, die Bewegung eines 
Elektrons im CouLoMBfeld des Kerns zu bestimmen. Dieser Aufgabe be- 
gegnen wir bei dem Wasserstoffatom H, dem Heliumion He*, dem doppelt 
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ionisierten Lithiumatom Li** und bei entsprechend ionisierten Atomen, die 
wasserstoffähnlich genannt werden. Bezeichnen wirdie Kernladungmit +eZ, 
worin e die Elementarladung und Z die Atomnummer im periodischen System 
ist, so erhalten wir für die potentielle Energie des Elektrons im Feld eines 
solchen Kerns nach dem CovLombschen Gesetz folgenden Ausdruck: 


Un)=—- _. (50, 1) 


Um die Energieniveaus für die jetzt zu untersuchende Elektronenbewegung 
zu finden, muß die SCHRÖDINGERgleichung für die Radialfunktion R gelöst 
werden. Setzen wir 


R=#% 
re (50, 2) 


so erhalten wir, wie im $ 49 gezeigt wurde, für v die Gleichung (49, 10). 
Setzen wir dort U aus (50, 1) ein und verstehen wir unter u die Masse des 
‚Elektrons, so müssen wir folgende Gleichung lösen: 


R du Mill-+) Ze 
ee a a (50, 3) 


Der von uns zu untersuchende Fall entspricht der Anziehung (Abb.25). 
Nach der allgemeinen Theorie der Bewegung im Zentralfeld erhalten wir für 
E > ein kontinuierliches und für E < 0 ein diskretes Spektrum. Wir stellen 
uns die Aufgabe, dieses diskrete Spektrum und die entsprechenden Eigen- 
funktionen von R zu finden. Zur bequemeren Lösung setzen wir statt r und 
E die dimensionslosen Größen 


r E 
ar und &= =, (50, 4) 
ein, worin 
h? ne? e? 
= — . -8 = ——— ı — 
a 7 0,529 - 10°®cm, E, PIE pp 13,55 eV. (50,5) 


Nach Einsetzen von (50,4) in (50,3) enthält die Gleichung keine Atom- 
konstanten u, e, k mehr. Wir erhalten an Stelle von (50, 3) 


d? 2Z Ic+1 


er 0. (50, 6) 


Entsprechend dem im vorigen Paragraphen über das asymptotische Verhal- 
ten der u-Funktion Gesagten, werden wir für v die Form 


ue)=ereflo), @=Y-—E (50, 7) 


wählen, worin f(o) die neue gesuchte Funktion ist. 
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Setzen wir u(o) aus (50, 7) in (50, 6) ein, so finden wir die Gleichung für die 
Funktion f(e). Durch einfache Umrechnung erhalten wir 


a _ , dt [22 tn], 
ri a 7 ee ie 


Die Lösung dieser Gleichung suchen wir in Form einer Potenzreihe in o. Wir 
wissen aus der allgemeinen Theorie, daß die bei r = 0 endliche Lösung der 
Gleichung (50, 3) so ist, daß die Potenzreihe in r beim Glied r!+1 beginnen 
muß. Aus (50, 7) folgt dann, daß die im Nullpunkt endliche Lösung von (50, 8) 
mit 0°*1 beginnen muß. Wir suchen daher f(o) in der Form 


fte) = et+! Zar, (50, 9) 


worin die a, vorläufig unbekannte Entwicklungskoeffizienten darstellen. 
Die Reihe (50, 9) muß so beschaffen sein, daß die Funktion R(r), die wir 
jetzt entsprechend (50, 2) und (50, 7) in der Form 


RB - ER (60, 2) 


schreiben können, bei 0 — co beschränkt bleibt. Um die Entwicklungs- 
koeffizienten a zu finden, setzen wir (50, 9)in (50, 8) ein und fassen die gleichen 
Potenzen von o zusammen. Wir erhalten 


ZH [le ++) ++) —-Ie+HD)+ 
+4,22 —-2aw+i+N]}ort'=0. (50, 10) 


Damit die Reihe (50,9) eine Lösung der Gleichung (50, 8) wird, muß 
\50, 10) bei allen Werten für » von O bis © identisch erfüllt sein. Das ist nur 
in dem Falle möglich, wenn die Koeffizienten jeder Potenz von o gleich Null 
sind, d.h., wenn 


Hl ++ DR HIN -IE+ N) +,BZ- 2a +i+1]=0 

(50, 11) 

für alle Werte von v. Diese Formel gibt eine Rekursionsformel für die a, und 
A, +1: 

22w+1+1) — 22 


%,+1 = BP +I+HSEHIID UN ” ‚=0,l, 2,3, ... (50, 12) 


Der erste Koeffizient a, ist natürlich willkürlich, da die Gleichung homogen 
ist. Geben wir ihm einen beliebigen Wert, so finden wir aus (50, 12) a,, ausa, 
dann a, usw. Berechnen wir sämtliche a,, so erhalten wir die gesuchte Lösung 
als Potenzreihe in o. 


181 


vIIL. DIE THEORIE DER BEWEGUNG VON PARTIKELN 


Es ist leicht zu erkennen, daß die so erhaltene Reihe bei allen Werten von 


oe konvergiert, bei großen o aber so stark anwächst, daß R = e=® L für 
e— © unendlich wird.!) Die für oe = 0 endliche Lösung wird also, wie es 
auch aus der allgemeinen Theorie $ 49 folgt, im allgemeinen bei 0 = » nicht 
endlich sein. Die Lösung wird jedoch auch bei og = o endlich sein, wenn die ° 
Reihe bei irgendeinem Glied abbricht. Dann wird /(e) ein Polynom und R bei 
0 — © Null werden. 

Diese Lösung wird Eigenfunktion der Gleichung sein, da sie im ganzen 
Intervall von o = 0 bis 0 = » endlich und eindeutig ist. 

Es ist leicht zu erkennen, daß die Reihe nur für einen ganz bestimmten 
Wert des Parameters & abbricht, sagen wir bei einem Glied mit v=n,. 
Nehmen wir an, der Koeffizient a,, wäre noch von Null verschieden. Damit 
der folgende Koeffizient a,, + ı gleich Null wird, muß 


2m, +1 +) —-2Z=0, 


u Z 
Mrirl 


d.h. 
(50, 13) 


i zZ 
1) Setzen wirA = Fe 21 + 1, so können wir (50, 12) in die Form 


s+l 
"Hn@,Hl tet) 


a, 


a . 
’+1 sich bei » — co dem Wert 


bringen. Daraus geht hervor, daß das Verhältnis 


- 1 nähert. Ferner können wir ein v = v’ wählen, so daß 
s+l 
”+ x 4 n 
ee a 


wird, worin 
1 
e>0, ZU+S<I. 


Von diesem Wert » an beginnend, wachsen die Koeffizienten a, rascher als die durch die 
Rekursionsformel 
a(l-+e) n 


na 
bestimmten Koeffizienten. Die Reihe mit diesen Koeffizienten ergibt aber 


fie) = eat + ne. 


Daher wächst f(o) rascher als f,(e), und die Funktion (50, 2’) wird folglich bei o— oo 
unendlich werden. 
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sein. Offensichtlich ‚werden unter dieser Bedingung nicht nur a,,; ı, sondern 
auch alle folgenden Glieder Null, da sie alle zu a, , ı proportional sind. (50, 13) 
ist somit eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die Lösung 
f(e) ein endliches Polynom wird und damit zugleich die Funktion R(o) über- 
all endlich bleibt. Nehmen wir an, daß 


n=n+i!+l (50, 14) 

ist und setzen wir den Wert von « aus (50,7) in (50, 13) ein, so erhalten wir 
22 p 

ee Fr (50, 13°) 


Auf Grund von (50, 4) sehen wir nun, daß endliche und eindeutige Lösungen 
für R nur bei folgenden Energiewerten möglich sind: 


Z?eiu 1 
E, ii. 3h2 n2 ’ (50, 15) 
worin n nach (50. 14) folgende Werte annimmt: 
n=12,3,.., n=012,3,... (50, 16) 


Die Zahl n bestimmt, wie wir sehen, die Energie des Elektrons und wird 
Hauptquantenzahl genannt. j 

Diese Formel für die Energieniveaus E, eines sich im CovLompfeld be- 
wegenden Elektrons wurde erstmals von BoHR auf Grund einer halbklassi- 
schen Quantentheorie gefunden. In dieser Theorie, in der die Quantelung auf 
einer ziemlich willkürlichen Annahme beruhte, mußte die Unmöglichkeit des 
Wertes n = 0 als besondere Bedingung den Quantenbedingungen hinzu- 
gefügt werden. In der Quantenmechanik ist dieser Wert von selbst aus- 
geschlossen, da ! die Werte 0, 1,2,... annimmt, n, eine Nummer der Reihe 
(50, 9) ist und den kleinsten Wert Null hat. 

Bevor wir zur eingehenden Untersuchung der soben erhaltenen Energie- 
niveaus E, übergehen, wollen wir noch die Form der Eigenlösungen R(o) 
betrachten. Für die Eigenlösungen ist « = ER Daher vereinfacht sich die 
Formel (50, 12): ik 

2Z n-—-(i+v+)) 


=, BITnBHeTIg E12) 


Rechnen wir einen Koeffizienten nach dem anderen aus und setzen wir die 
Ergebnisse in (50, 9) ein, so erhalten wir f(o): 


n—i—1 [2Zo (n —i—-1)(n—!—2) /2Zo\ 
ko-neHl- or 2) 7) BIETER es 


„_n-iI-1)m-i-2)...1 [(2Zo\* 
et Terre Ernene) } (50, 17) 
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Wir sehen daraus, daß es zweckmäßig ist, eine neue Variable 


22 
a (50, 18) 
n na 


Be 


einzuführen. Vereinigen wir sämtliche konstanten Faktoren zu einem Faktor 
N,„., so finden wir aus (50, 2’), daß die den Quantenzahlen r und ! zugehörige 
Funktion R,, (eo) die Darstellung 


Raıl£) = Aue?! Eları (©) (50, 19) 


erhalten kann, worin durch 14 das in den Doppelklammern der Formel 
(50, 17) stehende Polynom bezeichnet ist, eine in der Mathematik gebräuch- 
liche Bezeichnungsweise. Es handelt sich nämlich darum, daß das Polynom 
in (50, 17) durch die Differentialquotienten LA@vVErrescher Polynome aus- 
gedrückt wird, die durch die Formel 


dk 
LilE) = ed gr (50, 20) 
definiert sind. Dann versteht man unter L}(£) das Polynom 
ı(&) = Zu Ir (d (60, 21) 


Setzt man hier k=n-+ ! und s = 2! + 1, so kann man sich leicht davon 
überzeugen, daß man das in die geschweifte Klammer der Formel (50, 17) 
gesetzte Polynom erhält. 

Die Formeln (50, 20) und (50, 21) ermöglichen eine leichte Berechnung der 
Funktion R,„,. Wir wählen den Faktor N,„, in (50, 19) so, daß die Funktion 
R,„ auf eins normiert ist: 


[Bırar=ı. (50, 22) 
0 


Die vollständige Eigenfunktion wird nach (49, 4) gleich dem Produkt aus R,, 
und der Eigenfunktion des Operators des Drehimpulses, d.h. 


Ynım (r, 6, p) = Ryı (r) Ya (0, p). (50, 23) 


Die Energie E, hängt, wie aus (50, 15) folgt, nur von der Hauptquantenzahl n 
ab. Ist diese Zahl gegeben, so geht aus (50, 14) hervor, daß die Nebenquanten- 
zahl ! nur folgende Werte besitzen kann: 


i=0,12,..,n-1l1 m=n-1,n—2,...,0). (50, 24) 
Ferner wissen wir, daß die magnetische Quantenzahl m bei gegebenem ] die 


WE El, (50, 25) 
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durchläuft. Wir rechnen jetzt nach, wieviel unabhängige Wellenfunktionen 
zum Energieniveau E, gehören. Bei jedem ! haben wir 2! + 1 Funktionen, 
die sich in m unterscheiden. ! durchläuft aber Werte von O0 bisn — 1, daher 
ist die Gesamtzahl unabhängi- 


7 
ger Eigenfunktionen gleich Volt wem 
RE 1 ——— ng —— L 
6 u nr YR] 
>(21+1)=n?. (50, 26) 73 NJ IESS 
u ' sg“ 
Sa S 72423 Seg-I 
Zum Energieniveau E, gehö- N SIHÄ 
ren somit n? verschiedene Zu- 7 Ss Ss 20000: 
stände. Wir haben es mit einer N ze 
2. 1,75 \4._ DR 
n?fachen Entartung zu tun. m 2 Ta a aa” S S 
HH HEHE OO S 
9 2 8 
851. Das Spektrum & S 40 000 
und die Wellenfunktionen 8 & < 
h | Q 
des Wasserstoffatoms : N, 
7 u N 
SM S S 
Setzen wir in die Formel 6 zZ = 60.000 
(50, 15) die Werte der univer- ® SQ 
sellen Konstanten e, # und.h st SER 
: ER Bags: j BEST 
ein, sokönnen wir die Energie- son 
. SI NNN 
niveaus des Elektrons berech- 4 SI NSS 20.000 
nen, dassichin dem CoULOMB- = 
feld eines Kerns mit der 3 
Ladungszahl Z bewegt. In 
Abb.27 sind diese Niveaus für 2 
das Wasserstoffatom (Z = 1) 700 000 
angegeben. 7 
Die Zahlen auf der linken Pi 
Ordinate geben die Energien 
der Niveaus in Elektronen- Abb.27. Schema der Energieniveaus des 
voltan (die Energie wird dabei Wasserstoffatoms. Lyman-Serie, BALMER-Serie, 
nicht von 0, sondern vom nied- Rıtz-PaAscHEn-Serie, BRACKETT-Serie, 
rigsten Niveau Z, an gezählt). Prunp-Serie 


Wir sehen, daß mit wachsen- 


der Hauptquantenzahl n die Niveaus immer enger liegen und daß lim E, = 0 
n> oo 


ist. Dann folgt der Bereich des kontinuierlichen Spektrums E > 0, der dem 
ionisierten Atom entspricht. Die Ionisierungsenergie des Wasserstoffatoms ist 


2 ne _ 
I=-E= 3” 13,55 eV. (51,1) 

Zum Verständnis der auf der rechten Ordinate aufgetragenen Zahlen er- 
innern wir daran, daß die beim Übergang vom Niveau E,,„ zum Niveau 
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Eyrım- ausgestrahlte Lichtfrequenz w nach der Quantentheorie des Lichts 
aus der Bonrschen Gleichung 


hvo= Eur — Eyrim_ (51, 2) 
berechnet wird.!) Setzen wir hier die Energie E,,„, (50, 15) ein, so finden wir 


Z?ei 1 l a 
la) <n. (51, 3) 


0o= 

Diese Formel gibt (bei Z = 1) die Frequenz des vom Wasserstoffatom aus- 
E 

gestrahlten oder absorbierten Lichts. Die Größe new wird Spektralterm 


genannt. Die Termdifferenzen bestimmen die Frequenzen. Für das Wasser- 
stoffatom ist der Term gleich 


E, eu 1 
7 78 er in (51, 4) 
Die Größe 
EEE (51,4) 
4rh? ’ ö 


heißt Rypsrrekonstante und wurde erstmals von BoHR theoretisch berech- 
net. In der Spektroskopie werden die Termgrößen meist nicht in Frequenzen 


= ‚ sondern in Wellenzahlen angegeben, die anzeigen, wieviel Wellenlängen A 
auf einen Zentimeter entfallen. Ist die Kreisfrequenz des Lichts w, dann ist 
die Frequenzv = 3 Diese Frequenz wird gewöhnlich in A-! gemessen, so 


daß die spektroskopische Frequenz (die Wellenzahl) gleich der gewöhnlichen 
Frequenz », geteilt durch die Lichtgeschwindigkeit c ist: 


ge re cm-! 
9 Spektr. s 
ER A c 2nc 


Die RypseRekonstante ist, in Wellenzahlen ausgedrückt, 


R= _#_ _ 109737,40 em1 (51, 4”) 
— Anhde / i 3 
Die in denselben Einheiten ausgedrückten Wasserstoffterme sind 
. 105 
210, „_yn3.. 1,0”) 


Die im Diagramm für die Wasserstoffniveaus (Abb.27) rechts aufgetragenen 
Zahlen geben die Größe der Spektralterme in cm-! an. Die die Niveaus ver- 


1) Das wird noch bewiesen werden. Vorläufigstützen wir unsaufdasim $ 2 Besprochene. 
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bindenden Linien sind ihrer Länge nach proportional der Energie des Licht- 
quants, das beim Übergang des Elektrons zwischen diesen Niveaus emittiert 
oder absorbiert wird. Die auf diesen Linien stehenden Zahlen geben die Wellen- 
länge A des Lichts in Ä an. 

Alle Frequenzen, die sich auf Übergänge beziehen, die mit dem gleichen 
unteren Niveau enden, bilden eine sogenannte Spektralserie. 

Die Übergänge zum (niedrigsten) Niveau n = 1 bilden die Lyman-Serie. 
Die Frequenzen der Lyman-Serie berechnen sich nach der Formel 

‚= rl) n:—=:2,,3;..4% (51, 5) 
Unter diesen Spektrallinien besitzt die Linie n = 1 die größte Wellenlänge 
i = 1215,68 Ä. Sie befindet sich im ultravioletten Spektralbereich. 

Die Übergänge zum Niveau n = 2 entsprechen der Emission sichtbaren 
Lichts. Die Gesamtheit dieser Spektrallinien bildet die BALMER-Serie. Die 
Frequenzen dieser Serie sind 

1 1 


rl - a): De N (51, 6) 


Die Formel (51, 6) wurde von BALMER 1885 auf Grund einer Analyse der 
empirischen Daten über das Wasserstoffspektrum gefunden. Später spielte 
diese Formel eine hervorragende Rolle bei der Deutung der Spektren und 
diente als Probierstein für die Quantentheorie des Atoms. Die Spektrallinien 
der BALMER-Serie werden durch Buchstaben 


H,(n=3), H,n=4), H,n=5) usw. 


bezeichnet. Außer der BALMER- und LyMman-Serie sind im Diagramm noch 
weitere Serien angegeben, die den Übergängen zu den Niveausn = 3, 4 und 5 
entsprechen (RıTz-PAscHEN-, BRACKETT- und Prunp-Serien). Die Linien 
dieser Serien liegen im infraroten Spektralgebiet. 

Die Spektren der wasserstoffähnlichen Ionen He*, Li** u.ä haben das 
gleiche Aussehen wie das behandelte Wasserstoffspektrum. Aber sämtliche 
Linien verschieben sich in das Gebiet der kürzeren Wellenlängen, da die 
Rypserakonstante in diesen Fällen mit Z? multipliziert werden muß. Und 
zwar berechnen sich nach (51, 3) und (51, 4’”) die Frequenzen für diese Ionen 
aus der Formel 


1 1 
= DR - =) Vi (51, 7) 


Wir wenden uns jetzt einer eingehenderen Analyse der Quantenzustände 
und der entsprechenden Eigenfunktionen y,,„(r,9, 9) (50, 23) zu. Jeder 
durch ein Tripel von Quantenzahlen n, l, m bestimmte Zustand stellt 
einen Eigenzustand dreier gleichzeitig meßbarer Größen dar: der Energie, 
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des Quadrats des Drehimpulses und der 2-Komponente des Drehimpulses. 
Alle diese Größen besitzen im Zustand y,„,,„, bestimmte Werte, und zwar 


Zu 1 
= - Sea (51, 8) 
m; =h2ll+1), 1=0,1,2,...,n—1, (51,9) 
m,=hm,m=0, +1, +42,...,+I. (51, 10) 


Die dynamische Bedeutung der Quantenzahlen besteht also darin, daß 
die Hauptquantenzahl n das Energieniveau E,, die Nebenquantenzahl I die 
Größe des Drehimpulses m} und die magnetische Quantenzahl m die Größe der 
z-Komponente des Drehimpulses m, angeben.!) 

Die drei Größen E, m} und m, bestimmen vollkommen die Wellen- 
funktion y,,,, und bilden daher einen 
vollständigen Satz. Ihre Zahl drei 
entspricht, wie es auch sein muß, der 
Zahl der Freiheitsgrade des Systems 
(vgl. 8 14). 

Das Quadrat des absoluten Be- 
trages von Y,,m(r, 9,9) („Koordi- 
natendarstellung‘‘) gibt die Wahr- 
scheinlichkeit an, daß das Elektron 
im Quantenzustand n, !, m bei der 
Ermittlung seines Ortes in der Um- 
gebung des Punktes r, 9, @ gefunden 
wird. Genauer wird diese Wahrschein- 
lichkeit definiert durch 


w,m(r, d, 9) r?dr sinddd dp 


Abb.28. Polarkoordinaten = |Yaım (rd, p)|?r?dr sind dd dp. 
(51, 11) 


Um sich den Charakter dieser Wahrscheinlichkeit anschaulicher vorstellen 
zu können, bringen wir in Abb.28 ein Polarkoordinatensystem. Die Polar- 
achse Oz zeichnet sich dadurch aus, daß die Drehimpulskomponente in dieser 
Richtung den Wert m, — hm hat. Bezeichnen wir mit d@ das Raumwinkel- 
element sind dd dp in der Umgebung von 9, p und verwenden wir die Formel 
(50,23) für Y,ım, so können wir die Wahrscheinlichkeit (51, 11) auf folgende 
Farm bringen: 


Wım(r,d,9) dr dQ = R2,lr) ridr | Y,„(9, Y)?dQ. (51, 12) 


1) Die Zahl! wird auch als Quantenzahl der Bahn bezeichnet, weilsieder alten BoHR- 
schen Theorie zufolge bei gegebener Energie die Form der Bahn bestimmte; m wird die 
magnetische Quantenzahl genannt, weilsie bei magnetischen Erscheinungen eine wesent- 
liche Rolle spielt (siehe $$ 73, 74, 125, 126). 
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Integrieren wir (51, 12) über alle Winkel, d.h. über d.2, so erhalten wir die 
Wahrscheinlichkeit, das Elektron zwischen zwei Kugelflächen mit den Radien 


r und r + dr zu finden. Wir 
bezeichnen diese Wahrschein- 
lichkeit mit 


w„ı(r) dr = Ri(r) r?dr. 


(51, 13) 


Abb.29 veranschaulicht die- 
.se Wahrscheinlichkeiten für 
verschiedene Zustände. Die 
Zahlen an den Kurven geben 
die Werte für n, ! an (n, 
=n—1-—1). Zum Beispiel 
bedeutet 31 die Werte n = 3, 
i=1(n,=1]). Auf der Ab- 
szisse ist der Abstand vom 


r : 
Zentrum 0 = = aufgetragen 


[siehe (50, 4)]. Aus den Zeich- 
nungen ist leicht zu erkennen, 
daß dieZahln, (die als Radial- 
quantenzahl bezeichnet wird) 
gleich der Knotenzahl der 
Wellenfunktion R,, ist. Dabei 
haben wir esnichtmit Knoten- 
punkten, sondern mit Knoten- 
flächen zu tun, denn R,, wird 
Null bei einem bestimmten 
r=r’, wodurch aber gerade 
eine Kugeloberfläche mit dem 
Radius r” gegeben ist. Folg- 
lich haben wir in dem durch 
die Zahlen n, ! gekennzeich- 
netenZustandn, =n —I—1 
kugelförmige Knotenflächen. 


nn 


0 5 20 


a)s-Zustand (l=0) 


g' N 
IE 
un 
N 7 70 — 55 
b)p- Mi . 7) 


30 


ii -Z stand 7=2)u.4f- Zustand 


Abb.29. Die Ladungsverteilung in den ersten 

Wasserstoffzuständen. Auf der Abszisse: r in 

Wasserstoffradien, auf der Ordinate: die Wahr- 

scheinlichkeit, das Elektron zwischenrundr +dr 

zu finden. a) s-Zustände, b) p-Zustände, c) d-Zu- 
stände (2 = 2) und 4f-Zustand 


Wir klären jetzt die Bedeutung der vorhin eingeführten Länge a. Aus der 
Form der Funktion R,,, (oe) (60, 19) nn daß bei großen r(o — co) die Radial- 


funktion R,„, die Form 


R,: (0) ZE 


n—1l 
Nena » (227) A: (51, 14) 
na 


annimmt. Daher wird die Wahrscheinlichkeit w,, (r) bei großen Werten für r 


gleich 
ur) = 


227 en 
Ne ”. (51, 15) 


na 
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Der Ausdruck 3 Ei eine die Ausdehnung des Atoms bestimmende 


Länge dar, denn fürr > IZ wird die Wahrscheinlichkeit w,,(r) praktisch 
Null. 

Wir bringen eine genauere a für das tiefste Bnennienivemi n(=1) 
In diesem Falle haben wir aus (50, 19) 


_2 
—f' 
Rob) Iue®. (51, 16) 
Folglich ist 


ren 
wor) = Node ° (=) . (51, 17) 


Den Maximalwert dieser Wahrscheinlichkeit erhalten wir bei 0 = 2— =], 


Daraus folgt, daß im Zustand n = 1 (l! = m = 0) die größte Wahrscheinlich- 
keit, ein Elektron zu finden, bei 
a h2 0,529 SR 
beg- re, 10 (51, 18) 
liegt. Dasist genau der Radius der ersten Bonrschen Bahn, dessen Größe erst- 
mals Bonr 1913 nach der alten Quantentheorie erhalten hatte. 
Da die niedrigste Bahn nach der. BoHR- 
n(r) schen Theorie eine Kreisbahn ist, so ist nach 
DM dieser Theorie die Wahrscheinlichkeit, das 
Elektron im Zustand n = 1 zu finden, nur 
auf einer Kugel mit dem Halbmesser r = r, 
Ogu von Null verschieden. 
Nach der neuen Quantenmechanik ist sie 
aber im ganzen Raum von Null verschieden. 
Auf Abb.30 werden die Wahrscheinlichkeiten 
nach der alten (w,,) und der neuen Theorie 
(w,„) für den Zustand n = 1 des Wasserstoff- 
0 7” atoms einander gegenübergestellt. Die ange- 
Abb. 30. Vergleich von w;,(r) führte Übereinstimmung zwischen %; , und w,u 
und w,, (r) für den Zustand wird auch für andere Zustände beobachtet. 
n=l(li=m=|0) Sie ist bei weitem nicht vollständig, was schon 
daraus zu ersehen 2 daß im niedrigsten Zu- 
stand der Drehimpuls in der aan umechansie m? = 0 (l = 0) ist, während 
er nach der alten Theorie im gleichen Zustand m} = h?ist. Trotz ihrer Unvoll- 
kommenheit macht diese Übereinstimmung das Bild der Wahrscheinlichkeits- 
verteilung doch anschaulicher und weist auf den Zusammenhang zwischen der 
Quantenmechanik und klassischen Mechanik hin, der ja tatsächlich besteht 
(vgl. Kap. VI). 
Wir wenden uns nun der Winkelverteilung zu. Integrieren wir (51, 11) über 
r von 0 bis «, so erhalten wir die Wahrscheinlichkeit w, (9, 9) d@ dafür, 
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daß sich das Elektron in irgendeinem Raumwinkel dQ@ in der Richtung 
(8, x) aufhalten wird (siehe Abb.28). Infolge der Normierung der Funktionen 


R,„. ergibt sich 
Wm(d, p) a2= | Yın(d, po)? an. (51, 19) 


Aus der Form der Funktion Y,„(®, 9) geht hervor, daß die Wahrscheinlich- 
keit nicht vom Winkel 9 abhängt und gleich 


Wm(d) AR = N? „LP?! (e0sd) 421) (51, 20) 


ist. Folglich besitzt die Winkelverteilung die Symmetrie eines Rotations- 
körpers mit jener Achse, auf die der Drehimpuls projiziert wurde (bei uns ist 
das die z-Achse). 

Auf Abb.31 haben wir die Wahrscheinlichkeiten w, „ für die verschiedenen 
Werte von ! und m eingezeichnet. Dabei wurde ein Polarkoordinaten- 
system ®, w,,, gewählt, bei dem die Größe w,, auf dem Radiusvektor ab- 
getragen wird. Zum Vergleich sind die entsprechenden Boarschen Bahnen 
angegeben. Beil = 0, m = 0 ist die Wahrscheinlichkeit 

1 


w0(9) = [Pi? = Ze (51, 21) 


vom Winkel unabhängig, und wir haben daher Kugelsymmetrie. Der Zu- 
stand, in dem der Drehimpuls gleich Nullist (2 = 0), wird s-Zustand und der 
zugehörige Term s-Term genannt. Der s-Zustand ist somit durch Kugel- 
symmetrie gekennzeichnet. Es gibt keine ihm entsprechenden BoHrschen 
Bahnen. Dieser Umstand stellte eine der Schwierigkeiten der BoHRschen 
Theorie dar, da dem optischen s-Term Zustände miti=1(m=0, +1) zu- 
geordnet werden mußten, obwohl der Versuch eindeutig bewies, daß das 
Elektron im s-Term kein mechanisches (und magnetisches) Bahnmoment be- 
sitzt. 

Der Zustand mit! = 1 (m = 0, + 1)heißt p-Zustand und der entsprechende 
Term p-Term. Die Wahrscheinlichkeit ist in diesem Fall durch die Funktionen 
Pl(cosd) und P?(cos#) bestimmt. Setzen wir die Werte dieser Funktionen 
aus (25, 16) ein, so erhalten wir 


w,+1(0) = sin, (51, 22) 


(9) = . cos?9. (51, 22°) 


In Abb.31 sind nun die Wahrscheinlichkeiten wı,+1, %,,, sowie die ent- 
sprechenden Bahnen der Bonrschen Theorie dargestellt. Aus den Zeich- 
nungen ist ersichtlich, daß, wenn z.B. im Falle m = +1 nach der Boarschen 
Theorie die Wahrscheinlichkeit, das Elektron zu finden, nur in der Bahn- 


2) N,„m ist der Normierungsfaktor. Vgl. Anhang V. 
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r i ? A : 
ebene (9 = 2 von Null verschieden ist, sie in der Quantenmechanik auch 


für andere Werte des Winkels 9 nicht Null wird (auf Kegeln mit 9 = const). 
Die Übereinstimmung besteht darin, daß das Wahrscheinlichkeitsmaximum 


zZ 
= Ss 
I=0 D Elektronen 
m=0 


i=3 4 m=3 m=2 m=7 m=0 m-.T m--2 m=-3 fFlektronen 


ERIHRKF 


Abb. 31. Die Winkelverteilung der Elektronen w,m (®) 
für die s-, p-, d- und f-Zustände 


bid= T liegt. Eine ähnliche Übereinstimmung ist auch für m = 0 vorhan- 


den (Maximum beid = 0). 

Der Zustandmit?!=2 (m =0, +1, +2) wird d-Zustand genannt und der 
Term d-Term. Abb.31 bringt auch die Wahrscheinlichkeit w,, für 1 = 2, 
m = 1. Aus der Formel für Kugelfunktionen (25, 16) erhält man leicht 


wa, (9) = NZ [P} (cosd)]? = 2 sin? cos?9. (51, 23) 


Beil = 2undm = 1 haben wir eine Gesamtheit Bonuzscher Bahnen, deren 
Normalen mit der z-Achse einen Kegel mit dem Öffnungswinkel von 60° 
bilden. Auf einem Kegel mit der Öffnung von 60° liegt auch das Wahrschein- 
lichkeitsmaximum nach der Bongschen Theorie. Nach der Quantenmechanik 
liegt dieses Maximum bei einem Winkel von 45°, 
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$51. SPEKTRUM UND DIE WELLENFUNKTIONEN DESWASSERSTOFFATOMS 


. Die Form der Wahrscheinlichkeiten w,„ (9) (Abb.31) ermöglicht uns eine 
Vorstellung von der Form des Atoms bei den verschiedenen Zuständen. Diese 
Form wird durch den Wert der Bahnquantenzahl I bestimmt, während die 
magnetische Quantenzahl m offenbar die 
Orientierung des Atoms im Raum festlegt. 

Aus den angeführten Ausdrücken für 
die Wahrscheinlichkeiten w,, (9) ist zu 
ersehen, daß die Funktion Pf beil=0 
keine, bei l = 1 und m = 0 eine Knoten- 
fläche (die Fläche # = 3) und beil=2 
und m = 1 wiederum eine Knotenfläche 


(die Fläche 9 = 3) aufweist. Die Glei- 


ame PY(cosd) = 0 


hat als Lösungen im ganzen ! — |m| reelle 
Wurzeln 9, d,,...., d-|mj. Diese Winkel 
sind die Öffnungswinkel der Kegel (d 
= const), die die Knotenflächen bilden. 
Der vom Winkel p abhängige Teil der 
Wellenfunktion y,,m, das ist e'"?, be- 
sitzt keine Knoten, aber sein Realteil 
cosm@ oder Imaginärteil isinm@ besitzt 
m Knoten: 9,, 995 ---, Pm- Sie bilden 
Knotenflächen im Raum, die durch die 
Polarachse gehen. 

In Abb.32 ist die Schar der Knoten- 
flächen der Funktion y,,„ dargestellt, die 
aus Kugeln (Knoten der Funktion R,,), 


Abb. 32. Die Knotenflächen des 
Realteileder Funktion Yu /,1,0. 9): Kegeln (Knoten der Funktion PT) und 


n, = n — 1 — 1 Kugeloberflächen, 
U — |m| Kegelflächen 
und |m| Ebenen 


Ebenen (Knoten der Funktion cosmp 
oder sinm») besteht. Die Zahl der Kugeln 
ist gleich n,, der Kegel gleich ! — |m]| und 
der Ebenen gleich |m|. Insgesamt sind 
n,+2— |m| + |m| = n, +1 = n — 1Knotenflächen vorhanden. Wir haben 
also erneut ein Beispiel zu dem allgemeinen Satz, der in der Anmerkung auf 
S.165 erwähnt wurde. 

Die in Abb. 32 angeführten Knotenflächen werden durch die gleiche Geo- 
metrie charakterisiert, wie die Knotenflächen einer schwingenden Kugel. 
Daher besitzen die Funktionen y,m (r, 8,9) Ähnlichkeit mit denen, die 
Kugelschwingungen darstellen, genauso wie die Eigenfunktionen y,(xz) des 
Oszillators Ähnlichkeit mit den die Saitenschwingungen darstellenden Funk- 
tionen haben. 
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8 52. Die Bewegung des Elektrons in einwertigen Atomen 

Es gibt eine Anzahl von Atomen mit einem Valenzelektron. Das sind die 
Atome der Alkalimetalle Li, Na, K,.... Wir werden sie als wasserstoffähnlich 
bezeichnen. Diese Atome besitzen eine Gruppe innerer Elektronen. Das äußere, 
das Valenzelektron, bewegt sich im Feld des Kerns und im Feld dieser 
inneren Elektronen. 

Genaugenommen haben wir es hier mit einem Mehrelektronenproblem zu 
tun. Aber die angeführten Atome weisen eine Besonderheit auf, die es ge- 
stattet, die Aufgabe näherungsweise auf die Bewegung eines Elektrons im 
Feld von Zentralkräften zurückzuführen. Es handelt sich hier darum, daß 
nach Entfernen des Valenzelektrons auseinemsolchen Atom die verbleibenden 
Elektronen eine Elektronenhülle bilden, wie sie für die Edelgase charakteri- 
stisch ist. Li* z. B. besitzt eine Elektronenhülle, die der des Me-Atoms analog 
ist. Sowohl Experiment wie Theorie zeigen, daß die Elektronenhülle eines 
Edelgases ein sehr stabiles System bildet, das Kugelsymmetrie aufweist und 
durch äußere Einwirkungen wenig verändert wird. Man kann daher an- 
genähert so vorgehen, daß man das äußere Valenzelektron als ohne Einfluß 
auf die Innenelektronen betrachtet und somit seine Bewegung als eine solche 
im Feld des Kerns und der Innenelektronen auffaßt. 

Wegen der kugelsymmetrischen Verteilung der Innenelektronen wird das 
von ihnen geschaffene Feld ein Zentralfeld sein.t) Wir suchen die potentielle 
Energie U(r) des äußeren Valenzelektrons im Feld des Atomkerns und der 
Innenelektronen. Bezeichnen wir das Potential dieses Feldes mit V (r), dann ist 


2 


Ulr) = —eV(r). (52, 1) 


Es sei ferner o(r) die mittlere elektrische Ladungsdichte, die von den Innen- 
elektronen herrührt.?) Dann ist die gesamte innerhalb einer Kugel vom Malb- 
messer r eingeschlossene Elektronenladung gleich 


—eN(r) = An [ol) r2dr. (52, 2) 
ö 


Berücksichtigen wir noch die Kernladung +eZ, so können wir die Gesamt- 
ladung innerhalb der untersuchten Kugel wie folgt darstellen: 


eZ*(r) = e[2 — Nr], (52, 3) 


1) Wir betonen noch einmal, daß das nur angenähert richtig ist, da in Wirklichkeit 
durch das Außenelektron die innere Elektronenhülle polarisiert wird. 

2) Die Wahrscheinlichkeit e(r) läßt sich mit den Methoden der Quantenmechanik be- 
rechnen. So handelt es sich bei Lit um die Bewegung zweier Elektronen im Kernfeld. 
Es ist die gleiche Aufgabe wie im Fall des He-Atoms. Diese wird im $ 121 behandelt. 
Außerdem kann o(r) auch experimentell gemessen werden (s. $ 79). 
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worin Z* die effektive Kernzahl im Abstand r bezeichnet. Daraus erhalten wir 
nach dem Gaussschen Satz für das Feld 


eZ*(r) 
= (52, 4) 
und für das Potential 
r 
* 
Ye) = (ER dr. (52, 5) 


Aus (52, 3) folgt, daß die Wirkung der Elektronenhülle auf eine Abschirmung 
des Kernfeldes = hinausläuft, wobei diese Abschirmwirkung für ver- 


schiedene Abstände vom Kern verschieden sein wird. In der Nähe des Kerns 
wırd sein Feld nicht abgeschirmt. 
Bei r — 0 ist nämlich 
? 
N 
lim un. = — 4r0(0) lim = r2dr. 
r-0 r>0 Fi 
Daher ist in diesem Bereich 
eZ 
€, mE 
und das Potential 


Ir) = — + const. (52, 6) 


In den Bereichen mit r > a, wobei a der Radius der Elektronenhülle ist, gilt 
dagegen 
NIr),»a =N, 


worin N die Gesamtzahl der Elektronen in der Hülle ist. Wir bekommen 


e(Z —N) 
€, = ae a > 
und das Potential wird 
ET, (52, 7) 


was dem Potential eines Kerns a dessen Ladung um die Ladung der 
Elektronenhülle vermindert ist. 

Oft wird in einer noch gröberen Näherung die Abhängigkeit der effektiven 
Zahl Z*(r) von r ignoriert und für 


Z*=Z— Nk,) (52, 8) 
195 


vIM. DIE THEORIE DER BEWEGUNG VON PARTIKELN 


ein beliebiger, möglichst gut passender Wert gesetzt. Aber eine solche Nähe- 
rung ist sehr grob und führt zu keinen guten Ergebnissen.!) Die von uns er- 
haltene potentielle Energie U(r) = — eV (r) des Valenzelektrons eines wasser- 
stoffähnlichen Atoms gehört zur Klasse der im $ 50 untersuchten (Pol der 
Ordnung rt). Da N < Z, haben wir es mit Anziehung zu tun. Daraus folgt, 
daß das Energiespektrum eines wasserstoffähnlichen Atoms aus einem konti- 
nuierlichen Spektrum (Z > 0), das dem ionisierten Atom entspricht, und 
einem diskreten Spektrum (#< 0), das die Gesamtheit der Energieniveaus 
des Atoms bildet, bestehen wird. 

Wir werden uns nicht mit der Auflösung der Radialgleichung (49, 5) für 
diese Form der potentiellen Energie befassen. Sie läßt sich nur durch nume- 
rische Integration lösen. Wir beschränken uns auf die Anführung der Ergeb- 
nisse. 

Der wesentlichste Umstand liegt darin, daß die Energie Z in diesem Falle 
nicht nur von der Hauptquantenzahl n, sondern auch von der radialen Quan- 
tenzahl n, abhängt. Das ist leicht einzusehen. Die Gleichung (49, 5) für die 
Funktionen R, aus denen die Energieniveaus E, ermittelt werden, enthält 
auch die Nebenquantenzahl !. Daher wird E ganz allgemein von l abhängen. 
Außerdem hängt der Wert von E von der Nummer der Eigenfunktion der 
Gleichung (49, 5) ab, d.h. von der radialen Quantenzahl n,. Im allgemeinen 
Fall werden also die Eigenwerte von E von zwei Quantenzahlen n, und I 
abhängen, bzw. man kann sagen, dan =n,+1-+ 1 ist, sie hängen von n 
und’ ab. 

Die vollständige Numerierung der Niveaus und der Eigenfunktionen lautet 
daher: 


Yn im (9,9) = Raı (r) Yım, i=0, ıB 2,...,n — L; 


m=0,+l,...,+I, (52, 9) 
E= E n=172,3;.., 


und nicht gleich Z, wie im Fall des Covzompfeldes. Daß die Energie im 
CovLomgfeld nur von n abhängt, ist eine besondere Eigentümlichkeit dieses 
Feldes, die begründet werden kann.?) Im Fall des CouvLompfeldes treten die 
Zahlen n, und lin den Ausdruck für die Energie als Summe ein: n=n, +!+1. 

Im CouLomepfeld tritt also, wie bereits bemerkt wurde, eine Entartung 
{die „‘“-Entartung) ein, die darin besteht, daß die Energie bei gegebener 
Hauptquantenzahl n nicht von der Größe des Drehimpulses (l) abhängt. Im 
allgemeinen Fall des Zentralfeldes U (r) ist diese „l‘‘-Entartung aufgehoben, 
d.h., die Terme mit der gleichen Hauptquantenzahl n, aber mit verschiedenen 
Nebenquantenzahlen /, fallen nicht zusammen. In Abb. 33 sind die Niveaus 
für das einwertige Kaliumatom angegeben. Man sieht, daß z.B. der Haupt- 
zahl n = 2 zwei Niveaus angehören: 1 = 0 (s-Term) und !=1 (p-Term). 


1) Natürlich hängt die Anwendbarkeit eines bestimmten Näherungsverfahrens auch 
noch von der gewünschten Genauigkeit ab. 
2) Siehe Fock, W.A.: Dokl. Akad. Nauk (1935) 2, 169. 
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Beim Wasserstoff fallen diese beiden Niveaus zusammen (wenn man von 
relativistischen Effekten absieht). 

Was die magnetische Quantenzahl m betrifft, so bestimmt sie, wie bereits 
im $49 erläutert wurde, die Orientierung des Atoms im Raum. Die Energie 
des Atoms kann (bei Abwesenheit äußerer 
Felder) von ihr nicht abhängen. e 


kontin. Spektr. 


853. Die Ströme in Atomen. 
Das Magneton 


Wir berechnen nun die Dichte des elek- 
trischen Stroms, der im Atom fließt, wenn 
das Elektron sich im stationären Zustand 
mit einem bestimmten Wert für die Dreh- 
impulskomponente m, = km befindet. Die 
Wellenfunktion eines solchen Zustands ist 2 


Yrım(r; Ö, 9) =AR,: (r). Pr! (cos d) eMP N m: 
(53, 1) 
Nach der Formel (29, 11) wird die Dichte / 


des elektrischen Stromsim Zustand y,;m 
durch die Formel 


2s(n=2,1=0) 


2pln=2,1=7 


sch 7s{n=7,1-0) 
— —.- Yaim vyaım — Yıım V Yaim) 
“u (53, 2) Abb.33. Die Aufhebung der „!“-Ent- 
i artung in einwertigen Atomen. Ange- 
ausgedrückt (wir setzen vor e das Minus- führt sind die drei ersten Niveaus des 
zeichen, da wir als Elektronenladung —e Kaliumatoms. Die Niveaus 2p und 
annehmen, e = 4,778 - 10-10 cgs-Ein- 23, die beim Wasserstoff zusammen- 
heiten). Der Vektor 3 läßt sich bequem fallen, sind im Kalium getrennt 
in Polarkoordinaten r, d, p darstellen. 
Dazu bemerken wir, daß im Polarkoordinatensystem die Komponenten des 
0 10 1 [0] 
Or’ r 80’ rsind Io 
ponenten des Vektors % (in Richtung des Radius, des Meridians und der 


Nablaoperators sind. Dementsprechend sind die Kom- 


Breite) . * 
ns ihe Iykım * Oynim en 
J, = u (Frım dr — Yalm ör =(, (53, 3) 
u ihe Oyaım * O Ynım ar 
nn | 0 er 
zei. ihe Oyrım * Mnım\ _ ehm 
u 7 ler a er u Ber 7 20007 
(53, 5) 
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Die beiden ersten Resultate erhält man sofort, wenn man daran denkt, daß 
P!"! bzw. R„, reelle Funktionen der Variablen # bzw. r sind. Das letzte Resul- 
tat folgt daraus, daß y,,„ proportional e'”? ist. In stationären Zuständen 
ist also die Komponente des Stroms in Richtung Radius und Meridian gleich 
Null (was auch aus geometrischen Überlegungen hervorgeht: Wäre z.B. 
J,=#+ 0, würden die Ladungen entweder auseinanderfließen oder sich sam- 
meln), und der Strom fließt die Breitenkreise entlang (Abb. 34). Diese Strö- 
mung entspricht dem mittleren Strom in der klassischen Mechanik für eine 
Gesamtheit von Bahnen, die den gleichen Gesamtdrehimpuls m? und die 
gleiche Drehimpulskomponente m, in Richtung der z-Achse besitzen. 

Gestützt auf die Formel (53, 5) für die Strom- 
dichte, läßt sich jetzt leicht das magnetische Mo- 
ment ®M, des Atoms finden. Die Stromstärke d/ 
des Stromes, der die in die Meridianebene gerich- 
tete Fläche do durchfließt (Abb. 34), ist 


di=J,do. (53, 6) 


Das durch diesen Strom geschaffene magnetische 


Moment ist 
dIs J,Sdo 
a a a 


worin SdievomStrom d I umflossene Fläche ist. Sie 
ist gleich r? sin?29 (siehe Abb. 34). Daher ist 


(53, 7) 


2 gin? 
Abb.34. Ströme im Atom AM, =; ar’ sin? d Bi do 
bei gegebenem c 
Drehimpuls m? und seiner rzr? sin? 9 ehm 
2-Komponente m, ae ur af Ya a: do. (53, 8) 


Um das gesamte Moment M,zu erhalten, muß über alle Stromröhren addiert 
werden. Dann erhalten wir 


M, mn Era ka sin d do vs 5 (53, 9) 
2uc 


Nun ist 2rr sind do das Volumen einer Röhre. Da die Größe |y,, „|? 
innerhalb der Röhre konstant ist, ist das Integral in (53, 9) nichts weiter als 
das Integral von |y,, „|? über das ganze Volumen. Dieses Integral ist infolge 
der Normierung gleich 1; folgiich erhält die Komponente des magnetischen 
Momentes auf die z-Achse den Wert . 


ehm 
M, = 67 NM;m, (53, 10) 
worin 
eh 
er Is rEnhe 
M, = 7 9.1021 cegs-Einheiten (53, 11) 
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beträgt, d.h., es besitzt einen Quantenwert gleich einer ganzen Zahlvon BoHR- 
schen Magnetonen WM, (siehe $ 3). Das Minuszeichen ist durch die negative 
Ladung des Elektrons bedingt. 

Die durchgeführte Berechnung zeigt somit, daß in Zuständen mit m, + 0 
im Atom ein elektrischer Strom fließt. Dieser Strom ruft das magnetische 
Moment (53, 10) hervor, so daß das Atom als Ganzes einen magnetischen 
Dipol darstellt. Das Verhältnis der Komponente I, des magnetischen Moments 
zur Komponente m, des mechanischen Moments ist 


ee (53, 12) 


und stimmt genau mit dem Verhältnis dieser Größen nach der klassischen 
Theorie für die Ladung —e mit der Masse u, die sich in einer geschlossenen 
Bahn bewegt, überein.!) Wir bemerken, daß die z-Achse hier durch keine 
Raumrichtung ausgezeichnet wurde. Daher gilt das gleiche Verhältnis auch 
für die Komponenten von und ım in jeder beliebigen Richtung. (53, 12) muß 
so aufgefaßt werden, daß das Verhältnis des Vektors des magnetischen Mo- 


ments Wi zum Vektor des mechänischen Moments m gleich — 5 


ist. 
Be. 


8 54. Die Energieniveaus eines zweiatomigen Moleküls 


Wir wenden uns nun einem durch zwei Atome A und B mit den Massen m, 
und m, gebildeten Molekül zu. Die potentielle Energie wäre als Funktion des 
Atomabstands r gleich V (r). Diese Energie besitzt die in Abb.35 gezeigte 
Form. Wir beschränken uns auf die Unter- 

suchungderrelativen Bewegung der Atome vr) 

4A und B. Aus der klassischen Mechanik ist 

bekannt, daß die relative Bewegung zweier 

Teilchen mit der Wechselwirkungsener- 

gie U(r) als Bewegung eines materiellen 

Punktes mit der durch die folgende Glei- 

chung bestimmten Masse 


III 


im Feld der Zentralkraft U (r) erfolgt. Die Eo KT Vnin-t— 
gesamte Translationsbewegung geschieht 2—_———— tt — 
als freie Bewegung eines materiellen Abb.35. Die potentielle Energie für 
Punktes mit der Masse m, + m,. Die die Atome eines zweiatomigen Mole- 
gleiche Lage finden wir, wie im $ 104 be- küls und das Energiespektrum. (Für 
wiesen werden wird, auch in der Quanten- E > 0 ist das Spektrum kontinuier- 


lich, bei #< O tritt ein Niveausystem 
1) Siehe z.B.: [2], [56]. Eu; Er, -.- auf) 
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mechanik. Gestützt auf diesen Umstand, können wir den Operator der Gesamt- 
energie für die relative Bewegung der Se A und B wie folgt schreiben: 


HAT tl, (54, 2) 


worin r der Abstand zwischen den ist und die (in rn? enthaltenen) Win- 
keld und o die Richtung der Verbindungslinie zwischen A und B bestimmen. 

Die SchRÖöDINgERgleichung für stationäre Zustände wird die gleiche sein 
wie (49, 2). Die Wellenfunktion kann wieder in der Form 


W(r) v(r,d,9) = E(r) Ym(®; p), 


N EN 
E 


(64, 3) 


angesetzt werden, wobei für % die Gleichung 
2 d2 h?l 1 
nn + un|u—Eu 
un a (54, 4) 
hell 


gilt. Das Glied 2 ee) kann als zusätzliche 
2ur 


potentielle Energie betrachtet werden, so daß 
die gesamte potentielle Energie der Radial- 
bewegung die Gestalt 


kI(l+1 
r W(n)=Ur+ a (54, 5) 


u annimmt und die Gleichung (54, 4) in der Form 
() 


R du ; 
E | -Kiremmen mn 
Abb.36 geschrieben werden kann. 
Zusammenhang zwischen Der Verlauf der Funktion W,(r) für ver- 
Schwingung und Rotation schiedene / ist in Abb. 36 dargestellt. 
im zweiatomigen Molekül Bei fehlender Rotation (l = 0) wird W,(r) 


= U(r), und wir haben es mit dem im $49 
(Abb. 26) untersuchten Fall zu tun. Ist die Rotation nicht stark (l nicht 
groß), so unterscheidet sich W,(r) noch immer nicht sehr von U(r). Die 
letztere Kurve wird nur ein wenig verzerrt. Ist aber l sehr groß, so zeigt 
W,(r) den in Abb.36 gezeigten Verlauf (Fall 1 >1). Wir wissen, daß das 
Molekül bei ! = 0 für E< 0 ein diskretes Spektrum und für 2 > 0 ein kon- 
tinuierliches besitzt. Bei starker Rotation ist W,(r) überall positiv. Dann 
folgt aus dem im $ 49 bewiesenen Satz, daß 2 > 0 und das Spektrum somit 
kontinuierlich wird. Das Molekül ist dann in die Atome A und Bdissoziiert. 
Diese Dissoziation ist das Ergebnis der ai t, die bei der Rotation 
des Moleküls herrscht. DS, 
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Wir betrachten den Fall, daß die Rotation nicht stark ist und W,;(r) sich 
somit wenig von U(r) — wenigstens im Bereich des Minimums von U (r) bei 
(r=r,) — unterscheidet. Wir entwickeln W,(r) nach Potenzen der Ab- 
weichung r — r, vom Gleichgewichtszustand. Der Gleichgewichtszustand r, 
hängt von ? ab und ermittelt sich aus dem Minimum von W,;(r): 


dw, _dU Ruü+y_ 


dr dr ur » er) 
Daraus finden wir r = r,. Ferner haben wir 
1/dW,(r 
w, (r) = W, (r) 3 3[ „er en + a) (54, U) 
wobei 
Arl+1 
We)=Ue)+ a au r I (54, 8) 
ur 
Nun führen wir folgende Ausdrücke ein: 
d?W, e a 
a =uw, un=|I, z=r-—n. (54, 9) 


Wir setzen W,(r) aus (54, 7) in (54, 4) ein unter Benutzung der- Ausdrücke 
(54, 9) und erhalten 


deu LH 1) SR ©. \ LENR ’ 
Mit der Größe ; 
2 
E'=E-—U(r) „Fuer (54, 10) 
wird aus (54, 5’) 
h? du 1 2.2. —_ Mm „ 
GT GRENZEN, (54,5 ) 


Das ist die Gleichung (47, 3) für die stationären Zustände eines Oszillators 
mit der Eigenfrequenz w,. Nach (47, 10) sind seine Energie-Eigenwerte 


Eu=haln+ 5), n=:0;:132:5::%. (54,11) 
und die Eigenfunktionen nach (47, 11) 
u,(2)=e%® Hl), E= = (54, 12) 


Unter Verwendung von (54, 10) finden wir die gesamte innere Energie des 
Moleküls als 
kill +1) 
2, ° 
n=0,1,2,.., !=0,1,2.. (54, 13°) 
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und die Eigenfunktionen des Moleküls 


1 
Yaım(r; v, p) — rn u„(r) Y,m(B, p). (54, 14) 


Diese Wellenfunktionen beschreiben die Rotation des Moleküls und seine 
Schwingungen. Die Molekularenergie E,, erweist sich als Summe der Schwin- 
gungsenergie mit der Frequenz w, und der Rotationsenergie 


Ri +1) 
3 a 


Berücksichtigen wir, daß h2l(l + 1) das Quadrat des Drehimpulses ist, so 
erkennen wir, daB der Ausdruck für die Rotationsenergie des Moleküls in der 
Quantenmechanik der gleiche ist wie in der klassischen Mechanik, da nach (54, 9) 
I, das Trägheitsmoment des Moleküls ist.!) Die Formel (54, 15) zeigt, daß die 
Rotationsenergie gequantelt wird, wobei der Abstand zwischen benachbarten 
Energiestufen gleich j 


B,= (54, 15) 


h? h? 
|AE,| = gi (! +1) oder pi (54, 16) 


ist (wenn man die geringere Abhängigkeit des Trägheitsmoments von |, d.h. 
die Verzerrung des Moleküls unter dem Finfluß der Zentrifugalkraft vernach- 
lässigt). 

Die vonunserhaltenen Lösungen sind Näherungslösungen. Wirvernachlässig- 
ten die Anharmonizität der Schwingungen des Moleküls, indem wir die höheren 
Glieder in der Entwicklung von W,(r) nach Potenzen von r — r; fortließen. 
Das ist zulässig, wenn die Abweichungenr — r, klein sind, verglichen mitdem 
Abstand r, (oder r,) zwischen den Atomen. Aus der Theorie des Oszillators 

1 
folgt für den Mittelwert x? — ZEE ag [Um sich davon zu überzeugen, 
R® 
genügt es, das Matrixelement x?,„ unter Verwendung der Matrix x,,, (48, 8) 
.zu berechnen]. Daher ist 
= h 1 


R®g 


und die Bedingung für die Gültigkeit unserer Näherung lautet 


-} Pe 
er at V V* en (54, 17) 
ro R@g 2 


d.h., die Näherung ist um so genauer, je größer die Masse der Molekülatome, 
die Schwingungsfrequenz w, und der Atomabstand r, sind. Außerdem darf 


1) Wir erinnern daran, daß in der klassischen Mechanik die Rotationsenergie gleich 
3 


37 ist. 
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das Schwingungsniveau nicht sehr hoch liegen (kleines n). Bei großen n und I 
treten Schwingungen und Rotation des Moleküls in enge Beziehungen, und 
unsere Näherung wird unbrauchbar. Bei kleinen n und ! dagegen können wir 
die Z-Abhängigkeit von r, vernachlässigen und J, bzw. w, für ! = 0 an Stelle 
von /, und w, setzen. 


Die Größen I, und w, sind gewöhnlich so, daß das Schwingungsquant Aw, 
2 
weitaus größer ist als das Rotationsquant = So ist z.B. für die Wasser- 


stoffmoleküle 21 
hu, = 8,75 - 10-13erg, 
1% 
31 1,15 - 10-1 erg, 


Infolgedessen besteht das Energiespektrum des Moleküls auseinem System von 
Schwingungsniveaus (verschiedene 2) und Rotationsniveaus (verschiedene }). 
Letztere liegen sehr nahe beieinander. Das Schema des Energiespektrums 
eines Moleküls zeigt Abb.37. Die gestrichelte Linie an der Grenze zum kon- 
tinuierlichen Spektrum ist E = O und entspricht der Energie des dissoziierten 
Moleküls. Dieser Wert der Energie kann für hinreichend große ? bei beliebigem 
n erreicht werden. 

Die Dissoziationsenergie D eines im Normalzustand (n =! = 0) befind- 
lichen Moleküls ist, wie bereits im $49 gezeigt wurde, 


hwo 
Ph 
Die wichtigsten Erscheinungen, bei denen die Quantelung der Molekular- 
bewegung zutage tritt, sind die Molekülspektren. Die möglichen Energie- 
niveaus des Elektrons im Molekül seien Ey. Dann ist die Gesamtenergie des 
Moleküls und seines Leuchtelektrons 


D=-U,- (54. 18) 


2 
B=En +hay(n+ 5) + g710+D + ont. (54, 19) 
Schreiben wir die Energie in dieser Form, so setzen wir voraus, daß die 
Kopplung zwischen den Elektronen- und Atombewegungen im Molekül ge- 
ring ist, so daß die Energie angenähert als Summe der Energie des Elektrons 
und der Atome dargestellt werden kann. Immerhin besteht aber diese Koppe- 
lung, und selbst bei schwacher Koppelung wird die Zustandsänderung des 
Elektrons (der Übergang vom Niveau E, zu einem anderen Ey.) von einer 
Zustandsänderung der Atome begleitet sein. Absorbiert daher das Molekül 
ein Lichtquant h w, so dient ein Teil dieser Energie zur Anregung des Elektrons, 
ein anderer aber zur Anregung der Atombewegung des Moleküls. Umgekehrt 
kann das Quant mit der Frequenz w nicht nur auf Kosten der Energie des 
Elektrons, sondern auch auf Kosten der Bewegungsenergie der Atome des 
Moleküls emittiert werden. Um daher die Frequenzen » des vom Molekül 
emittierten und absorbierten Lichts zu erhalten, muß in der BoH&schen 
Frequenzbedingung em 


203 


VIII. DIE THEORIE DER BEWEGUNG VON PARTIKELN 


unter E die Gesamtenergie des Moleküls verstanden werden. Setzen wir hier 
E aus (54, 19) ein, so erhalten wir 


2 
ko=Er—Eyrtholn —n) + See +D Il +1). (54 ‚20) 


Bezeichnen wir die durch die Elektronenübergänge bedingte Frequenz 


en mit wyy, 50 können wir (54, 20) folgendermaßen schreiben: 
: A [(/{„ , ı\ 1\2 


@% „ist für gewöhnlich weitaus größer als w, oder gar ne Darum werden 


wir neben der dem reinen Elektronenübergang entsprechenden Spektrallinie 
(Frequenz wy-„) bei der Beobachtung im Spektroskop noch eine Reihe sehr 
nahe liegender, fast zusammenfallender Linien feststellen.!) Ein solches Spek- 
trum heißt Bandenspektrum. Es ist charakteristisch für zweiatomige Mole- 
küle (die Atome besitzen ein Spektrum aus ziemlich weit voneinander ent- 
fernten Linien, die allerdings mitunter in eine geringe Anzahl benachbarter 


ZZDENISDCRNTUGUGEE 


-U,+ 2 
Abb.37. Schema der Schwingungs- (n) und Rotationsniveaus (}) 
eines zweiatomigen Moleküls 


Linien aufspalten). Die Bandenlinien sind durch Änderungen der Rotations- 
bewegungen der Moleküle verursacht. Daher werden diese Banden oft Rota- 
tionsbanden genannt. Außer den Linien, die durch Rotationsänderung (Ände- 
rung von |) bedingt sind, werden wir Linien erhalten, die durch Änderung der 
Schwingungsbewegung (der Zahl n) verursacht wird. Diese Linien werden oft 
Schwingungsbanden genannt. 

Die Kompliziertheit der Molekülspektren ist dadurch bedingt, daß am 
Energieaustausch des Moleküls mit dem Licht im allgemeinen das ganze 


1) Ob diese Linien zusammenfallen oder nicht, hängt natürlich von dem Auflösungs- 
vermögen des Spektrographen ab. 
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Molekül teilnimmt. Nicht allein die Zustände des Leuchtelektrons, sondern 
auch die Schwingungs- und Rotationszustände des Moleküls erleiden Ände- 
rungen. Die Theorie der Molekülspektren bildet gegenwärtig ein weitgehend 
ausgearbeitetes, aber bei weitem noch nicht abgeschlossenes Gebiet der Atom- 
mechanik.!) 

Außer in den Molekülspektren äußert sich der Quantencharakter der Mole- 
kularbewegung noch in der spezifischen Wärme der zweiatomigen Gase. Nach 
der klassischen Theorie ist die auf einen Freiheitsgrad entfallende spezifi- 


sche Energie eines MolJeküls gleich er worin k gleich 1,36 - 10-16 erg/grad 


ist. Ein zweiatomiges Molekül besitzt insgesamt sechs Freiheitsgrade, seine 
spezifische Wärme müßte daher nach der 


klassischen Theorie konstant und gleich Ik 


sein.?2) Das Experiment zeigt aber, daß die 
spezifische Wärme bei mittleren Tempera- 


5 
turen zwar konstant, aber gleich a kistund 


3 
zu niedrigen Temperaturen hin auf 3 k ab- 
fällt. Diese Tatsache wird durch die Quan- 0 | 5 MM 70 200 T%K 
tentheorie vollständig geklärt. Abb.38. Die aufdie Freiheitsgrade 
Ist bei einer Temperatur 7 die Durch- der Rotation 
schnittsenergie ST der Translationsbe- a 


wegung des Moleküls kleiner als Rw,, so 
werden keine Molekülschwingungen angeregt (genauer: sie werden selten 
angeregt). Das Molekül kann in diesem Falle als starr betrachtet und die 
Zahl seiner Freiheitsgrade nicht als 6, sondern als 5 angenommen werden. 
Man sagt, die Schwingung ‚‚friert ein“. Die Temperatur des ‚Einfrierens“ T, 
geht offenbar aus der Ungleichung 
3 
2 
hervor. Für H, ist die „Einfrierungstemperatur‘‘ T, = 4300°. Die Höhe von 
T, erklärt es, warum bei normalen Temperaturen die spezifische Energie 


kT,<ho (54, 22) 


eines Moleküls zweiatomiger Gase gleich eu kist. 


Mit sinkender Temperatur tritt der Zeitpunkt ein, an dem die Translations- 


2 
energie kleiner wird als das „Rotationsquant“ - Dann wird auch die 


!) Über Moleküle siehe eingehender in [42, 33] sowie $ 125 dieses Buches. 
®) Ein Freiheitsgrad ist ein Freiheitsgrad der Schwingung. Auf ihn entfallen wegen 


l 1 
der Gleichheit von kinetischer und potentieller Energie nicht Z k, sondern 2. zk 
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Rotation nicht mehr angeregt und scheidet aus der Wärmebilanz aus. Die 
Rotation „friert ein‘. Die „Einfrierungstemperatur‘‘ 7’, der Rotation ermittelt 


sich aus der Ungleichung 3 h2 
zKkT,<3r (54, 23) 

Für T<T., ist die spezifische Wärme der Rotation gleich Null. Es bleibt nur 
noch die spezifische Molekülenergie er k der Translationsbewegung übrig. 

Abb. 38 zeigt die Temperaturabhängigkeit der spezifischen Molekülenergie 
c, der Rotation. Wie man sieht, stimmen Theorie und Experiment über- 
ein. Die gestrichelte Linie gibt die spezifische Wärme nach der klassischen 
Theorie an. Bei niedrigen Temperaturen widerspricht die klassische Theorie 
der Erfahrung. !) 


$ 5b. Die Bewegung des Elektrons in einem periodischen Feld 


Zu den wichtigsten Fällen der Bewegung gehört die Bewegung des Elektrons 
in einem periodischen Potentialfeld U (x, y, z). Besitzt dieses Feld die Periode 
ain der x-Richtung, b in der y-Richtung und c in der z-Richtung, so kann 
diese Eigenschaft der Periodizität durch die Gleichungen 


U(z +4, Y, z) — U(z, % 2). (55, l) 
U(xz,y+b,2)=U(z,y,z), (55, 1’) 
U(z,y,2+c) = U(z,y, z) (55, 1”) 


ausgedrückt werden. Ein solches periodisches Feld ist innerhalb idealer Kri- 
stalle verwirklicht, in denen die Atomkerne und damit die mittlere elektrische 
Ladung periodisch verteilt sind. Das Potential des elektrischen Feldes wird 
dabei auch eine periodische Funktion der Koordinaten y, x, z sein. Bringt 
man in einen solchen Kristall ein Elektron hinein. so wird es eine periodische 
potentielle Energie der Form (55, 1) besitzen. 

Strenggenommen haben wir es in diesem Falle mit einem Mehrelektronen- 
problem zu tun. Der Ersatz dieses Problems durch das einfachere Problem 
der Bewegung eines Elektrons in einem äußeren Feld ist eine Näherung. Sie 
trifft voraussichtlich für große Geschwindigkeiten des zu untersuchenden 
Elektrons zu (und solange uns nichtelastische Stöße des Elektrons nicht 
interessieren). Was die Anwendung dieser Näherung auf die Elektronen- 
bewegung im Kristall selbst betrifft, so ist diese Möglichkeit bisher noch nicht 
begründet, obwohl mit den Ergebnissen der Rechnungen zahlreiche Er- 
scheinungen gedeutet werden können. 

In. Abb.39 ist die potentielle Energie eines Elektrons in einem Kristall als 
Funktion von x dargestellt, wobei die x-Achse durch die Mittelpunkte der 
den Kristall bildenden Atome hindurchgeht. Die Atommittelpunkte liegen in 


2) Näheres über die spezifische Wärme zweiatomiger Gase siehe [31] und auch [20]. 
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den Punkten... —2a, —a, 0, +a, +2a,... In diesen Punkten besitzt U 
2 
einen Pol erster Ordnung (- _ 

Um über die möglichen Energieniveaus des Elektrons im perivdischen Feld 
und über die Eigenfunktionen des Energieoperators einen Überblick zu ge- 
winnen, muß die SCHRÖDINGERgleichung gelöst werden. Wir nehmen sie zu- 
erst in der ‚‚x“-Darstellung. Diese Gleichung lautet 


h? 
a se 
E77 vey+ Uy=Ey, (55, 2) 


worin 4 die Masse des Elektrons und U die potentielle Energie bedeutet, die 
der Periodizitätsbedingung (55, 1) genügt. Da wir nur die wichtigsten Eigen- 
schaften der Bewegung im periodischen Feld behandeln wollen, begnügen wir 


V(Z,0,0) 


Abb.39. Die Kurve der potentiellen Energie eines Elektrons in einem Kristall 
(als Funktion einer Koordinate z). 
Die gestrichelte Linie stellt die Wellenfunktion (eine modulierte Welle) dar 


uns mit einer einzigen Dimension. Dann haben wir an Stelle von (55, 1) und 


(55, 2) U(x + a) = U (x), (55, 1% 
h? dey ’ 
ea MEN: (85, 2°) 


Um diese Gleichung zu untersuchen, gehen wir zur „p‘‘-Darstellung über. 
Wir setzen zu diesem Zweck 
+ co 


En er al SEE} (55, 3) 
c( Yan ’ z 23 


worin p, der Impuls längs der x-Achse ist. Dementsprechend entwickeln wir 
die potentielle Energie U in eine FoUrIERreihe: 


2ninz 


++ oo 
Um EU: *% , od: (55, 4) 
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Die Koeffizienten U, dieser Reihe sind nichts anderes als U(x) in der „p“- 
Darstellung. Wir setzen nun (55, 3) und (55, 4) in (55, 2’) ein: 


+ + 
Klare 2 ? 
a ikz 
Pe a U„| ck dk = E|cik) —dk. (55,5 
il "Tor u c(k) - Te IE ( ) 
eik'z I 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit und integrieren wir über x von 


— oo bis + ©, 50 erhalten wir in den jeweiligen Integralen ö-Funktionen und 


daher +. 
2rn 


h + 
Pal ar Su. [cw ö (e- kind -#) dk 
2u Et a 
-oo +o =-oo (55, 5) 
= E[e) 8 #) ak. 


« 
-o 


Führen wir schließlich die Integration über k aus und setzen wir k statt k’, so 
erhalten wir 2 2 Sr 
2% k2c(k) + D U,c (# + =) = Ec(k). (55, 6) 


Diese Gleichung ist nichts anderes als die Gleichung (55, 2,) in der ‚‚»“-Dar- 
stellung. Ihre Eigentümlichkeit besteht darin, daß sie nur jene c(k) enthält, 


deren Argumente sich voneinander um 2 un (n=0, +1, +2,...) unter- 
scheiden. a 
Die Größen c(k), c|k 


Sie sind miteinander durch ae der Form (55, 6) verknüpft, die man 
leicht erhält, wenn man in (55, 6) kdurchk + en 


a 
ganze Zahl ist. Bringen wir in (55, 6) das Glied mit E auf die linke Seite, so 
können wir mühelos die Gleichungen für alle miteinander verknüpften Funk- 


tionen c (# - 2 


m=+Hl|l, 3 (e+ =\-2] e(k+ = 
2u a a 


sind Unbekannte, die wir berechnen müssen. 


ersetzt, worin m eine 


=) aufschreiben: 


(55, 7) 
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2 2 
IE e-&) -2|e(£- =) 
2u a a 


+ N 
+ U,c(e— 28 4 2@®)-o, (55,7) 


Das ist ein System homogener linearer Gleichungen für eine unendliche 
Anzahl Unbekannter c |k + u ‚m=0, +l, +2, ... Damit dieses 


System von Null verschiedene Lösungen besitzt, muß seine Determinante A 
gleich Null sein. Diese Determinante hängt von Z und & (und allen Koeffizien- 
ten U) ab und ist im allgemeinen eine transzendente Funktion von E. Daher 
besitzt die Gleichung 

A(E,k)=0 (55, 8) 


eine unendliche Anzahl von Wurzeln E = E,,E,, ..., E,, ..., deren jede eine 
Funktion der Wellenzahl & ist. Daraus folgt, daß das Energiespektrum eines 
sich in einem periodischen Feld bewegenden Teilchens aus einzelnen Be- 
reichen 
E=E,\k, j=1,2,3,... (55, 9) 
besteht und in jedem die Energie eine Funktion der Wellenzahl & ist. Diese 
Bereiche heißen Bänder der zulässigen Energie oder kurz Bänder. 
Wir werden beweisen, daß innerhalb jedes Bandes die Energie eine peri- 


odische Funktion der Wellenzahl &k mit der Periode er ist. Zum Beweis er- 
setzen wir im Gleichungssystem (55, 7) k überall durch k + — Wie aus 


(55, 7) unmittelbar hervorgeht, bedeutet dieser Ersatz bloß eine Umordnung 
der Gleichungen (55, 7), d.h., das Gleichungssystem geht in sich selbst 
über. Daher bleiben auch die Wurzeln EZ, ungeändert, so daß wir haben: 


E; k + =) = E‚(k). (55, 10) 


Somit ist die Energie tatsächlich eine periodische Funktion von k und kann 
folglich durch eine Foukregreihe dargestellt werden: 


+ 
E, (k) = 2 Eım cos(mak), (55, 11) 


worin die Koeffizienten E,, nur von der Form der potentiellen Energie U (x), 
d.h. von U, abhängen.!) 


1) Wir habenhiernach den Kosinus entwickelt. Die allgemeine FoURIERreihe enthält 
sowohl Sinus wie Kosinus. Aber aus (55, 7) läßt sich leicht ersehen, daß der Ersatz von k 
durch — k die Koeffizienten der Gleichung (55, 7) nicht ändert. Bei einer solchen Sub- 
stitution gehen sie wieder in sich selbst über. Daher muß Z eine gerade Funktion von k 
sein. 
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Abb. 40 bringt die typischen Kurven für E;(k) tür die beiden ersten Bän- 
der E, und E,. In dem ersten Band ändert sich die Energie vom Minimal- 
wert E, bis zum Maximalwert E}’, in dem zweiten von E3 bis Ey’. Das Energie- 
intervall Z zwischen E’/ und E; wird nicht realisiert und bildet die verbotene 
Zome. Somit besteht das Spektrum aus Abschnitten eines kontinuierlichen 
Spektrums (aus Bändern) von EZ} bis E‘/, von E3 bis Ey usw. In der Regel 
verengen sich die verbotenen Zonen mit zunehmender Bandnummer, bis die 
Bänder für große 5 in ein kontinuierliches Spektrum zusammenfließen. 

Auch die allgemeine Form der Eigenfunktionen istleieht zu erhalten. Jedem 
Eigenwert E = E,(k) entspricht eine bestimmte Lösung des Systems (55, 7). 
Zum gegebenen Wert von E,(k) gehört ein c,(k) mit dem gleichen oder 


IM _2H KH [7 x 2X O2 JA 
a > T k 


Abb.40. Das Energiespektrum und die Energie als Funktion der Wellenzahl % für ein 
sich in einem periodischen Feld bewegendes Elektron 
27 
einem um ein ganzzahliges Vielfaches von —- verschiedenen Wert von k. 


Wollen wir c,(k) alseine ‚einzige Funktion aufeinähen so können wir das mit 
Hilfe der ö- Funktion wie folgt tun: 


ek’) = ce) 8 (x an e). (55, 12) 


N=-0 


Das ist die dem Eigenwert von E,(k) BRSN und in der „p“‘-Darstellung 


(da ki 2) gegebene Lösung. Daraus erhalten wir y in der „z‘‘-Darstellung: 


ah a 
ik’z + 23 ik’z 

ya) = [| Grlkr) 2 = DRIGEN, E+ -#) ur. 
y2r n=-co y2r 


Führen wir die Integration über &’ durch, so ergibt sich 


(55, 13) 


ey (e+ 2°) 


Yjr(z) = 23 „ | Y2r 
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Ziehen wir ei*= vor das Summenzeichen, so bekommen wir 


yjr(z) = et? uj.(e), (55, 14) 
worin %;,(x) eine periodische Funktion von x mit der Periode a ist: 
uUxlz + a) = ux(®). (55, 15) 


In der Gleichung (55, 14) ist y,.(x) die Eigenfunktion des Energieoperators in 
der „x-Darstellung, bezogen auf den Eigenwert E,(k), d.h. auf das j-Band, 
und die Wellenzahl gleich k. Sie stellt eine ebene Welle (e!**) dar, die mit der 
Periode der potentiellen Energie moduliert ist. In Abb. 39 ist der Realteil 
einer solchen Funktion dargestellt (gestrichelte Kurve). Die Punkte auf der 
x-Achse bezeichnen die Lage der Atomkerne [die Pole der Funktion U (x)]. 
In der Nähe dieser Punkte nähern sich die Funktionen y;,(x) denen für iso- 
lierte Atome. 

Aus der Lösung von (55, 13) geht unmittelbar hervor, daß die Zustände 
mit einem bestimmten Energiewert (AE? = 0) (wie stets bei Vorhandensein 
eines Feldes) Zustände mit unbestimmtem Impulswert p sind. Und zwar sind 
im Zustand mit der Energie Z;(k) die Impulswerte 


2 
2 (v4 2ER), ER ER (55, 16) 
mit der Wahrscheinlichkeit 
ek fe =) 


fürp,„=h (# -- =) möglich. Der Mittelwert 5 des Impulses ist im Zu- 


(55, 17) 


I 


stand y;, im allgemeinen nicht gleich Null. 

Wir wollen jetzt einen Satz für die Bewegung einer Wellengruppe in einem 
periodischen Feld beweisen, ähnlich dem Satz von der Bewegung einer 
Wellengruppe bei fehlendem Feld ($ 7). Die Zeitabhängigkeit der Funk- 
tionen y;,(z) als Darstellung stationärer Zustände wird harmonisch mit der 


Frequenz w = a sein: 


_.Eitt 
vazt)=yul)e * . (55, 18) 
Wir bilden aus diesen Zuständen eine Gruppe, wobei wir uns auf Funktionen 
beschränken, die einem bestimmten Band (j) angehören. Unter dieser Voraus- 
setzung lassen wir den Index j ganz weg. 

Nach der Definition einer Gruppe haben wir 


k+4k 
y(z,1)= [ c(k) etz-e0 „,(z).dk, (55, 19) 
k-4k 


worin Ak ein kleines Intervell ist. Wir setzen voraus: 
k=kn+d, ok) = a) + Sr), ge 
211 


vII. DIE THEORIE DER BEWEGUNG VON PARTIKELN 


und betrachten c(k) und sv, (x) alssich (im Bereich k, + Ak) langsam ändernde 
Funktionen von k. Dann erhalten wir an Stelle von (55, 19) 


4k 
do 


vlt) = c(k,) u(a) elker-enn ac ec (55, 19") 


Die vor dem Integralzeichen stehenden Faktoren sind schnell veränderliche 
Funktionen von x und t. Das Integral über. ö dagegen ändert sich langsam, 
wenn Akklein ist. Daher kann dieses Integral ebenso, wie wir das im $7 taten, 
als Amplitude der Gruppe y(z, t) angesehen werden. 

Wenn wir die Überlegungen des $7 wiederholen, so finden wir, daß das 
Amplitudenmaximum (das „Gruppenzentrum‘‘) sich mit einer Gruppen- 


geschwindigkeit Ei (de ) A (5 > (55, 20) 
o h\ dk 5% ’ 


fortbewegt. Daraus folgt für den mittleren Impuls der Gruppe 


EBEN 3 a 
u nn ( iR (55, 21) 


Unter Verwendung des Ausdrucks für E aus (55, 11) können wir für den mitt- 
leren Impuls in einer Gruppe von Zuständen des j-Bandes bei = k 
schreiben: 


5= #2 5 B;„msin (mak). (55, 22) 
hm<ı 


Daraus ist zu ersehen, daß der mittlere Impuls ?P an der Bandkante 
k=+ Sn gleich Null ist. Man kann sich aus der Form der Funktionen 
Yjr(x) in (55, 14) leicht unmittelbar davon überzeugen, daß man es in diesen 
Fällen mit stehenden modulierten Wellen zu tun hat. Für Wertek & — ist 


der mittlere Impuls im allgemeinen nicht Null. Folglich sind in einem peri- 
odischen Feld Zustände mit einer bestimmten Energie im allgemeinen solche, 
deren mittlerer Impuls nicht Null ist. 

Beschränkt man sich in der Reihe (55, 11) auf die beiden ersten Glieder 
(m = 0 und m = |), so erhält man 


Ej(k) = E;, + E;j, cos (ka). (55, 11’) 


Im Bandmittelpunkt (bei k=0, siehe Abb. 40) kann man (55, 11’) nach 
Potenzen von k entwickeln und findet dann 


k2a? 
Ej(k)=E;,+ E; (1 + ). (55, 11”) 
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Für die freie Bewegung ist die Energie gleich 


h2k? Uli 
E,= const + (55, 11°”) 
2u 
(s. $ 7). Daher kann (55, 11’') auf folgende Form gebracht werden: 
h2k2 
Ej(k) = const + Sur’ (55, 23) 
worin u* die sogenannte effektive Masse ist. Dabei gilt 
1 E;,® _ 1 /d2E;(k) 
er ee ar I 100, 
Dementsprechend ist der Impuls 
= mhk, (55, 25) 


d. h., er unterscheidet sich vom Impuls des freien Teilchens durch den Koeffi- 
zienten — ä . In ähnlicher Weise können wir die Energie auch an den Bänder- 
grenzen \ =H+ =) darstellen. Wir nehmen z. B. die Umgebung des Punktes 


k=+  und.setzen k= z — £. Dann ist 


cos (ak) = cos (rn — Ea) = — cos (£a). 
In diesem Gebiet ist 


21% 
E;(k)=E;, —E£E; (1 - = +); 
d.h,, 
= ont +, 8-2 —ı (55, 23°) 
B; 2urr x* ’ a , y 


worin u** die effektive Masse an der Bandkante bedeutet. Aus (55, 24) folgt, 
daß wer= — u* 

d. h., die effektiven Massen in der Bandmitte und an der Bandkante besitzen 
entgegengesetzte Vorzeichen. 

Die in diesem Abschnitt bewiesenen Sätze haben hervorragende Bedeutung 
in der modernen Theorie der Metalle.!) Da wir nicht in der Lage sind, auf die 
Details dieser gegenwärtig sehr umfassenden Theorie einzugehen, beschränken 
wir uns auf ganz knappe Bemerkungen.?) Der Satz von der Bewegung einer 


1) Wir müßten diese Sätze auf drei Dimensionen verallgemeinern. Aber diese Verall- 
gemeinerung versteht sich von selbst: Sie läuft einfach auf eine Vergrößerung der Zahl 
der Variablen hinaus (z, y, z statt zund k,, k,,'k, statt %), und alle Sätze bleiben gültig. 

2) Eingehend ist die moderne Metalltheorie dargestellt in [5]. 
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VII. DIE THEORIE DER BEWEGUNG VON PABTIKELN 


Gruppe im periodischen Feld zeigt, daß sich das Elektron in einem peri- 
odischen Feld mit einem unveränderlichen mittleren Impuls bewegt, der im 
allgemeinen von Null verschieden ist (das wurde erstmals von BLocH 1927 
gezeigt). Daher kann der ohmsche Widerstand eines Metalls nur dadurch 
hervorgerufen sein, daß das wirkliche Metall kein Medium mit einem idealen 
periodischen Fekl darstellt. Die Abweichung von der strengen Periodizität 
des Feldes führt zu einer Dispersion der Elektronenwellen [y;,(x)] und zur 
Änderung des mittleren Impulses 7;, des Elektrons, wodurch der ohmsche 
Widerstand. hervorgerufen wird. Diese Abweichungen von der Periodizität 
sind durch zwei Ursachen bedingt: 1. durch die Wärmeschwingungen der 
Metallatome und 2. dadurch, daß fremdartige Einschlüsse im Kristall vor- 
handen sind. Bei Abkühlung verringert sich die Amplitude der Atomschwin- 
gungen und damit auch die Dispersion der Elektronenwellen, und es fällt 
somit der Wert des Widerstandes. In einem sauber hergestellten Kristall 
kann die zweite Ursache nur eine geringe Rolle spielen, daher wird der Wider- 
stand des Metalls bei fallender Temperatur Null (oder sehr klein) werden.!) 
Nach der klassischen Theorie hätte er steigen müssen („Einfrieren des 
Elektronengases‘“‘). 

Die auf Grund dieser qualitativen Vorstellung aufgebaute quantitative 
Theorie des ohmschen Widerstandes der Metalle führt zu guten Überein- 
stimmungen mit den Experimenten (siehe Fußnote 2 auf S. 213). 

Wir wollen hier noch einen interessanten Umstand vermerken. Obwohl 
die Versuche ToLmAns zweifellos feststellten, daß die Leitfähigkeit der 
Metalle durch die Elektronenbewegung bedingt ist, stellte es sibh heraus, daB 
bei einigen Metallen das Vorzeichen des Haureffekts so war, als wäre die Leit- 
fähigkeit durch positiv geladene Teilchen verursacht. Diese Anomalie läßt 
sich vom Standpunkt der Quantenmechanik erklären. Man kann zeigen, daß 
bei einer metallischen Leitfähigkeit, verursacht durch Elektronen an der 
Bandkante, diese sich so verhalten, als wären keine Elektronen, sondern 
positiv geladene Teilchen vorhanden. 

Wir stellen uns vor, auf ein an der Bandkante befindliches Elektron wirkt 
ein elektrisches Feld €. Die auf das Elektron wirkende Kraft ist gleich e€. 
Diese Kraft hat eine Änderung des mittleren Impulses zur Folge, die nach 
dem EHBEnFESTschen Satz 


dp 
Gen e|€| 
ist. 

Nach (65, 21) erhalten wir 


le _u EB dk 
h dk di 


h dk 


u 


ı) Dabei meinen wir nicht die „Supraleitfähigkeit‘, die einen scharfen, sprunghaften 
Abfall des Widerstandes mancher Metalle bis aufNull zeigt und bisher keine genügende 
theoretische Erklärung erhalten hat. 
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%55. DIE BEWEGUNG EINES ELEKTRBONS IN EINEM PERIODISCHEN FELD 


Andererseits ist die in einer Sekunde vom Feld geleistete Arbeit 


dE dE dk 1 dE 
za a ART Te 
Daraus folgt 
d& _ elel 
di Äh 
Berücksichtigen wir, daß nach (55, 23’) gilt: 
d’E d?E h? 
ae T ar wer 
so erhalten wir 
ap _ [a 
dt =e [El u** (55, 26) 


In der Regelist u* positiv. (Das sieht man schon daran, daß mit Verringerung 
des periodischen Feldes [U — 0], d.h. beim Übergang zur freien Bewegung, 
u* — u wird.) Aber aus (55, 25) folgt, daß „* = — u* <0. 

Folglich bewegt sich nach (55,26) ein an der Bandkante befindliches 
Elektron so, als ob es eine Ladung 


‚_,_M 
% her. 


mit zu e entgegengesetztem ‚Vorzeichen hätte (da = = 0): 
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IX. Die Bewegung einer geladenen Partikel 


in einem elektromagnetischen Feld 


8 56. Das allgemeine elektromagnetische Feld 


Wir untersuchen jetzt die Bewegung von Teilchen mit der Ladung e und der 
Masse 4 in einem beliebigen elektromagnetischen Feld. Die elektrische 
Feldstärke sei €, die magnetische 9. Wir drücken diese Feldstärken durch 
das skalare Potential V und das Vektorpotential X aus: 


1 04 
9 = rot. (56, 2) 
Der ER für diesen Fall ist im $27 ae und gleich (27, 9): 
ihe 
Br ir - MW) +z (66, 3) 


worin U die Kräftefunktion ist: Sie wird dann Mm wenn außer den 
elektromagnetischen Kräften noch andere wirksam sind. 

Wir werden jetzt nicht nach stationären Zuständen suchen, da solche in 
einem allgemeinen elektromagnetischen Feld nicht immer existieren. Wir 
wollen lediglich die Bewegungsgleichungen aufstellen und werden aus ihnen 
einige allgemeine Schlußfolgerungen ziehen. 

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen können wir uns auf die im 
832 behandelte allgemeine Theorie stützen. Nach (32, 2) und (32, 2’) läuft 
die Frage auf die Berechnung der Poıssonklammern für die Koordinaten x, 
y, z unddie Impulse p,, p,, p, hinaus, wobei unter dem MAamILTonoperator H 
der Operator (56, 3) zu verstehen ist.!) dz /(dy da 

Wir berechnen zuerst den Operator der Geschwindigkeit 77 > 
lassen sich dann analog ermitteln). Wir haben de’ dt 


dx 


1 e 
a # = 23. P* x) — 077 [Ap, x]. (56, 4) 


1) Die weitere Berechnung ist analog der im Anhang VI behandelten klassischen Be- 
rechnung. 
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866. DAS ALLGEMEINE ELEKTROMAGNETISCHE FELD 


Die erste Klammer haben wir bereits berechnet (32,5), sie ist gleich Pr 
[siehe (32, 5, 6, 7, 8)]. Für die zweite haben wir ie 


1 
[Ab, x] = [A,P:: x) = TR (xA,P: = A,P: x) 


; (56, 5) 
= —[#*4,P, — A,(xp, -ih)]) = 
Folglich ist 
dx 1 e dy _ a. e ’ 
u ann 44); 
(56, 6) 


Diese Operatorengleichungen stimmen genau mit der zweiten Gruppe der 
klassischen Hamrttonschen Gleichungen überein (siehe Anhang VI, 
Formel 10’), wenn man p als Größe und nicht als Operator auffaßt. 

Die erste Gruppe dieser Gleichungen wird auf einem etwas komplizierteren 
Weg gewonnen. Wir berechnen 


“p: 


=[H, pP.) = 7 -—, a, P:] te 3, dir 4, P;] + 
(56, 7) 


+ [42, p))+[leV + U, p.]. 


3 


Nun berechnen wir alle diese Klammern, indem wir bei der letzten beginnen: 


oV ou 
U Zielen ao 
[eV + ‚P:] e dx ox ’ 
e? e 04: 
ET 
2uc? LAF, pr] 2ud dx 
el, 94, 4, 4, 
7; (4. = az 
| _ she 9 div 2 
‚PT Tue Oz 


ihe (0A, _ 9A, | 8A, 
 2uc \ 92% dydx 3205) 


e (OA, 04, OA, 
ri) P.! = le x "pP, + dx ——!p, + 9x Zr) 
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IX. BEWEGUNG GELADENER PARTIKEL IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD 


Folglich ist 


dp,_ 8U 87  e (84, e 
Z Tau aaa 7 le Pe fs Es 
OA, «( e OA, e ihe IdivA ’ 
ru (ern 2u)4 0x (m 4 .)  Buc On 


Um den Differentialquotienten nicht des verallgemeinerten, sondern des 
gewöhnlichen Impulses zu erhalten, der nach (56, 6) 


dx e 


—— ee | 
[ dt P: ce ® (56, 10) 


#_ subtrahieren. Zu diesem Zweck berechnen 


ist, muß man von (56, 9) = 
.e dA R z 
wir — 2, Wir haben 
c di 
e dA, e 04 


u 
Te tr-A. (86, 11) 


Setzen wir hier H aus (56, 3) ein, so finden wir 


e e e? 
—i{H, A, — 1] == Pride 4,]- (56, 12) 
Nun rechnen wir diese Klammern aus: 
0A OA, 0A, 
2 = = 
[p, A) =2 (32 P: + Er —— DB + EP en ıh v?A,, (56, 13) 
MD, A]= A,e 4 2,0 + 4, SE. (56, 14) 


Daraus erhalten wir 


e dA, e 0A, 0A, e 04 e 
FE a er oe (pr - 24) 


0A, e ihe _, (66, 15) 
+ 2 (r. ce .) ae 2uc V 4, 
Subtrahieren wir jetzt — — An (56, 15) von ——= u. —— (56, 9), so finden wir 
d/[ _e Br 1094, on, 
FR er u) Baer 7° e(; PT 3) 


e /dA, 094, e e (8A, 94, 
+ 32 -) (m -24)-(e 55) WR 


e ihe ; 9divA 
x (m - 44.) + a (v4, - ar ) 


556. DAB ALLGEMEINE ELEKTROMAGNETISCHE FELD 


av 04, 94A,_,n 94, 94, _ 
Zune zB 
odiva_ 9 (04, _9A\__9 (04 _84,\__ u 
Od ya E\ae ga, min 


Berücksichtigen wir noch (56, 10), so erhalten wir aus (56, 16): 


V2A, 23 


d’x uU e dy dz the 
GE Dee a ar = A, a 
s een dy dz . i e 
Die Geschwindigkeitsoperatoren 77 und 4 sind mit dem Feld $ nicht ver- 


tauschbar (wenn es nicht homogen ist). Es ist daher besser, (56, 17) symme- 
trisch zu machen: 


d 1 R e 1 e ih OH, 
H,I = A zz 24) = (er = 4) H, 5 


” dt u € e uw 0y 
dz 1 e = e ih OH, 
Er Sri (p = 24 = „(Pr A 


Daraus folgt, daß 


RA ln tg - ne | + 


"di ’dı vd de 2u 
(56, 18) 
Setzen wir (56, 18) in (56, 17) ein, so bekommen wir 
d?x ou dy dz ds 
a Far Pr a 7 + an Bra re 
(56, 19) 


Der Ausdruck 


e dy dz dz 
= —- !IH,—- —— Reis 

Be css 2c (2.5 ut Fa) - (2, Früee A.) 
ist als der Operator der LoRENTzkraft zu betrachten, die im Feld E, 9 auf das 
Teilchen mit der Ladung e wirkt. Der klassische Ausdruck für die LOBENTZ- 
kraft hat die Form 


Die beiden anderen Gleichungen für die y- und z-Komponenten ergeben sich 
durch zyklische Vertauschung von z, y, 2. 

Gehen wir von der Operatorengleichung (56, 19) zur Gleichung für die 
Mittelwerte über, wozu wir (56, 19) von links mit y*(z, y, z, t) und von rechte 
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IX.BEWEGUNG GELADENER PARTIKEL IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD 


mit y(x, y,2,t) multiplizieren und über den ganzen Raum integrieren, so 
erhalten wir den EHRENFESTschen Satz für die Bewegung im elektromagne- 
tischen Feld: 


d?x Dr a d d ds ds 
ehe Be | er AR ee 
Rage re ) +7 )} 
(56, 21) 
Diese Gleichung ist analog der klassischen NewTonxschen Gleichung 
d!x oU e dy dz ; 
air Teer 77 HB tage  Brapl- 022) 


Wir untersuchen nun den Spezialfall der Bewegung in einem homogenen 
elektrischen und magnetischen Feld. In diesem Falle sind € und 9 nicht von 
den en abhängig und sind daher mit den Operatoren no . 
Fr vertauschbar. Daher erhalten wir an Stelle von (56, 21) für homogene 
Felder LE e | 


dä dz 
Be: Er Al 56, 
ar — HV ar (56, 22) 


und 


z,y, zsind die Koordinaten des Mittelpunkts des Wellenpakets. 

Ein Vergleich mit (56, 21’) zeigt, daß sich der Mittelpunkt des Wellen- 
pakets im homogenen elektromagnetischen Feld nach den Gesetzen der 
klassischen Mechanik wie ein Teilchen mit der Ladung e und der Masse u 
bewegt. 

Bei fehlendem Magnetfeld erhalten wir an Stelle von (56, 22) 

d?x 


_  eE 
Rap — eE = z 


PH + (56, 23) 


d.h., der Mittelpunkt des Wellenpakets bewegt sich gleichförmig beschleunigt. 
Wir bemerken, daß es in einem homogenen elektrischen Feld keine statio- 
nären Lösungen gibt (die entsprechenden Wellenfunktionen werden be- 
züglich der Feldrichtung E, bei x = + co unendlich). Denn nach (56, 23) 
muß das Zentrum des Wellenpakets für € = oo im Unendlichen liegen: Das 
Feld „bläst‘‘ die Teilchen in die Richtung fallenden Potentials. 

In einem Magnetfeld existieren stationäre Lösungen (siehe $ 57). Sie exi- 
stieren auch bei gleichzeitigem Bestehen eines elektrischen und eines ma- 
gnetischen Feldes, aber nur, wenn die Felder senkrecht zueinander verlaufen. 


Wenn man an Stelle von X und V neue Potentiale, X’ und V’, einführt, die mit den 
früheren durch die Formeln 


V=-A+VS, (56, 24) 
10 : 

u are 56, 25 

ce 6 we 
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856. DAS ALLGEMEINE ELEKTROMAGNETISCHE FELD 


verbunden sind und worin f eine beliebige Funktion der Koordinaten und der Zeit 
bedeutet, so folgt aus (56, 1) und (56, 2), daß die Potentiale X’ und V’ das gleiche Feld 
wie W und V beschreiben. Denn es gilt 

1 9% 109 1 of 


en re er Be 9: DENE 
2 Zr c zur RT €, 


9 =rtW =HH+rot(Vf)=$. 


Für die Potentiale WX, Y besteht also noch wegen der Transformation (56, 24) (56, 25) 
eine gewisse Willkür. Nun sind aber diese Potentiale in dem Hamittonoperator H 
enthalten. Es könnte daher scheinen, als hingen die physikalischen Schlüsse von der 
Willkür bei der Wahl von X und V ab. Die physikalischen Schlüsse hängen aber ledig- 
lich vom Feld €, $ und nicht von den Potentialen X, V ab. So enthält z. B. die Bewegungs- 
gleichung (56, 21) nur die Feldstärken und nicht die Potentiale. Das ist ein Beispiel, das 
die Richtigkeit der angeführten Behauptung belegt. 

Wir überlassen es dem Leser, durch direkte Substitution zu zeigen, daß man bei ge- 
fundener Lösung der SchröDIngergleichung 


[7] 
ih—- =Hy, (56, 26) 
worin H der HamıLTonoperator (56, 3) ist, die Lösung y’:der ScHRöDINGERgleichung 
ik—— =H'y‘, (56, 26) 


worin H’ sich von H durch Ersetzen von X und Y durch X’ und V’ nach den Formeln 
(56, 24) und (56, 25) unterscheidet, aus y nach der Formel 


y = yer° (56, 27) 
erhält. Da f eine reelle Funktion ist, so ist 


v?=|yB (56, 28) 


RR. yet yy) Wr N. *_y8 ee von 

un TE. 5 al al 2 1 id rn A ala Fl Hl ei 
Mr z (56, 29) 
(a vr ver ren) 


Das heißt, die Wahrscheinlichkeit für den Ort des Teilchens und die Stromdichte 
bleiben bei der Transformation der Potentiale nach (56, 24) und (56, 25), die das elektro- 
magnetische Feld unverändert läßt, ebenfalls unverändert. In ähnlicher Weise bleiben 
auch die anderen physikalischen Größen die gleichen. 

Diese Eigenschaft der ScHRöDIngErgleichung heißt Eichinvarianz.!) 


ı) Die gleiche Eigenschaft besitzen die klassischen Hamıttonschen Gleichungen 
(siehe Anhang VI). 
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IX. BEWEGUNG GELADENER PARTIKEL IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD 


8 57. Die Bewegung eines geladenen freien Teilchens 
in einem homogenen Magnetfeld 


Wir legen die z-Achse in Richtung des Magnetfelds. Dann sind die Feld- 
komponenten H,=H,=0,H,=H. 
Das Vektorpotential X wählen wir in der Form 


4A,=-Hy, 4,=4=0. (57,1) 


Wir erhalten dann aus der folgenden Gleichung (57, 2) das erforderliche Feld 
(was auch die Wahl von X rechtfertigt): 


H,=0, H,=0, 


% _ 
dy =H. (57, 2) 


Andere Felder setzen wir nicht voraus (U = 0, V = 0), daher lautet nach 
(56, 3) die SCHRÖDINGERgleichung für stationäre Zustände 


h? ihe Oy e 
a U ig dr IB 
TA Dur ee Ey. (57, 3) 
In dieser Gleichung können wir die Variablen sofort separieren, wenn wir 
vr, y, 2) = el +Pao(y) (57, 4) 


setzen, worin « und ß beliebige Konstanten sind. 
Setzen wir (57, 4) in (57, 3) ein, so finden wir die Gleichung für die Funk- 


tion p(y): 
Re d3p h2a2 h2ß? 
re er 


Diese Gleichung läßt sich leicht Br die Oszillatorgleichung zurückführen. 
Dazu setzen wir 


‚, hac 
A er (57, 6) 
eH h 
= eo’ (57, 6’) 
h2B? m 
e= E > 2u . (57, 6 ) 


Dann erhalten wir nach einfachen Umformungen an Stelle der vorhergehen- 
den Gleichung folgende: 


BR. Rp uw; eu 


Das ist aber die Gleichung für den Oszillator mit der Masse # und der Fre- 
quenz w, [siehe (47, 3)]. 
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$57. BEWEGUNG EINES GELADENEN FREIEN TEILCHENS IM MAGNETFELD 


Daraus können wir auf Grund der bekannten Lösungen für den Oszillator 
sofort die Lösungen hinschreiben, die wir brauchen: 
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Gnly)=eT Hu), 6,9) 
eg ]/# 2, u vo ( vi) (57,9) 
BE 3); n=0,1,2,... (57, 10) 


Folglich sind die Eigenfunktionen des Teilchens im Feld 
gs 


Ynap(% y, z) = ellar+ßz)e 2 H„(£), (87, 1l) 
und die Energieniveaus werden durch die Formel 
ehH 1 h2ß2 
E,9 = rl + 3) a (57, 12) 


bestimmt, worinn =0,1,2,... 
Das letzte Glied ist nichts anderes als die kinetische Energie der Bewegung 
längs der z-Achse (längs des Feldes), der erste Teil aber 


2,0) = 42 (n+ 3) (67, 12) 


stellt die Bewegungsenergie in der zum Magnetfeld senkrechten Ebene x, y 
dar. Diese Energie läßt sich als potentielle Energie eines Stromes auffassen, 
der das magnetische Moment Wim Magnetfeld 9 = (0, 0, H) besitzt. Und zwar 
setzen wir 

E,0)= —- MS)= —- MA =M;(2r +1)H. (57, 13) 


Wir sehen aus dieser Formel, daß die Projektion M, des magnetischen Mo- 
ments auf die Richtung des Magnetfeldes ein ganzzahliges Vielfaches des 
BonHsschen Magnetons M, ist. 

Die erhaltene Quantelung der Energie des sich im Magnetfeld bewegenden 
freien Teilchens ist eine wichtige Folgerung der Quantenmechanik; denn sie 
führt zum Vorhandensein des Diamagnetismus im Elektronengas, während 
nach der klassischen Theorie beim Elektronengas diamagnetische Eigen- 
schaften fehlen sollten.!) 

Die Eigenfunktionen (57, 11) entsprechen dem klassischen Bewegungs- 
gesetz in einem Magnetfeld, und zwar haben wir nach der klassischen Theorie 
eine Kreisbewegung in der Ebene z, y, mit der Frequenz w, (gerade dieser 
Teil der Energie wird gequantelt) und eine freie Bewegung längs der z-Achse.?) 


3) Siehe z.B. [5], ferner [6], worin die Theorie von LanDav erläutert wird. 
3) Siehe Anhang X, in dem eine entsprechende Berechnung nach der klassischen 
Mechanik angeführt ist. 
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1X. BEWEGUNG GELADENER PARTIKELIMELEKTROMAGNETISCHEN FELD 


Die Wellenfunktion (57,11) bedeutet, daß der verallgemeinerte Impuls 
längs der x-Achse p! =Ax und längs der z-Achse pl = hf ist. Längs der 
y-Achse haben wir eine harmonische Bewegung mit der Frequenz w, um 
23 
eH 
in Richtung der x-Achse ebenfalls konstant. Das widerspricht nicht der Tat- 
sache, daß längs der x-Achse ebenfalls eine harmonische Schwingung um 


die Gleichgewichtslage y, = . Nach der klassischen Theorie ist der Impuls 


eine Gleichgewichtslage x, stattfindet, da p, = ur, + = A, und nicht gleich 
v, ist. 
” Der verallgemeinerte Impuls »°% bestimmt die Gleichgewichtslage y,. Da- 
her hängt die Bewegungsenergie E,(ß) von ihm nicht ab. 
Der Umstand, daß die quantenmechanische Lösung scheinbar eine har- 
monische Bewegung nur längs der y-Achse ergibt, während die klassische 
Kreisbewegung eine harmonische Schwingung (mit einem Phasenunter- 


schied 5 sowohl längs der y- wie längs der x-Achse bedeutet, hängt damit 


zusammen, daß die Wellenfunktion y,„., (2, Y, 2) (57, 11) einen Zustand mit 
einer unbestimmten Gleichgewichtslage x, für die Schwingungen längs der 
x-Achse beschreibt. 

Da die Energie E,„(ß) nicht von « abhängt, haben wir eine unendlich hohe 
Entartung, die verschiedenen möglichen Gleichgewichtslagen x, entspricht. 
Zur Energie E,(ß) gehören daher nicht nur die von uns gefundenen Lösungen 
Y„as, sondern sämtliche Wellenfunktionen der Form 

+ T- ® 
Yus(%, % 2) = [et)eitez+P2) e ? H„(E)d«, 


—o 


worin c(«) eine beliebige Funktion von « ist. 
Man kann z.B. c(&) so wählen, daß die Lösung y,, einer bestimmten 
Gleichgewichtslage x, auf der x-Achse entspricht. 
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X. Der Eigendrehimpuls und das magnetische Moment 
des Elektrons (der Spin) 


$ 58. Die experimentellen Beweise für die Existenz des Elektronenspins 


Die oben dargelegte Theorie über die Bewegung eines geladenen Teilchens in 
einem Magnetfeld ist bei weitem nicht vollständig. Es handelt sich darum, 
daß neben dem Bahndrehimpuls und dem magnetischen Moment, die durch 
die Bewegung etwa des Schwerpunkts des Elektrons gebildet werden, dem 
Elektron ein eigenes mechanisches und magnetisches Moment zugeschrieben 
werden muß, so, als wäre es kein materieller Punkt, sondern ein geladener 
rotierender Kreisel.t!) Dieses mechanische Drehimpulsmoment und dieses 
magnetische Moment werden Spinmomente genannt (zum Unterschied von 
dem durch den Schwerpunkt des Elektrons erzeugten mechanischen und 
magnetischen Moment, die wir jetzt als Bahnmomente bezeichnen werden). 
Die Erscheinung selbst wird als der Spin des Elektrons bezeichnet?) 

Wir werden nun kurz die experimentellen Tatsachen anführen, aus denen 
die Existenz des Elektronspins hervorgeht.3) Einer der einfachsten und direk- 
ten Beweise der Existenz des Elektronspins ergibt sich aus den Versuchen 
von STERN und GERLACH über die räumliche Quantelung ($ 3). STERN und 
GERLACH beobachteten die Aufspaltung eines Materiestrahls aus Wasserstoff- 
atomen, die sich mit Bestimmtheit im s-Zustand befanden, in zwei Teile. In 
diesem Zustand sind das mechanische und mit ihm das magnetische Moment 
gleich Null. Die Tatsache der Ablenkung des Strahles im Magnetfeld bedeutet 
jedoch, daß diese Atome im s-Zustand ein magnetisches Moment besitzen. 

Die Aufspaltung in nur zwei Strahlen zeigt, daß die Komponente dieses 
magnetischen Momentes nur zwei Werte annehmen kann. Die Meßergebnisse 
zeigen, daß die absolute Größe dieser Komponente gleich dem BoHrschen 
Magneton M, ist. Somit besteht im s-Zustand eines Atoms, das nur ein 
Elektron besitzt, ein magnetisches Moment M, dessen Komponente in Rich- 
tung des Magnetfeldes nur zwei Werte + M, annimmt. 


1) Die Theorie des rotierenden Elektrons wurde im Rahmen der klassischen Theorie 
erstmals von FRENKEL entwickelt, siehe [23]. 

2) Vom englischen Zeitwort to spin, sich drehen (eine Spindel). 

3) Eine eingehende Behandlung dieser Tatsachen findet der Leser in [59]. 
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Die Existenz dieses magnetischen Moments in einem Zustand, in dem ein 
Bahnmoment mit Sicherheit fehlt, läßt sich erklären, wenn man dieses 
Moment dem Elektron selbst zuschreibt. Diese Annahme stützt sich außer- 
dem noch auf folgende wichtige Umstände. Selbst die Spektrallinien jener 
Atome, die nur ein Leuchtelektron besitzen, erweisen sich als viel kompli- 
zierter, als das aus der oben dargelegten Theorie der Bewegung des Elektrons 
ineinem Zentralfeld hervorgeht. Sobeobachtetmanz. B.im Na-Atom an Stelle 
einer Spektrallinie (a) (Abb. 41), die dem Übergang 2p—1s entspricht, 
zwei sehr nahestehende Linien (b, c), die aus zwei nahen Niveaus hervor- 
gehen. Das ist das sogenannte Na-Dublett (die Linien 5895,93 Ä und 5889,95 A). 

Der p-Term des Na muß somit als aus 


2D 2pt zwei benachbarten Niveaus bestehend be- 
| trachtet werden. Eine ähnliche Struktur 

der Spektrallinien wird auch bei anderen 

a dic Atomen beobachtet und trägt die Bezeich- 


nung Multipletistruktur der Spektren. 
Die Theorie der Elektronenbewegung 


15 75 \ im Zentralfeld zeigt, daß der 2p-Term 
Abb.41. Die Multiplettstruktur (n = 2, | = 1) aus drei zusammenfallen- 
des 2p-Niveaus. den Niveaus (m = 0, + 1) besteht, 

Die Übergänge (b) und (c) bilden keineswegs aber aus zwei eng benach- 
zwei enge Linien (ein Dublett) barten. Die Aufspaltung der drei Niveaus 


kann nur bei Anlegen eines Feldes vor 
sich gehen, das Dublett (b, c) wird aber auch bei fehlendem äußeren Feld 
beobachtet. 

Die Annahme, das Elektron besitze das magnetische Eigenmoment M „, er- 
möglicht sofort die Erklärung für die Dublettaufspaltung der Terme ein- 
wertiger Atome. Im Atom bestehen in allen Zuständen (92,d,...) mit Aus- 
nahme des Zustands s, in dem das Bahnmoment gleich Null ist, elektrische 
Ströme (vgl. $ 53). Diese Ströme bilden ein inneres Magnetfeld. Je nach der 
Orientierung des Spin-Magnetmoments (in Richtung dieses Feldes oder ent- 
gegengesetzt) entstehen zwei Zustände mit etwas verschiedenen Energien, 
so daß jedes der Niveaus p,d,... in zwei nahestehende Niveaus aufspaltet 
(siehe $ 62). 

Wie wir sehen werden, verlangt auch die Aufspaltung der Spektrallinien 
von Atomen im Magnetfeld (ZEEMAN-Effekt, $ 74) die Annahme der Existenz 
des Elektronspins und kann nur auf dieser Basis erklärt werden. 

Wir betrachten jetzt das mechanische Eigendrehimpulsmoment des Elek- 
trons, das wir mit 3 bezeichnen. Würde die Komponente 8, dieses Moments 
auf eine beliebige z-Richtung durch ein ganzes Vielfaches der PLanckschen 
Konstanten m,k bestimmt sein (wie das für das Bahnmoment zutrifft), so 
müßte man mindestens drei Orientierungen des Spins m, = 0, + l erwarten. 
In Wirklichkeit zeigen aber das erwähnte Versuchsergebnis von STERN und 
GERLACH und die Dublettstruktur der p-, d- -.- Niveaus, daß nur zwei Orien- 
tierungen des Spins möglich sind. Diese Tatsachen führten die holländischen 
Physiker UHLENBECK und GOUDSMIT zur Annahme, die Komponente des 
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mechanischen Eigenmoments s, des Elektrons in einer beliebigen Richtung be- 
trägt die Hälfte der Pranckschen Konstanten und kann nur zwei Werte an- 
nehmen: 


= +3. (58, 1) 


Entsprechend den Versuchsdaten wird diese Annahme von UHLENBECK und 
GotpsMIT durch die Annahme eines eigenen magnetischen Moments M 
beim Elektron ergänzt, dessen Komponente M, auf eine beliebige Richtung 
auch nur zwei Werte anzunehmen vermag: 
h 
M,=+M,=-+-—. (58, 2) 
uc 
Aus (58, 1) und (58, 2) folgt, daß das Verhältnis des magnetischen Spin- 


moments zum mechanischen Spinmoment gleich — - ist 
1) 
N (58, 3) 


während das Verhältnis der Bahnmomente gleich — e- ist (siehe $ 55). 
u 
Die Existenz des Verhältnisses (58, 3) zwischen dem magnetischen und 
mechanischen Moment wurde bereits 1915 von EINSTEIN und DE Haas 
experimentell bewiesen: Ein ferromagnetischer Kern 1 


(Abb. 42) wird so an einem Faden aufgehängt, daß er sich 14 
um die eigene Achse drehen kann. Ändert man die Rich- «> 
tung des longitudinalen Magnetfeldes 9, so ändert sich 

auch die Magnetisierungsrichtung des Kerns, d. h. sein ma- I 1 


gnetisches Moment M. Da das magnetische Moment dem 
mechanischen Moment proportional ist, 


M= ei rr7 m, (58, 4) 
ag Abb.42. Schema 
so wird sich auch das mechanische Moment m der Elek- des Versuches 
tronen des ganzen Kerns ändern.t) Als Folge davon wird von Einstein 
der Kern rotieren und den Faden tordieren. Aus dieser und DE Hass 


Drehung läßt sich m bestimmen und zugleich damit das 


Verhältnis a überprüfen. Für Elektronen muß dieses Verhältnis negativ 
sein (die Ladung des Elektrons ist — e). Das hat der Versuch auch ergeben. 
Damit wurde gezeigt, daß die Magnetisierung eines kleinen Eisenmagnet- 
stückchens durch die Elektronenbewegung verursacht wird. Aber das Ver- 


hältnis wurde nicht als — Fr ‚sondern als = gefanden. Für die Bahn- 


1) Wir bemerken, daß wir die Formel (58,4) hier nur für die Summe der Momente aller 
Elektronen schreiben. Da sie für jedes Elektron einzeln gilt, wird sie auch für deren Ge- 
samtheit gültig sein. Näheres darüber siehe [56], [59]. 
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bewegung führen sowohl die klassische Theorie wie die Quantentheorie bei 
gleichen allgemeinen Voraussetzungen zu TE Das Versuchsergebnis er- 


schien daher rätselhaft. Nimmt man jedoch an, daß die Magnetisierung nicht 
durch die Bahnbewegung des Elektrons, sondern durch seinen Spin ver- 
ursacht wird, dann muß das Verhältnis A gleich Ar sein, wie es der Ver- 
such auch ergibt. Diese Annahme ermöglichte nicht nur die Erklärung der 
Ergebnisse von EINSTEIN und DE Haas, sondern ergab auch die Grundlagen 
für die moderne Theorie des Ferromagnetismus (siehe $ 130). 

Wir bemerken, daß gegenwärtig die Existenz des Elektronspins als Folge 
der von Dirac entwickelten relativistischen Theorie des Elektrons betrachtet 
wird. Die Darlegung dieser Theorie überschreitet jedoch den Rahmen dieses 
Buches.!) 


8 59. Der Operator des Elektronenspins 


Wir wollen nun die mathematische Formulierung der Hypothese von ÜUHLEN- 
BECK und GOUDSMIT entwickeln. 

Übereinstimmend mit den allgemeinen Grundsätzen der Quantenmechanik 
stellen wir das mechanische Eigenmoment des Elektrons (wir werden der 
Kürze halber einfach Elektronenspin sagen) durch einen linearen selbst- 
adjungierten Operator dar. Wir bezeichnen die Operatoren der Komponenten 
des Spins in Richtung der Koordinatenachsen mit s,, s,, s,. Um die Form 
dieser Operatoren zu bestimmen, verlangen wir, daß sie den gleichen Ver- 
tauschungsregeln folgen wie die Komponenten m, , m, , m,des Bahnmoments.?) 
Setzen wir daher in (25, 5) 8 statt in, so erhalten wir 


8284 — 8,8, —ihs,, 
8,8, — 8,3, =ihs,, (59, 1) 
8,8, — 8,8, =ihs,, 
Die Komponente des Spins in einer beliebigen Richtung kann (nach der 
Ä h 3 E 
Ausgangshypothese) nur zwei Werte| + 3) annehmen. Daher müssen die 
Operatoren s, s,, s, durch zweireihige Matrizen dargestellt werden, da 
1) Siehe Dirac [16]. Dirac hat gezeigt, daß aus der relativistischen Gleichung für die 
Elektronenbewegung sich von selbst ergibt, daß das Elektron ein magnetisches Moment 
(58,2) und ein mechanisches Moment (58, 1) besitzen muß. Damit wird der Hypothese 
ÜBHLENBECKs und GoUDSMITs die theoretische Grundlage gegeben. 


2) Mit Hilfe der Gruppentheorie kann man beweisen, daß die Regeln (59, 1) die einzig 
möglichen sind. Siehe z.B. [45]. 
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eine zweireihige Matrix, auf Diagonalform gebracht, nur zwei Diagonal- 
glieder hat und folglich nur zwei Eigenwerte besitzt. Nehmen wir an: 


0, 8, =—0, (59, 2) 
so können wir sagen, die Operatoren o,, O,, 0,(dieSpinmatrizen) müssen 
zweireihige Matrizen der Form 

bi dıa 1a 


921 pa ba de2 621 022 


sein, die die Eigenwerte + 1 besitzen. Setzen wir (59, 2) in (59, ]) ein und 
2 


o,- ||, o,- (59, 3) 


’ 0, — | 


kürzen durch = ‚so erhalten wir 


0,0, — 0,0, = 2i0,, (59, 4) 
0,0, — 0,0, =2i0,, (59, 4’) 
0,0, — 0,0, = 2in,. (59,4’') 


Mit Rücksicht darauf, daß die Eigenwerte von o,, o,, o, gleich + 1 sind, 
werden die Eigenwerte der Operatoren o?, o,, o? gleich + 1 sein. Folglich 
müssen diese letzteren Matrizen in ihrer Eigendarstellung die Form 


10 10 10 
o= Mr Ru = 59,5 
ae «7 ioı = 20.8 2) 
haben, d. h., sie sind gleich der Einheitsmatrix d 
10 
‘= 2 59, 6 
‘i ( ) 


Die Einheitsmatrix bleibt Einheitsmatrix in jeder Darstellung (siehe $ 40). 
Daher haben die Matrizen o?, o,, o? die Form (59, 5) in jeder möglichen Dar- 
stellung. Untersuchen wir jetzt die Kombination 


2i(0,0, + 0,0,) = 2i0,0, + 0, 2io,. 
Auf Grund von (59, 4) kann sie auf die Form 
(0,0, — 0,0,) 0, + 0,(0,0, — 0,0,) = 0,0,0,— 0,0), + 030, — 0,0,0, 
= 0,0, — 0,0, 
gebracht werden. Wegen o} = d ist 
0,0, = 0,0). 

Folglich gilt 

0,0, = — 0,0,: (£9, 7) 
Man sagt, daß die Matrizen o, und o, antivertauschbar sind. 
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Kombinieren wir (59, 7) mit-(59, 4) und wenden wir die zyklische Vertau- 
schung von 0,, Oy,, ©, an, so finden wir 


0,0, = — 0,0, =i0,, 
0,0, = — 0,0, = i10,, (59, 8) 
0,0, = — 0,0, = i0,. 


Wir wollen jetzt die explizite Form der Matrizen o,, o,, o, finden. Nehmen 
wir an, daß die Matrix o, auf Diagonalform gebracht ist. Da ihre Eigenwerte 
gleich + 1 sind, wird die Diagonalform von o, folgende sein: 


1 0 


59, 9 
2 (59, 9) 


o,-= 


Es läßt sich zeigen, daß in der gleichen Darstellung die beiden Matrizen o,, 
o, die Form 

0-i 
i 0 


R : (59, 9) 


j = 


haben. 
Zum Beweis bilden wir die Produkte 0,0, und o,o,. Nach den Regeln der 
Matrizenmultiplikation ($40) haben wir 


_ 10) Jay as _ Qı Ag 
0,0, = = » 
0—1| |agı @e — Ag] — Ag 
_ | %a| |1 ı _I4ı = aa 
0,0, = = 
Ag] Q| (0 —1 Ay] — Aya 
Aus (59, 8) folgt 
| Fre ENTE | Gi %ia 
— Ay —Apg Agı — App — 4] Aga 
oder 
An tn Mmltr Mm TA: —Agg = Agn 
d.h. 
4,=9 a, =0. 
Daher hat die Matrix o, die Form 
0a 
u (59, 10) 
Ay, 0 
Wir bilden jetzt 
& 0a,| |0 a, 999%, 0 
e : 
95, 0| ja,, O 0 4Ay2Agı 


Vergleichen wir das mit (59, 5), so finden wir, daß a,,a,, = 1. Die Matrix muß 
selbstadjungiert sein, d. h., a,, = afı. Folglich ist |a,,|? = 1. 
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Daraus erhalten wir 


0 era 
0,= eg; (59, 11) 
worin « eine Teelle Zahl ist. 
Auf ähnliche Weise finden wir, daß 
0 eiß 
= s 59, 11’ 
Oo, e-i B 0 ( 9, l ) 


Multiplizieren wir Jetzt @, mit a, und dann o, mit o,und verwerten (59, 8), 
so erhalten wir 


eifa-d) O e-ita-8) O 
0 eia9| [O0 et |’ 
woraus folgt: 
era B)— — e-tfa-B), 


d.h, —-ß= T- Auf diese Weise sind alle Beziehungen bei beliebigem 
Wert von « erfüllt. Wir können also ohne jede Einschränkung «& = (0, 
= -5 setzen. Setzen wir diese Werte in (59, 11) und (59, 11’) ein, so er- 


halten wir (59, 9’). Nach (59, 2) erhalten wir aus (59, 9) und (59, 9’) die Ma- 
trizen der Operatoren s,, s,, s, in der Darstellung, in der s, diagonal ist 


(s,-Darstellung): 
i os ee 2 
2 2 2 
s,= h j ‚y,= R) e ‚s,= h ul’ (59, 12) 
# 2 > 


Wir bemerken, daß die die Matrixelemente der Matrizen o und s bestimmen- 
den Indizes 1 und 2 jetzt (wo die Darstellung gewählt ist) sozusagen eine 
physikalische Bedeutung haben: Der Index 1 bezieht sich auf den ersten 
Eigenwert von s,| + = ‚der Index 2 auf den zweiten (- 2) 

Wir wollen jetzt den Operator des Quadrates des Elektronenspins bilden. 
Aus (59, 2) folgt j 3 10 

2522 58 2 Dip 

$ 8, + 5 + 8 4 h 0 1 


Führen wir die Quantenzahlen m, und /, ein, die den Wert der Spin- 
komponente in einer beliebigen z-Richtung und dementsprechend auch sein 
Quadrat bestimmen, so können wir die Formeln für die Quantelung des Spins 
in Analogie zu den Formeln (51, 9; 51, 10) für das Bahnmoment aufstellen: 


| = Img. (59, 13) 


1 
®=RLW+l,L=5; (59, 14) 
s,,=hm, m=+ n (59, 15) 
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8 60. Die Spinfunktionen 


Wir sehen, daß in der. Quantenmechanik der Zustand des Spins durch zwei 
Größen gekennzeichnet sein muß: den. absoluten Wert |ö| (oder s?) und die 
Komponente des Spins s, in irgendeiner Richtung. Die erste Größe (s?) wird 
für alle Elektronen als gleich vorausgesetzt, es kann daher nur von einer 
Variablen s, gesprochen werden. Zu den drei Variablen, die die Bewegung des 
Elektronenschwerpunkts bestimmen (x, y, z oder p,, ?,, P, usw.) tritt also 
eine weitere Variable s, hinzu, die den Spin des Elektrons bestimmt. Man 
kann daher sagen, daß das Elektron vier Freiheitsgrade besitzt.t) 
Dementsprechend ist die den Zustand des Elektrons bestimmende Wellen- 
funktion y als eine Funktion mit vier Variablen aufzufassen: Drei beziehen 
sich auf den Schwerpunkt des Elektrons, die vierte auf den Spin (s,). In der 
Koordinatendarstellung muß z. B. für das Elektron angesetzt werden: 


y=v(z, y, 2, 8,18). (60, 1) 
h 

Da die Spinvariable nur zwei Werte besitzt | + 3) ‚so können wir sagen, 
daß wir an Stelle einer Funktion zwei erhalten: 
h 

n=v(m Y%; +21) (60, 2) 

h G 

y=yayn zb). (60, 2’) 


Diese Funktionen werden wir mitunter in der Form einer Matrix mit einer 
Spalte schreiben: 


0 
v1 |, (60, 3 
YO 
und die adjugierte Funktion als Matrix mit einer Zeile: 
*,,%* 
Ge Y K22 ' 
pi 0, (60, 3°) 


Diese Fassung ermöglicht uns die Benutzung der Regeln des $ 40 (40, 12). 


!) Die Spinvariablen s,, sy, s, unterscheiden sich von sämtlichen uns bekannten 
Quantengrößen dadurch, daß sie nur zwei Werte annehmen. Das hängt mit der Voraus- 
setzung eines genau bestimmten Wertes für das Gesamtmoment (,®) des Elektrons zu- 
sammen. \ 

Würde man 8? als variabel betrachten, so erhielten wir nicht einen, sondern zwei Frei- 
heitsgrade, wie es bei einem Kreisel auch ist. Man könnte daher annehmen, daß der in 
der modernen Physik untersuchte Elektronspin nur einen der möglichen Rotations- 
zustände des Elektrons ausdrückt (andere Werte für #2 könnten z.B. eine größere Rota- 
tionsenergie fordern). Diese Frage steht vorläufig noch offen. Sie ist von besonderem 
Interesse bezüglich der Mesonen, bei denen ein ganzes „Massenspektrum‘ beobachtet 
wurde. 
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Esist klar,daßdie Wellenfunktionen y, und y,nur indem Fall voneinander 
verschieden sein werden, wo eine tatsächliche Kopplung zwischen dem Spin 
und der Bewegung des Schwerpunkts besteht. Diese Kopplung ist vorhanden 
und stellt die Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Moment des Spins 
und dem Magnetfeld her, das durch die Schwerpunktsbewegung des geladenen 
Elektrons entsteht. Diese Wechselwirkung verursacht die Multiplettstruktur 
der Spektren (siehe $ 58). Ignorieren wir die Multiplettstruktur der Spektren, 
so können wir die Wechselwirkung zwischen Spin und Bahnbewegung ver- 
nachlässigen. In dieser Näherung ist 


Yyı (2, Y, 2, t) =Ww (%, y, 2, ) — v(z, Y, 2, d). (60, 4) 


Um aber auch in diesem Fall hervorzuheben, daß von einem Teilchen mit 
Spin die Rede ist, werden wir die Funktion (60,1) in einer Form schreiben, die 
einer Separation der Variablen entspricht: 


v(z, %, 2,8.) = y(z, y,2,t) 8,(8,), (60, 5) 


worin S,($,) die Spinfunktion ist. Im Grunde genommen ist das einfach 
eine Bezeichnung, die auf den Spinzustand des Teilchens hinweist. 
Die Bedeutung dieser „Bezeichnung“ oder der „‚Spinfunktion“ ist folgende: 


Der Index & nimmt zwei Werte an, = die man + e und — z (an Stelle 
von 1 und 2) wählt. Der erste Wert EB T leute, daß die UNE 
in einer beliebig gewählten nen gleich + 2 ist, Der zweite Wert 
des Index & bedeutet den Spinzustand mit dem anderen möglichen Wert 
der Spinkomponente in der gleichen Richtung, und zwar — & Das „Argu- 
ment‘ s, der „Funktion‘‘ $, wird als unabhängige Variable betrachtet, die 


zwei Werte + # annehmen kann. Dann ist: 


h h 
s+($) a 8 (- 3) =0, (60, 6) 
da wegen der Bedeutung der Bezeichnung im Zustand« = > ,= Fist und - 
im gleichen Zustand s, nicht = — z sein kann, die entsprechende Funktion 


aleo gleich Null sein muß. In gleicher Weise ist 


8-4(5) = 0, s-4(- 3) =; (60, 6') 


Die Schreibweise (60, 1) der Wellenfunktion sowie auch die im Spezialfall 
fehlender Wechselwirkung zwischen Spin und Bahnbewegung (60, 5) ge- 
stattet es, den Spins, als dynamische Variable ähnlich einer beliebigen anderen 
mechanischen Größe aufzufassen. 
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Die eingeführten ‚‚Wellenfunktionen‘ S,(s,) des Spins sind orthogonal und 
normiert. Um sich davon zu überzeugen, nehmen wir das Produkt 


(8) 
worin ‚S* wie immer die zu S konjugierte Funktion bedeutet unda,ß = + = 
sind. Wir summieren dieses Produkt über alle möglichen Werte der Spin- 
variablen s, (es sind nur zwei solche Werte, + 2 vorhanden). Dann folgt 


(unter Berücksichtigung von S* = 8) aus (60, 6) und (60, 6’) unmittelbar, 
daß 
> 5 (8,) Sp (8,) —; Önp- (60, 7) 
82 


Die Funktion S, (s,) kann auch in Matrixform (60,3) geschrieben werden. Und 
zwar 


10 00 
s4=|0) S-} = 10 (60, 8) 
X 10 A 01 e 


Wir berechnen jetzt die Wirkung der Operation eines beliebigen Spin- 
operators der Gestalt 
Lu Lıs 


L= 
| Laı Is: 


(60, 9) 


auf die Wellenfunktion. Die Indizes 1 und 2 sollen, wenn der Operator L in 
der „s,‘-Darstellung genommen ist, die Nummern der Eigenwerte von 


&, (+ 3) bedeuten. Nach der Formel (39, 5), die die Wirkung eines in Matrix- 


form gegebenen Operators auf die Wellenfunktion bestimmt, finden wir, daß 
der Operator L aus der Funktion Y(y,, y,) eine neue Funktion ® (p,, 9,) 
nach der Regel 

9ı = LııYı + DıaYe; (60, 10) 


Pa = LsıYı + Laeya (60, 10°) 


bildet. Der Unterschied zwischen (60, 10) und (39, 5) liegt nur darin, daß 
wir in (60, 10) zweizeilige Matrizen und dementsprechend Funktionen aus 
zwei Komponenten haben, während wir (39, 5) als Matrix mit einer unbe- 
grenzten Zahl von Elementen L,„„ und die Funktion y mit einer unendlichen 
Zahl von Komponenten c, (Cy , Cg, ...) auffaßten. 

Stellen wir Y als Matrix (Spalte) nach (60, 3) dar, dann können wir die 
beiden Gleichungen (60, 10) und (60, 10’) als Matrizengleichung schreiben: 


®=LY (60, 11) 
234 


$61. DIE PAULI-GLEICHUNG 
[siehe (40, 14)]. Denn (60, 11) bedeutet in entwickelter Form 


9 | Eu L,ı Lie |yı 0 (LıYyı + Lie Yo) 0 (60, 11°) 
9, 0 L,ı Lea | |y, 0 (Izı Yı + Lee 9) 0 


‚was mit (60, 10) und (60, 10’) übereinstimmt. Ist ein vom Spin abhängiger 
Operator gegeben, so werden wir in Zukunft unter dem Symbol LY Produkte 
dieser Art verstehen, die im Grunde zwei Gleichungen (60, 10, 10’) in Form 
einer einzigen Matrizengleichung darstellen. 

Der Mittelwert eines beliebigen Spinoperators L im Zustand y, , yaist nach 
der allgemeinen Formel (41, 2) 


L(z, y,2,t) = yfL,ıyı + YYlızyı + Ylzıyı + YElgayr- (60, 12) 


Da die Funktionen y}| und y, außerdem noch von den Schwerpunktskoordina- 


ten des Elektrons abhängen, schrieben wir ZL (x, y, z, t) mit Rücksicht darauf, 
daß der aus (60, 12) erhaltene Mittelwert das Mittel von L bei gegebener Lage 
des Elektronenschwerpunkts ist. 

Das Mittelim Zustand y, , y, für eine beliebige Lage des Elektrons erhalten 


wir aus der Formel = & 
Lit) = [I Y, 2, t) dx dy dz. (60, 13) 


D= 


Stellen wir Y als Matrix mit einer Spalte dar, so können wir die Formeln 
(60, 12) und (60, 13) in folgender Form schreiben: 


L(z, y, 2,1) = Y*L%P, (60, 12) 
Li) = [P+ LP dx dydz. (60, 13°) 
Insbesondere ist 
e wo w_ |Pr #2] |0 1] | 0] _ 
o,(% 9, 2,8) y 0,7= 00 10 y, 0 
(60, 14) 
* * 0 
- HF | pin + ven. 
Auf gleiche Weise erhalten wir 
0 (2, Y: 2, t) = Yro,P ee iylyı + iyzyı (60, 14’) 
5,(2, y 2,1) = Pro, = ylyı — Yan: (60, 14”) 


8 61. Die Pauus-Gleichung 


Wir untersuchen nun die Bewegung des Elektrons im elektromagnetischen 
Feld unter Berücksichtigung des Spins. Nach der grundlegenden Hypothese 
(858) besitzt das Elektron das magnetische Moment 


> WERNER (61, 1) 
ne 
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Infolge dieses Moments erhält das Elektron im Magnetfeld 9 = (H,, H,, H,) 
eine zusätzliche potentielle Energie, die gleich der Energie eines magne- 
tischen Dipols im Feld 9 ist: 

AU = —M,S. (61, 2) 


Der Operator dieser a ist nr (61,1) 


AUF — 39 = -99-5— ” (0,H, +0,H8,+ 0,H,), (61,3) 


- uc 
worin o der EN OER mit er nn G,;0,, 0, [(59,9) und 
(59, 9')] ist. Der HamıLTonoperator (27, 7) für die Bewegung eines geladenen 
Teilchens im elektromagnetischen Feld muß bei Berücksichtigung des Spins 
so durch ein Zusatzglied ergänzt werden, daB er m 


1 e 
a 


wird (wir setzen die Ladung des Elektrons gleich — e). 
Die ScuröpmnGERgleichung für die Wellenfunktion Y(y,,y,) erhält jetzt 
die Form 


., OP 1 &..\2 

Diese Gleichung heißt PAuL1-Gleichung. Wir le daß wir unter 7 die 
Spalte (60, 3) verstehen. Daher stellt (61, 5) im Grunde die beiden Gleichungen 
für die beiden Funktionen y, und y, in Form einer Matrizengleichung dar. 

Wir bestimmen nun die Stromdichte. Dazu schreiben wir (61, 5) in der 
Form ay 

ih FT = = H,? +3 

worin mit H,die Glieder bezeichnet sind, BE keine #-Operatoren enthalten. 
Wir schreiben die Gleichung für die adjungierte Funktion *, unter der wir 
die Zeile (60, 3’) verstehen: 


(61, 4) 


nn rc y. (61,5) 


ea ac 2 (61, 6) 


(68: yp)*., (61, 6) 


Das Symbol * bedeutet, daß in der entsprechenden Matrix die Spalten und 
Zeilen vertauscht und die Elemente konjugiert komplex genommen sind. 
Multiplizieren wir jetzt (61,6) links mit Y* und (61, 6’) rechts mit Y und 
subtrahieren wir die eine Gleichung von der anderen, so bekommen wir 
() 


iR, EP) = PHP) — (HP 


Re = 
77 [prag. 9 - (5 wire}. (61, 7) 
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F >ı > 
Nach (40, 15) haben wir wegeno'=o 


(9-W+=W+r.59. (61, 8) 


Daher ist das Glied in den geschweiften Klammern gleich Null. Die übrigen 


Glieder, die keine G.Operatoren enthalten, ergeben nach den im $ 29 bei 
Ermittlung der Formel für die Stromdichte angeführten analogen Rechen- 
operationen!): 


„ud Re _ 
ih, Wiyı + yvip) = — Be yr vpy -vuvvV+Wwvm— wvyYl 


Be. m 
7 a + Yen). (61, 9) 


Formen wir diese Gleichung um in die Kontinuitätsgleichung für die Wahr- 
scheinlichkeitsdichte w und Stromdichte 3 der Teilchen, so finden wir 


w(z, Y, 2, t) = vryı + vEy (61, 10) 
ih 
I = zZ, wir yrvy)+(pVpE — YE vo) 


e 
-— an Fi) (61, 11) 
oder 


way.) = PH Y, 3-5 Buy pp - Zum y. (61, 12) 


Diese Formeln zeigen, daß sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elek- 
trons und die Stromdichte additiv aus zwei Teilen zusammensetzen, von 
denen jeder sich auf Elektronen mit einer bestimmten Spinrichtung bezieht. 
Die Normierungsgleichung hat die Form 


Jwrvı + viy)dedyde—1 oder [PP dadyde=1. (61,18) 
Die Größen 


uw, (%, y, 2, t) = yvryı , uw; (z, Y, 2, t) — vFy, (61, 14) 
sind die Wahrscheinlichkeitsdichten, das Elektron in der Umgebung des 
Punktes z, y, z im Zeitpunktimits,= + bzw. ,=— zzu finden. 

Die Größen 


u, = /[yryı dxdy dz, 


61,15 

w, = | yXy, de dydz 101.10) 

ı) Da wir die Matrizenform verwenden, operieren wir zugleich mit den vier Funktionen 

y1, 93, Yı, Ya. Wir empfehlen dem Leser, die Gleichungen (61, 6) und (61, 6°) in ent- 

wickelter Form (vier Gleichungen) zu schreiben und durch Multiplikation der beiden 

ersten mit y] und y3 und der beiden letzten mit y, und », zum gleichen Ergebnis zu 
gelarigen. 
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sind die Wahrscheinlichkeiten, das Elektron mit dem Spin s, = + S baw. 


,=— 2 zu finden. Die mittlere Dichte der elektrischen Ladungen op, und 
die mittlere Dichte des elektrischen Stroms %, werden nach (61, 12) 
ihe 


g=—erp, ey PvP r ZUPt N. (61, 16) 


Su 
o, und “%, beschreiben nicht vollständig sämtliche Quellen des elektro- 
magnetischen Feldes im Falle des Elektrons. Es muß noch das magnetische 
Moment des Elektrons (61, I) berücksichtigt werden, das ein Magnetfeld 
bildet. Wir erhalten aus (61, 1) und der allgemeinen Formel (60, 12) den Aus- 
druck für die mittlere Dichte des magnetischen Moments (der Magnetisie- 
rung): ch 


er (v+ap). (61, 17) 


Ile, Y,2, ‘) en 


Nach den MAaxwerıschen Gleichungen für ein Magnetfeld haben wir die 
Gleichungen 


rt = g, div®=0, B=-H+4m2. (61, 18) 


Aus diesen Gleichungen bestimmt sich das vom Elektron im Zustand Y er- 
zeugte Magnetfeld, wenn man unter {%, und 9 (61, 16) und (61, 17) versteht. 
Setzen wir in die erste Gleichung (61, 18) statt 9 die Induktion ® ein, so er- 
halten wir 


rotB = = {%s + crot®). (61, 18°) 


Man kann also an Stelle der Magnetisierung 9 den Strom untersuchen, der 
dieser Magnetisierung äquivalent ist, und zwar 


Y=ecertI=— got (vroY), divg,—=0. (61, 19) 


Der gesamte elektrische Strom, der sowohl der Bahn- wie der Spinbewegung 
entspricht, ist 


; 2 = 

ihe pr _ pop + ul) — Rot (vs w). 
2u Be u (61, 20) 
Zur Berechnung der Komponenten des Spinstroms S, sind die Formeln (60,14) 
und (60, 14’) zu verwenden. 


vn 


8 62. Die Aufspaltung der Spektrallinien im Magnetfeld 


Wir betrachten nun ein Atom mit einem Valenzelektron in einem äußeren 
homogenen Magnetfeld. Das Elektron des Atoms wird gleichzeitig der Ein- 
wirkung des Magnetfeldes und des elektrischen Feldes des Kerns und der 
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inneren Elektronen unterworfen sein. Wir betrachten dieses elektrische Feld 
als Zentralfeld und bezeichnen die potentielle Energie des Elektrons in ihm 
mit U(r). 

Das Magnetfeld legen wir in die z-Richtung, und zwar habe das Vektor- 
potential A die Form 


H H 
A, 4,=+72 4%=0. (62, 1) 


2 

Nach der Beziehung 9 = rot WU erhalten wir das Magnetfeld in der rich- 
tigen F 
en zen Hm (62, 2) 


Setzen wir den Wert für Yin den HamıtLTonoperator (61,4) ein, soerhalten 
wir die PavLI-Gleichung: 


PR. ABER 5 02 av oYV 
(62, 3) 
e? 2 2 eh 
HAFT ME. 


Das Glied mit H? können wir bei kleinen Feldern vernachlässigen.!) Ferner 
ist der Operator 


[0] ö {6} 
ir (v Di = er m (62, 4) 
der Operator der Komponente des Bahndrehimpulses. Bezeichnen wir noch 
mit 
2 
En A U (r) (62, 5) 
2u 
den HamızTtonoperator des Elektrons bei fehlendem Magnetfeld, so erhalten 
wir Zu 
dt „thao)W. (62, 6) 


. Aus dieser Gleichung folgt, daß wir bei ae von H? das Glied, 
das die Wirkung des Magnetfeldes ausdrückt, als die potentielle Energie AU 


eines magnetischen Dipols mit dem Moment — () (m, + ho,) im Magnet- 
feld auffassen können: ven 


z + ho,). (62, 7) 


eH 
AU=-— HM = FAR 
Wir wollen nun die stationären Zustände suchen. Dazu stellen wir die 
Wellenfunktion in folgender Form dar: Ei 
Yay2i)=YPla,y,z)e %» (62, 8) 
1) Wieim $ 129 gezeigt werden wird, bestimmt das vernachlässigte Glied den schwachen 


Diamagnetismus, 
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worin E die Energie des stationären Zustands ist. Setzen wir sie in (62, 6) ein, 
so finden wir 


Hop + Fr (m, +ho,)Y = EY. (62, 6°) 


Wählen wir die Darstellung, in der die Matrix o, diagonalist (,‚s,‘‘-Darstellung), 
dann ist 
1 0 | Y% = a Y 
0— 1| I% Ya 


und die Gleichung (62, 6’) zerfällt somit in zwei getrennte Gleichungen für y, 
und »,: 


0,F = : (62, 9) 


eH 
H’y, + Due (m, +h)yı = Ey (62, 10) 


eH 2 
H’y, + Tue Mr Ay= Ey. (62, 10°) 


Die Lösung dieser Gleichungen erhalten wir, wenn wir berücksichtigen, daß 
bei fehlendem Magnetfeld zwei Lösungen möglich sind: 


. ee ): E= ES, für den Spin 3,= + = (62, 11) 


) E= MB türdn pn, =—-— (11) 


\ 0 
Prn=( 2’ 


Yaım 
wobei 
Yaım = Baılr)  Yım(d, P). (62, 12) 


Da m,v,ım = hmy,ım, sind diese Lösungen zugleich auch die Lösungen der 
Gleichungen (62, 10) und (62, 10’), gehören aber zu verschiedenen Eigen- 
werten. Setzen wir (62, 11) und (62, 11’) in (62, 10) und (62, 10’) ein, so er- 
halten wir zwei Lösungen: 


ehH h 
Fam Bm mtl, = + (218) 
ehH h 4 
nm: E= Em as: Frese l, ,=- 7° (62, 13°) 


d.h.(da wir das Glied mit HZ? vernachlässigten), die Wellenfunktionen ändern 
sich nicht, das Atom wird durch das Magnetfeld nicht deformiert. Die Energie 
aber hängt jetzt von der Drehimpulsrichtung in bezug auf das Feld ab, d.h. 
von der magnetischen Quantenzahl m. Die bei fehlendem Magnetfeld zusam- 
menfallenden Niveaus spalten sich jetzt auf (die ‚„‚m‘‘-Entartung wird aufge- 
hoben). 

Abb. 43 stellt die Aufspaltung der s- und p-Terme dar. Die Aufspaltung des 
p-Terms ergibt sich aus (62, 13) und (62, 13’), wenn man alle möglichen Werte 
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von m beil = l einsetzt (d.h.m = + 1,0). Die Aufspaltung des s-Terms (l = 0, 

= 0) kommt nur infolge des Elektronenspins zustande. Dasist das wichtigste 
Rrgehäis der Spintheorie. Gerade diese Aufspaltung war von STERN und 
GERLACH bei ihren Versuchen beobachtet worden. 

Infolge der Niveauaufspaltung vergrößert sich die Zahl der möglichen 
Übergänge und damit auch die Zahl der beobachteten Spektrallinien. Diese 
Erscheinung wird als der einfache ZEEMmANefjekt bezeichnet (zum Unterschied 
vom zusammengesetzten, s. $ 74). Wie im $ 90B gezeigt wird, kann sich die 
Zahl m bei optischen Übergängen nur um +1 oder O0 ändern. Außerdem 
steht das magnetische Moment des Spins in nur schwacher Wechselwirkung 


[7] 


Ryn = 2 
ohne Feld(=0) 4 


mitFeld(9*0) 


Abb.43. Aufspaltung der s- und p-Terme in einem starken Magnetfeld 
(mit Berücksichtigung des Spins) 


mit dem Feld der Lichtwelle. Daher kommen nur jene Übergänge in Betracht, 
bei denen der Spin sich nicht ändert. Diese Übergänge sind in Abb.43 durch 
dieLinien (a, b, c) und (a’, b’, c’) dargestellt. Die Frequenzen dieser Übergänge 
berechnen sich nach der Formel 


Ey Um — Eyr Ym’ E®, Wr EP, v eH 
DOyYm’,n’i’ m’ > 


h h 2uc 


’ „ 


(m’ — m 


(62, 14) 
Bezeichnen wir die Frequenz bei fehlendem Feld mit w° und bei vorhande- 
nem Feld mit w, so erhalten wir 


A Be u m m"). (62, 15) 


Da m’ — m” = +1,0, so haben wir drei Frequenzen: eine konstante und 


[ eH 
zweium + u: verschobene. 


Diese Aufspaltung in drei Linien (das normale ZEEMANtriplett) entspricht 
genau der klassischen Theorie des ZeEmaneffekts. In der klassischen Theorie 
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wird der Zezsianeffekt bekanntlich!) durch die Präzession der Bahn im 


Magnetfeld mit der LarmorR-Frequenz O, = erklärt. Die quanten- 


eH 
Zuc 
mechanische Formel (62, 15) enthält nicht die PLancksche Konstante, und 
daher muß das Ergebnis mit dem klassischen übereinstimmen (es kann sich 
nicht ändern, wenn man h = 0 setzt). Diese Übereinstimmung ist tatsächlich 
‘vorhanden. 

Wir wollen zeigen, daß der Zmemaneffekt auch in der Quantenmechanik 
durch die Präzessionsbewegung des Impulsmoments um die Richtung des 
Magnetfeides bedingt ist. Dazu berechnen wir die zeitlichen Differential- 
quotienten für Bahn- und Spinmoment. Nach der allgemeinen Formel (31, 10) 


gilt 


dm, _ dm, _ dm, _ 

di = [H, m]; dr —- [H, m,]» dt =: [H, m, ’ (62, 16) 
ds, _ ds, _ ds, en 
dt =: [4, 8,); dt = [H, s,]; di — [H, 8,]. (62, 17) 


Setzen wir hier den HamILTonoperator aus (62, 6) ein, also 
H 
H=H°+ Errali +ho,)=H° +0,m, +20,s,, (62, 18) 


und berücksichtigen, daß H° mit m und 8, und m und 3 untereinander ver- 
tauschbar sind (da m auf die Funktionen von 9, 9 und 3 auf die Funktionen 
von 8,, 8,, 8, einwirken), so finden wir 


dm, _ 0, dm, 


Dr = 2 (m,m, - mm), = 2 (mm, - mm), T=0, 

= = er (8,8, — 8,8,); — — Fr (eye, _ 8,8,); m 0. 
Unter Verwendung von (25, 5) und (58, 1) erhalten wir 

nu = — O,m,, = = +0,m,, nr =0, (62, 19) 

z = — 20,3, - = + 20,8, En =0. (62,20) 


Gehen wir von diesen Operatorformeln zu den Mittelwerten über und berück- 
sichtigen, daß O, eine Zahl ist, dann finden wir 


dm, 


Free O,M,: Tu O,M,; a 0, (62, 21) 
ds, n da, ds, 
—— m De RBEL. RE — we 0. 

Fr’ 20,3,; Fri 20,3, Te (62, 22) 


1) Siehe [36, 51, 39]. 
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Aus diesen Gleichungen geht hervor, daß die Komponenten des Bahn- und 
Spinmomentsin Richtung des Magnetfeldes jede für sich eine Konstante der 
Bewegung darstellen. Die zum Magnetfeld senkrechte Komponente des Bahn- 
drehimpulses dagegen rotiert mit der Larmorfrequenz O,. Die gleiche Kom- 
ponente des Spinmoments rotiert [infolge der anomalen Beziehung zwischen 
magnetischem und mechanischem Moment, s. (61, 1)] mit der doppelten Fre- 
quenz: 20,. Wir finden aus (62, 21) 


d’m dm 
ar 
Daraus folgt 
m,= Asin(O),t+a), m,= —Acos(O,t+«), m,= const. (62, 23’) 
Auf ähnliche Weise erhalten wir aus (62, 22) 
8,= Bsin(20,t+P), ,=—Beos(20,t+P), 8, = const. (62, 24) 


Im Mm __ıtdm, 
” ar 


(62, 23) 


8 63. Die Bewegung des Spins in einem variablen Magnetfeld 


In einem veränderlichen Magnetfeld wird der Eigendrehimpuls des Teilchens 
keine Konstante der Bewegung sein. Darum sind Übergänge von einem Quan- 
tenzustand in einen anderen möglich. 

Wir untersuchen in diesem Paragraphen die Spinbewegung eines Teilchens 
im variablen Feld, deren Theorie eine wichtige Anwendung bei der Messung 
der magnetischen Momente der Atomkerne nach der Methode von Rai findet. 
Das Schema der Versuche von Rapı gibt Abb.44 wieder. 

Die Magnete A und C bilden ein inhomogenes konstantes Feld, wie in den 
Versuchen von STERN und GERLACH, aber die Richtungen der Feldgradienten 


dH 
Z 


22 BIRD: 


Abb.44. Schema der Versuche zur Messung der magnetischen Momente 
der Atomkerne (Rapı). S Quelle des Teilchenstrahls (Spalt), 
A erster Raum mit nichthomogenem konstanten Magnetfeld, 
C der zweite Raum, B Raum mit Wechselfeld, P Auffänger 


sind in den Magneten A und C entgegengerichtet. Beim Durchgang durch das 
inhomogene Feld in A wird das Teilchen so abgelenkt, daß es nicht in den 
Auffänger P gelangen kann. Diese Ablenkung wird durch das Feld in C, das 
das Teilchen in entgegengesetzter Richtung ablenkt, wieder rückgängig ge- 
macht. Die Folge davon ist, daß das Teilchen so in den Auffänger gelangt, als 
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hätte es sich nur längs einer Geraden (wie bei Abwesenheit von Feldern) fort- 
bewegt. 

Ferner befindet sich in dem kleinen Raum B, der zwischen A und C liegt, 
ein zusätzliches Wechselfeld 7,, das imstande ist, das magnetische Moment 
des Teilchens umzuklappen. Wenn das magnetische Spinmoment des Teil- 
chens beim Durchgang durch dieses Feld umklappt, so wird die Ablenkung 
im Feld C die vom Feld A hervorgerufene Ablenkung nicht mehr kompensie- 
ren, und die „umgeklappten‘‘ Teilchen gelangennicht mehr in den Auffänger P. 

Die Frequenz w des Zusatzfeldes und seine Stärke Z, werden so gewählt, 
daß die Wahrscheinlichkeit des Umklappens des Moments den höchsten und 
somit der Teilchenstrom im Auffänger P den geringsten Wert erhält. Wie 
später gezeigt wird, kann man bei bekanntem w und H,, die dem Maximum 
der Umklappwahrscheinlichkeit entsprechen, das magnetische Moment des 
Teilchens bestimmen.!)Diese Methode, das magnetische Moment zu messen, 
ist sehr genau. Da uns ausschließlich die Spinbewegung interessiert (die Be- 
wegung des Teilchenschwerpunkts läßt sich durch Methoden der klassischen 
Mechanik beschreiben), so genügt es uns, die SCHRÖDINGERgleichung für 
die Spinfunktion S (61, 5) anzusetzen. Diese Gleichung hat die Form?) 


in I = —HM-S. (63, 1) 


Der Einfachheit halber nehmen wir an, das Teilchen besitze den Spin = 


Dann wird das magnetische Moment WM durch eine Matrix mit zwei Zeilen 
r ; 
dargestellt M,=uo, M,=uo, M,=uo, (63, 2) 
worin 0,, 0,, 0, die PauLischen Matrizen (61, 6, 6‘) und # der absolute Wert 
der Komponente des magnetischen Moments in einer beliebigen Richtung 
sind. Für Kernteilchen, selbst für die einfachsten Nukleonen, das Proton und 
Neutron, besteht keine so einfache Beziehung zwischen dem mechanischen 
Moment 3 und dem magnetischen Moment M, wie sie für das Elektron be- 
kannt ist (58, 3). Daher betrachten wir u einfach als eine für das Teilchen 
charakteristische Konstante. Das Magnetfeld im Raum B nehmen wir, der 
Versuchsanordnung von RABI entsprechend, wie folgt an3):' 


H,„=H,cosot, H,=H,sinut, H,=JH,. (63, 3) 


1) Das ist nur für die schweren Teilchen (Kerne, Atome), nicht aber für Elektronen 
möglich. BoHr hat gezeigt, daß das magnetische Moment eines freien Elektrons nach der 
Methode von STERN-GERLACH überhaupt nicht gemessen werden kann (siehe z.B. [41]). 

2) Diese Gleichung enthält nicht den Operator der kinetischen Energie, die im ge- 
gebenen Falldie kinetische Energie der Eigenrotation des Teilchens sein müßte. Da aber 
8? konstant bleibt, kann auch diese Energie als konstant angenommen werden. Sie 
braucht daher nicht in die Formel eingeführt zu werden. 

®) Beiden Versuchen von RABI war die variable Komponente des Magnetfeldes in 
Wirklichkeit linear polarisiert. Für die Berechnungen ist es aber bequemer, ein in der 
xy-Ebene zirkular polarisiertes Feld anzunehmen. Die Ergebnisse sind nicht wesentlich 
verschieden. 


244 


863. DIE BEWEGUNG DES SPINSIN EINEM VARIABLEN MAGNETFELD 


Setzen wir (63, 2) und (63,3) in die Gleichung (63, 1) ein und benutzen wir 
die Paurische Matrixform (59, 9,9’) sowie die Regeln der Wirkung dieser 
Matrizen auf die Spinfunktionen, so finden wir die Formel für die Komponen- 
ten S, und S, der Spinfunktion (die erste gehört zuM, = +u, die zweite zu 
M,=-—u): 


dS, 


ih Fri = — uHoSı _ wH;e®iS,, (63, 4) 
. ds, vot ' 
ih TE = + uHoS, — uHzeietS,. (63, 4°) 


Wir nehmen an, daßBin dem Augenblick, in dem das Teilchen in das Wechsel- 
feld eintritt (£ = 0), sein magnetisches Moment parallel zur 2-Achse gerichtet 
ist, so daß beit = Ogilt: 


Ss =18,=0. 
Wir setzen an: _ 2uH, ve H, = 
ee DE vr 
Dann können die Gleichungen (63, 4, 4’) in folgende Form gebracht werden: 
daS; iv : ER: 
er = z + iv deriets,, (63, 6) 
ds, iv P est ’ 
Te ae Ss. (63, 6°) 


Differenzieren wir (63, 6') nach der Zeit, so können wir unter Benutzung von 
(63, 6) die Funktion S, eliminieren. Zugleich fällt auch der variable Koeffi- 
zient e’®! fort. Nach einfacher Rechnung erhalten wir die Gleichung für 8,: 


d2S, 
de 


_ [er LE ; . 982 
= (3 +1242 4 7)S + io ET (63, 7) 


Wir lösen diese Gleichung durch die Substitution S, = ae’*!. Dann erhalten 
wir eine Gleichung zur Bestimmung der Frequenz 2: 


2 
»-20-(% 47245) =0. (63, 8) 
Setzt man 


2 1 4 4242 22 272 
e +44 1 (a Ka), (63, 9) 


a en 


worin I = 5 die Spinkomponente ist, und führt man tgd = = ein, so 
0 
kann man sich leicht davon überzeugen, daß 


O=-+S + ZU+P+2god = ++ (68,10) 
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ist. Die allgemeine Lösung für S, ist daher 
iot . iot . 


Size nen, (63, 11) 


Den Anfangsbedingungen entsprechend muB , = —,= = genommen 


werden, so daß a 


8,1) = Ae ® sindt. (63, 11) 
Die Amplitude A ermittelt sich endgültig aus der Bedingung S,(0) =1. 


Setzen wir (63, 11’) in (63, 6’) für = 0 ein, so finden wir A = . . Daher 
ist 


ivd 


S, (t) => 


eiw! sin öt. (63, 12) 


Die Wahrscheinlichkeit, im Zeitpunkt t das magnetische Moment M, gleich 
— u zu finden, ist 


Pi) = |S,()]? = Be sin2öt 


(63, 13) 


. 29 , 
= sa a Ir 1 +q@+2q9 so). 


Die Zeit tistim Versuch von Rap gleich der Zeit, in der das Teilchen den 
Raum B durchfliegt. Ist die Teilchengeschwindigkeit gleich v und die Länge 


des Raumes B gleich /, so ist! = = 
Beim Versuch wählt man g=1lundöt = 5 (um das Maximum der Um- 


klappwahrscheinlichkeit P(t) zu erhalten). Daraus läßt sich leicht abschätzen, 
daß bei v z 105 cm/s und 2 = 1 cm die Frequenz w des Wechselfeldes gleich 
10% Hz ist. 

Zur Beurteilung der Genauigkeit dieser hervorragenden Methode weisen 
wir darauf hin, daß mit der Methode von RapI die magnetischen Momente 
des Protons (p) und Neutrons (n) gemessen und folgende Werte erhalten 
wurden: u, = 2,7896 + 0,0002, u, = 1,935 + 0,02 (in Einheiten des BoHR- 


_ ‚wo M die Masse des Protons ist. Dieses Magne- 
ton ist der 1842ste Teil des magnetischen Moments des Elektrons). 


schen Kernmagnetons 


$ 64. Die Eigenschaften des Gesamtdrehimpulses 


Wir sahen, daß sowohl das Bahnmoment m wie das Spinmoment $ Größen 
darstellen, die nur diskrete Quantenwerte annehmen. Wir untersuchen jetzt 
den Gesamtdrehimpuls, der die Summe des Bahn- und Spinmoments dar- 
stellt. 
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Den Operator des Gesamtmoments bestimmen wir als die Summe der Ope- 
ratoren der Momente m und 8: 
i=m+3, (64, 1) 


J= m,+ 8, J=m,-+ 8, .=m+ 8. (64, 10) 


Wir wollen zeigen, daß die Operatoren der Komponenten des Gesamtdreh- 
impulses den gleichen Vertauschungsregeln (25, 5) folgen wie die Komponen- 
ten m,. m,, m. des Bahnmoments. Dazu bemerken wir, daß m und 3 ver- 

. tausch bar sind, da der Operator ın auf die Koordinaten einwirkt, der Operator 8 
aber nicht. Daher ist 


jebv — Jude = (m, + 8,) (m, + =,) — (m, + s,) (m, + s,) 
= m,m, — m,m, + 8,8, — 8,8, =ihm, +ihs, Er 
Teen infolge (25, 5) und (59, 1)]. Somit folgt 
Jesu — Ivdr = then (64, 3) 
Ile — Ihr =ihlan (64, 3°) 
dJe Ih = ih) (64, 3”) 


(die beiden letzten Gleichungen erhält man aus der ersten durch zyklische 
Vertauschung). 

Wir suchen jetzt den Operator j? desQuadrates des Gesamtdrehimpulses. 
Wir haben 


= (m +3)? = m? +82 + 2m3 = m? + 82 + 2(m,s, + m,s, + m,s,). 
64, 4) 
Der Operator j?ist mit jeder Komponente von j vertauschbar. Betrachten 
wir z.B. die Projektion auf die z-Achse j, = m, + s,. Da m, mit m?, 3° und 
s, mit m?, 8° vertauschbar sind, so erhalten wir 
17 —- iR =2(m,s, + m, s, + m,s,) (m, + s,) 
— 2(m, +s,) (m,s, + m,s, + m,s,). 
Multiplizieren wir hier die Klammern aus, so finden wir 
w: = ir = 2((m,m, — m,m,) s, + (m,m, — m,m,) s, 
+ m,(s,8, — 8,3,) + m,(8,8, — 8,8,))}- 
Berücksichtigen wir nun die Beziehungen (25, 5) und (59, 1), so erhalten wir 
endgültig 
fj, — I = 2(—-ihm,s, + ihm,s, + m,(—ihs,) + m,(+ihs,)) =0. 
Auf gleiche Weise wird die Behauptung auch für die beiden anderen Kom- 
ponenten bewiesen. Somit sind die Gleichungen 


I P -j,;® =, (64, 5) 
a, -IR=d (64, 5’) 
li, IR = 0 (64, 5”) 
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von der gleichen Form wie (25, 6). Daraus folgt, daß der Operator j? und der 
Operator einer beliebigen (aber nur einer) Komponente, beispielsweise j,, 
gleichzeitig auf Diagonalform gebracht werden können und somit die Größen 
j? und j, zu den gleichzeitig meßbaren Größen gehören. 

Ebenso leicht ist zu erkennen, daß der Operator j? mit den Operatoren m? 
und 3 vertauschbar ist. Nehmen wir die Formel (64, 4), so sehen wir unmittel- 
bar diese Eigenschaft des Operators j?, da m? mit m?, m,, m,, m, und s,, 8,, 
s, und 3? vertauschbar ist. In gleicher Weise ist 82 als Einheitsmatrix, die mit 


Er multipliziert ist [siehe 59, 13)], mit 3,, 8, und 38, vertauschbar. Daher ist 
Em — m2j?=0, (64, 6) 
2 — 222=0. (64, 6') 
Folglich stellen j?, m? und 82 ebenfalls gleichzeitig meßbare Größen dar. Aus 


(64, 4) haben wir 1 
md = S 2m — 32). (64, 7) 


Da m$ aus gleichzeitig meßbaren Größen gebildet ist, so wird das skalare 
Produkt mö gleichzeitig mit j?, m? und 82 meßbar sein. 
Berücksichtigen wir, daß me +32 =jß, (64, 8) 


soeerhalten wir aus (64, 7) ein weiteres skalares Produkt j®: 
ja = ET: — m: + 82). (64, 9) 


Wir werden später zeigen, daß das Quadrat des Gesamtmoments j? und 
seine Komponente j, in einer beliebigen Richtung analog dem Bahnmoment, 
aber halbzahlig gequantelt sind. Für die entsprechenden Eigenwerte gilt 


P=Mjöt+l, j= (64, 10) 


; 1 3 E 
j, = hm, ie lb rar (64, 11) 
wobei die Quantenzahl j, die die Eigenwerte des Gesamtmoments bestimmt, 
mit der Bahnzahl } und der Spinzahl I, (59, 14) zusammenhängt: 
j=1+JL, ode j=|l1—L| (64, 12) 


Aus den Formeln für die Eigenwerte von j? (64, 10), m? (25, 21) und 82 (59, 14) 
erhalten wir die in der Spektroskopie wichtigen Ausdrücke für die Eigen- 
werte von md und j8: 


2 

ms = + -I0+D-UU+ N), (64, 13) 
2 

= E64 -M4Hny+Lu+N). (64, 14) 
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Wir werden diese Formeln später bei der Theorie des zusammengesetzten 
ZEEMAN-Effekts anwenden. 


Wir wenden uns jetzt dem Beweis der Formeln (64, 10) und (64, 11) zu. Die Gleichung 
für die Eigenfunktionen von j? besitzt die Form 


?.vY=}!,/, (64,15) 
worin unter Y die Spalte ı 
y- en (64, 16) 
a 


zu verstehen ist. 
Unter Benutzung von (64, 4), (59, 13) und (59, 12) finden wir die Gleichung (64, 15) 
in entwickelter Form: 


In], 3 ,.]10| |v LatE! rj0-; 
ne le | ä 
210-1) |y| "pl 


Führen wir hier die Multiplikation und Addition der Matrizen durch, so erhalten wir 


3 ; . 
m?y, + zrvı + hm,y, + h(m, —- im,)y, 0 ey, 0 


= (64, 18) 
3 : a 
w"p +7 hmyp+hlm, +im)y 0 Pyp 0 
und schließlich durch Gleichsetzen der Elemente zwei Gleichungen: 

3 : 
my + Ryı + hm,y, + him, — im) = ip (64, 19) 
3 . % » 
my, + zw — hm,y; + h(m, + im,) yı = j?yr- (64, 19°) 


Die Gleichungen lassen sich leicht auflösen mit dem Ansatz 


yı=aYm( 9), %=bYım+ıldp), (64, 20) 


worin Y,m(®, ©) Kugelfunktion und a und b unbestimmte Koeffizienten sind. Wir haben 
dann 


m?y, = h2l(l + ]) Y; m.y, = hmy,, (64, 21) 
m’yp =Rll+ 1) y» mpm=hm+1)y (64, 21°) 
und ferner 
(m, - im) Yn = -kYU+mMÜl-m+)Yım-ı, (64, 2?) 
(m, + im,) Ym = AV -m)(+m+1)Yım+ı. (64, 22°) 


Die beiden letzten Gleichungen erhält man auf Grund der Eigenschaften der Kugel- 
funktionen.!) 


1) Siehe Anhang V, die Formeln (33, 34). 
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Setzen wir 9, und ys aus (64, 20) in die Gleichungen (64,19) ein und benutzen wir 
(64, 21) und (64, 22), so erhalten wir nach Kürzung der ersten Gleichung durch A? Y 
und der zweiten durch A? Yı,m+1 


[a +» +4 + m]a- VaFRFDE m = 30, (64, 23) 


ke +» +-m _ 1)» - Mi+m+l)(i—m)a=Ab, (64, 23°) 
worin 


(64, 24) 


Damit diese Gleichungen von Null verschiedene Lösungen haben, muß ihre Determinante 
gleich Null sein: 


3 
a En VE +m+D(- m) 


5 =0. (64,25) 
-VEFmFDÜ-m U+d+Z—m-1-4 
Daraus finden wir zwei Wurzeln: 
1\3 1 
1-(1+5) +(1435). (64, 26) 
Setzen wir sie (64, 24) gleich, so erhalten wir die gesuchten Eigenwerte von j?: 
2 — nel] Re l Kuh 64, 27 
De Fe) tz. (64, 27) 
1 l 
Er DR 13 1 EN 2 
; -[ı +3). (64, 27) 


Der erste Ausdruck entspricht der Summe, der zweite der Differenz des Bahn- und 
Spinmoments. Setzen wir den Wert für A in die Gleichungen (64, 23) ein und lösen sie 
auf, so finden wir a und b und damit auch die Eigenfunktionen (64, 20). Dabei normieren 
wir sieso,daßa +5 =1. 

Einfache Rechenoperationen führen zu folgenden Eigenfunktionen: 
zum Eigenwert (64, 27): 


ne i—- m 

y, = 2i+1 Yms: Y%=— 23+1 Yum+15 (64, 28) 
I—- m Hr R 

ne 2I+1 Yım »= 1 Yı,m+1- (64, 28°) 


Wie wir sehen, sind die Lösungen entartet. Tatsächlich kann man bei gegebenem / ver- 
schiedene Zahlen für m(m = 0, +1, +2,..., +1) wählen, und der Eigenwert von j? 
hängt nicht von m ab. Die Ursache dieser Entartung liegt darin, daß bei gegebener Größe 
des Drehimpulsquadrates j? für dieses verschiedene Raumrichtungen möglich sind. Um 
sich davon zu überzeugen, wollen wir beweisen, daß die Lösungen (64, 28) und (64, 28°) 
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zugleich auch Eigenfunktionen des Operators j, der Komponente des Gesamtdrehimpulses 
in der z-Richtung sind. 
Die Gleichung für die Eigenfunktionen des Operators j, lautet ja 


Ju =ıY (64, 29) 
oder in entwickelter Form 


»\ı 0m vl 
mtr mt z-illlnl-eln 
Daraus erhalten wir unter Benutzung von (64, 21) 
msn © 
MT, j|Yı 
2 1\|yı! Yı 
=hlm+— =j R 64, 30 
h | ” 5) Yal "Ya Ks 
(Am +h- 5 ]Y 0 
d.h., unsere Lösungen gehören zum Eigenwert 
2 1 
= hm +5) (64, 31) 


Wenden wir uns nun den Lösungen (64, 28) und (64, 28°) zu, so sehen wir, daß in der 
ersten Lösung m die Wertem = — (l + 1) (wobeiy, = 0), —!,—!+1,...0,1,2,...,2, 
und in der zweiten die Werte m = — 1, —1+1,...0,1,2,...( — 1) durchlaufen kann 


1 
(bei m =! sind y, = p, = 0). Führen wir jetzt die Quantenzahl j =! + 7 =!+L 


odej=|! -%| =|! — 27 ein, so können wir (64, 27) und (64, 27’) in der Form von 


(64, 10) darstellen. Schließlich führen wir auf Grund des über die möglichen Werte von 


1 
m bei gegebenem ! Gesagten den Ausdruck my =m + 7 ein und erhalten die Formel 
(64, 11). 


8 65. Die Numerierung der Terme unter Berücksichtigung des Elektronenspins. 
Die Multiplettstruktur der Spektren 


Wir kennzeichneten den Zustand eines Elektrons, das sich in einem Zentral- 
feld bewegt, durch die drei Quantenzahlen n, I, m. Die Energieniveaus E,, 
dieses Elektrons waren durch zwei Quantenzahlen n, ! bestimmt. Dabei ließen 
wir den Elektronenspin völlig unberücksichtigt. Berücksichtigen wir auch 
den Spin, so wird der Zustand %,,„(r, 9, 9) verdoppelt sein, da zwei Spin- 
richtungen möglich sind: 


s,=hm, m=+ = (65, 1) 
Somit trittzu den drei Quantenzahlen, die den Zustand des Elektronenschwer- 
punkts bestimmen, noch eine vierte, m,, hinzu, die den Spin des Elektrons 
bestimmt. Unter Berücksichtigung des Spins setzen wir für die Wellenfunk- 
tion des Elektrons y, ‚„m«(T; 9, 9, 3). Da wir jetzt die Wechselwirkung des 


251 


X.EIGENDREHIMPULS UND MAGNETISCHES MOMENT DES ELEKTRONS 


Spins mit der Bahnbewegung nicht berücksichtigen, so kann nach (60, 5) 
diese Formel in folgender Form dargestellt werden: 


Yaımm,(P; v, 9,8.) = Ynım(R; v, 9) Sm, (8) | (65, 2) 


{wobei wir den Index « der Funktion S diesmal durch m, ersetzen). Das ent- 


sprechende Energieniveau ist 
E = Eyı- (65, 3) 


Die vier Quantenzahlen können folgende Werte annehmen: 


n=12,3,..., 0<l<sn-—-]l, —I<m<il, m=+5. (65, 4) 


Für jeden Term E,‚,haben wir2! + 1 Zustände, die sich durch die Richtung 
des Bahndrehimpulses unterscheiden. Jeder von ihnen zerfällt seinerseits in 
zwei durch den Spin unterschiedene Zustände. Insgesamt haben wir also 
2(21-+ 1) Zustände. Es besteht somit eine 2(21 + 1)-fache Entartung. 

Berücksichtigt man jetztnoch die schwache Wechselwirkung des Spins mit 
dem Magnetfeld der Bahnströme, so wird die Zustandsenergie außerdem 
noch von der Richtung des Spins 8 gegenüber dem Bahndrehimpuls ın ab- 
hängen. Wir führen hier die Berechnung dieser Wechselwirkung nicht durch, 
da die Korrektur für die Wechselwirkung zwischen Spin und Bahnbewegung 
von der gleichen Größenordnung ist wie die Korrektur, die aus der Abhängig- 
keit der Elektronenmasse von der Geschwindigkeit folgt. Die richtige Aus- 
rechnung der Niveauaufspaltungfordertalsoindiesem Falleeinerelativistische 
Gleichung für die Elektronenbewegung, deren Behandlung über den Rahmen 
dieses Lehrganges hinausgeht.!) Wir begnügen uns mit einer qualitativen 
Analyse dieser Aufspaltung und der Abschätzung ihrer Größe. Das magne- 
tische Moment, des Elektrons bewegt sich im Feld 9, des Bahnstroms. Seine 
Energie ist in diesem Feld gleich 

JE = MD: (65, 5) 

Die Größe des Magnetfeldes $, können wir als das Magnetfeld eines den 
Bahnströmen äquivalenten Dipols, d.h. eines Dipols mit dem Moment M, 
auffassen. Dieses Feld ist?) 

3NMr-r M, 


9 = ur 2 7,’ (65, 6) 


worin t der die beiden Dipole M, und Dt, verbindende Radiusvektor ist. Da 
M 
uns nur die Größenordnung von AE interessiert, so können wir H, = u 


annehmen, worin a eine Länge von der Größenordnung inneratomarer Ab- 
stände (10-3 cm) ist. Dann folgt 


} M,M 
adE= - cos(M,; 9). (65, 7) 


1) Siehe [16]. Die Berechnung der Aufspaltung bringt [4]. 
2) Siehe z. B. [56]. 
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Die Momente M,, M, sind der Größenordnung nach gleich dem BoHRschen 
Magneton (9. 10-2! cgs-Einheiten), und cos (Mt, 9) kann infolge der Eigenschaf- 
ten des Spins nur zwei Werte (+1) annehmen (je nachdem, ob er mit dem 
Feld 5, oder diesem entgegengesetzt gerichtet ist). Setzen wir die Zahlen- 
werte in (65, 7) ein, so erhalten wir für AE = +8.10"17 erg. Diese Größe 
ist klein im Vergleich zu den Energieunterschieden zwischen den Niveaus, 
die sich durch die Zahlen rn, 2 voneinander unterscheiden, und daher liegen 
die entstehenden neuen Spektrallinien nahe beieinander. Für das in $58 er- 
wähnte Dublett des Na (Linien 5896 Ä und 5890 Ä) ist AZ = 2,8.10"15 erg. 

Die Multiplizität der Spektrallinien läßt sich also durch die Richtungsunter- 
schiede des magnetischen Spinmomentes gegenüber dem inneren Magnetfeld des 
Atoms erklären. 

Aus dem Dargelegten geht hervor, daß bei Atomen mit nur einem Leucht- 
elektron nur Dubletts (Doppellinien) entsprechend den beiden Richtungen 
des Elektronenspins möglich sind. Diese Schlußfol- 
gerung aus der Theorie wird durch die Spektraldaten 
vollauf bestätigt.!) 

Wenden wir uns jetzt der Numerierung der Atom- 
niveaus unter Berücksichtigung der Multiplettstruk- 
tur zu. Bei der Berücksichtigung der Wechselwirkung 
zwischen Spin und Bahn besitzt weder das Bahnmo- 
ment m noch das Spinmoment 3 im Zustand mit einer 
bestimmten Energie einen bestimmten Wert (sie sind 
nicht mit dem HAMILToNoperator vertauschbar). Nach 
der klassischen Mechanik hätten wir eine Präzession 
der Vektoren m und 3 um das Gesamtmoment 

PR Abb. 45 

FURTH, (85.8) Die Addition des Spin- 
wie dasin Abb.45 gezeigt wird.?) Das Gesamtmoment und des Bahnmoments 
bleibt dabei konstant. Entsprechendes gilt auchin der undihre Präzession um 
Quantenmechanik. Bei Berücksichtigung der Spin- die Richtung = 
wechselwirkung besitzt nur das Gesamtmoment jim des Gesamtmoments j 
Zustand mit einer gegebenen Energie einen bestimm- 
ten Wert (es ist mit dem HamıtTonoperator H vertauschbar). Daher hat bei 
Berücksichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung die Klassifizierung nach 
den Werten des Gesamtmoments j zu erfolgen. 

Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, wird das Gesamtmoment nach 
den gleichen Regeln wie das Bahnmoment gequantelt. Führt man nämlich 
die Quantenzall 5 ein, die das Gesamtmoment i bestimmt, so gilt 


P=Pjü+D, (65, 9) 
und die Komponente von jin einer willkürlichen z-Richtung besitzt den Wert 
= hm, (65, 10) 


1) Näheres siehe [24]. 
#2) Einzelheiten über die halbklassische Theorie siehe [11]. 
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wobei 


j=1+], 1-5 (65, 11) 


ist, wenn das Spinmoment zum Bahnmoment parallel, und 
j=ll—1l (65, 12) 


wenn beide zueinander antiparallel sind. Ähnlich ist die Quantenzahl m,, die 
die Projektion von j auf die z-Richtung bestimmt, gleich 


1 
m,=m+m, m=+ 7 (65, 13) 


Da !, m ganze und /,, m, halbe Zahlen sind, so ist 


e 135 1 3 a 
I aan ee ee (65, 14) 


Der Energieterm wird je nach der Richtung des Spins verschieden sein, und 
zwar verschieden fürj=1!+ 5 und j=1- = Daher müssen in diesem Fall 
die Energieniveaus durch die Werte der Hauptquantenzahl n, der Bahnzahl l und 
der Zahl j charakterisiert werden, die das Gesamtmoment bestimmt, d.h., in 
diesem Fall ist 

E = Er: (65, 15) 


Die Wellenfunktionen werden von der Spinvariablen s, abhängen und für 
verschiedene j verschieden sein: 


Yarymı = Yayymı (N; 95 9 8,)- (65, 16) 


(In diesem Fall werden die Variablen r, d, @ und 8, nicht separiert.) Die 
Energieniveaus liegen bei gegebenem / und verschiedenem j nahe beieinander, 
denn es handelt sich hier um den Unterschied in der Wechselwirkungsenergie 
zwischen Spin und der Bahnbewegung bei zwei verschiedenen Spinrichtungen. 
Die vier Zahlen n, I, j und m, können folgende Werte annehmen: 


nal, (65, 17) 
0<slsn-—l, (65, 17’) 
je1r+ oder -U,- = (65, 17”) 
—-jismsij. (65, 17”) 


Die Größe des Bahnmoments ! wird (wie wir bereits erklärten) in der Spek- 
troskopie durch Buchstaben gekennzeichnet: 


st=0), pl=l), dli=2), fil=3),... 
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Die Hauptquantenzahl n wird vor den Buchstaben gesetzt. Rechts unten wird 
die Zahl j angegeben. Das Niveau (der Term) mit .B.n =3,1=1,j= : 
wird daher wie folgt bezeichnet: 3p,. Mitunter wird noch ein Zeichen hinzu- 


gefügt: 32p F% Die Zweilinks oben zeigt an, daß der Term 327, zu den Dubletts 


(Doppelterms) gehört. Im Fall eines einzigen Leuchtelektrons ist diese An- 
gabe überflüssig, da dann alle Niveaus Dubletts sind) =1+ l,undj = |l—1,|, 


ausgenommen natürlich die s-Niveaus, 
wol=0). 

Bei der Untersuchung des Heliums wer- 
den wir einer komlizierteren Multiplett- 
struktur begegnen. Dort bestehen infolge 
der Existenz zweier Elektronen einfache 
Terme (Singuletts) und dreifach aufge- 
spaltene Terme (Tripletts) (s.$ 122). Um 
diese Fälle zu unterscheiden, wird der die 
Multiplizitätdes Niveausangebende Index 
beibehalten. Das Niveau also, das nach der 
üblichen Methode (65, 15) mit E,, 1} be- 
zeichnet wurde, wird spektroskopisch durch 
329, gekennzeichnet. 


Auf Abb.46 ist das Schema der Niveaus 
eines wasserstoffähnlichen Atoms (d.h. 
eines Atoms mit einem Leuchtelektron) 
wiedergegeben unter Berücksichtigungder 
Multiplettstruktur. Dort sind auch die 
Quantenzahlen und die spektroskopischen 


2,54EV 
25, —T—(23);7-2,10,j°3 


1 
n j 
j 
ı 
22P,, — (2p);n-2,1-7,j=2 
m, (ep);n-2,1nj-3 
2 t 
\ 


en 
2 j 
5 j 


I 
Fe) n=7, 1=0,j=3 


v 


Abb. 46. Die Multiplettstruktur des 
2»-Terms des Natriumatoms. (Die 
Linien 5889,963 A und 5895,30 A bil- 
den das bekannte Natriumdublett, 
die gelben Linien D, und D,.) Der 2s- 
Term ist von den 2»-Termen weit 
entfernt, wie das in wasserstoffähn- 


lichen Atomen sein muß 


Bezeichnungen angeführt. 
(die |p|-Entartung ist aufgehoben) 


Zu jedem der untersuchten Niveaus, „, 
gehören 25 + 1 Zustände, die sich durch 
die Zahl m,, d.h. durch die räumliche Richtung des Gesamtdrehimpulses 
unterscheiden. Nur bei Anlegen eines äußeren Feldes können diese zusam- 
menfallenden Niveaus getrennt werden (s. die Theorie des zusammenge- 
setzten ZEEMAN-Effekts, $ 74). Bei Abwesenheit eines solchen Feldes haben 
wir eine (2j + 1)-fache Entartung. So besitzt der 2s,-Term eine zweifache 


Entartung, d.h., es gibt zwei Zustände, die sich durch die Spinrichtung unter- 
scheiden. Der 29 Fi -Term besitzt eine vierfache Entartung entsprechend den 


Richtungen von j: 
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8 66. Problemstellung 


Nur in sehr wenigen Fällen läßtsich die Aufgabe der Bestimmung von Energie- 
niveaus (d.h., die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Energieoperators H 
sind aufzufinden) mit Hilfe der in der Mathematik bekannten Funktionen 
lösen. Für die meisten Probleme der Atommechanik gibt es keine so einfachen 
Lösungen. Daher sind die sehr oft vorkommenden Fälle von besonderer Be- 
deutung, wo das fragliche Problem auf ein einfacheres mit den bekannten 
Eigenwerten ES und Eigenfunktionen y? zurückgeführt werden kann. Diese 
Möglichkeit ist in jenen Fällen gegeben, wo der Energieoperator H des zu 
untersuchenden Systems sich nur wenig von dem Operator H® eines ein- 
facheren Systems unterscheidet. 

Die genaue Bedeutung des Ausdrucks ‚‚die Operatoren unterscheiden sich 
nur wenig“ wird aus dem Folgenden klar werden. Jetzt führen wir die Fälle 
auf, die in den Kreis der angenähert lösbaren Aufgaben gehören. 

Nehmen wir an, wir kennen die Wellenfunkticnen und Energieniveaus der 
Elektronen, die sich im Atom bewegen. Uns interessiert, wie sich die Energie- 
niveaus und Wellenfunktionen ändern, wenn wir das Atom in ein äußeres 
elektrisches oder magnetisches Feld bringen. 

Die bei den Experimenten erreichbaren Felder sind meist klein im Vergleich 
zum inneratomaren CouroMgfeld.!) Die Wirkung des äußeren Feldes kann 
als kleine Korrektur oder, wie wir uns ausdrücken werden, als ‚Störung be- 
trachtet werden (dieser Ausdruck ist der Himmelsmechanik entlehnt und 
wurde ursprünglich angewandt, um den von einem Planeten auf einen anderen 
ausgeübten Einfluß zu bezeichnen). Auf gleiche Weise können auch die schwa- 
chen Wechselwirkungen der Elektronen innerhalb des Atoms, z.B. die ma- 
gnetischen, in manchen Fällen aber auch die CouLomgschen Wirkungen er- 
faßt werden. Die allgemeinen Lösungsmethoden für solche Aufgaben bilden 
den Gegenstand der Störungstheorie. 

Wir beschränken uns vorläufig auf die Untersuchung solcher Fälle, wo der 
Energieoperator H ein diskretes Spektrum besitzt. Der gegebene HaMILTon- 
operator H sei gleich 

H=H,+W. (66, 1) 


1) Im Falle des elektrischen Feldes lassen sich mit den inneratomaren vergleichbare 
Felder erzielen. Vgl. $ 101. 
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Den Zusatz W betrachten wir als klein und bezeichnen ihn als Störungs: 
energie (oder zuweilen kurz als Störung). Ferner nehmen wir an, daß die 
Eigenwerte ES des Operators H® und seine Eigenfunktionen y! bekannt sind, 


so daß Hy! = EOy2. (66, 2) 


Unsere Aufgabe besteht darin, die Eigenwerte E, des Operators H und seine 
Eigenfunktionen zu finden. Diese Aufgabe läuft, wie wir wissen, auf die 
Lösung der SCHRÖDINGERgleichung 


Hy= Ey (66, 3) 
hinaus. 

Die Gleichung (66, 3) unterscheidet sich von der Gleichung (66, 2) nach 
(66, 1) durch ein Glied Wy, das wir als klein annehmen. 

Für die angenäherte Lösung der Aufgabe durch die Methode der Störungs- 
theorie schreibt man zunächst die Gleichung (66, 3) in einer Darstellung, in 
der man als unabhängige Variable die Eigenwerte E? des Operators H® wählt, 
d.h., man nimmt die Gleichung (66, 2) in der ‚#%“-Darstellung. Waren der 
Operator fl (66, 1) und damit die Gleichung (66, 3) ursprünglich, wie das 
meist der Fall ist, in Koordinatendarstellung gegeben, so müssen wir aus 
dieser Darstellung zur ‚E%‘-Darstellung übergehen. Dabei schreiben wir, wie 
oben, nur eine Koordinate’x hin. Wenn nötig, kann man unter x eine beliebige 
Zahl von Variablen, ebenso wie unter dem Index n der Wellenfunktion y, 
eine Reihe von Quantenzahlen verstehen. Die Eigenfunktionen des Operators H® 
seien in der Koordinatendarstellung (,z‘‘-Darstellung) yI,(x). Wir ent- 
wickeln die gesuchte Funktion y(z) nach den Funktionen y!(z) 


y(e)= 2 nYalz). (66, 4) 


Dann bildet die Gesamtheit aller c, die Funktion y in der „EZ%‘-Darstellung. 
Setzen wir (66, 4) in die Gleichung (66, 3) ein, multiplizieren wir sie mit 
yo*(x) und integrieren über x, so erhalten wir 


ZH ann = Eon: (66, 5) 
worin H „„ das Matrixelement des Operators H in der „EV“-Darstellung ist: 
Han = [wi Hyd de. (66, 6) 


Die aus den Elementen H „„ gebildete Matrix ist der Operator Hin der „E*- 
Darstellung. Berücksichtigen wir (66, 1) und (66, 2), so bekommen wir 


Hm = [yi* (H° + W) yl da 
= [nt Hoya-da + [yar- Wunde = Eiönn + Wan 
worin W „„ das Matrixelement der Störungsenergie in der ‚‚E%‘- Darstellung 
a Wun=/[yit-Wyl-de. (66, 7) 
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‚Die aus den Elementen W „ gebildete Matrix ist der Operator W in der 
gleichen Darstellung. Setzen wir (66, 6’) in (66, 5) ein, so erhalten wir 


DtE Oi + Wu) „= Ec„ (66, 8) 
oder n 
[EL + W um - Een +3 Wann = 9; (66, 9) 
n+m 


worin n beifestem m alle Indexwerte der ungestörten Eigenfunktionen durch- 
läuft. ; 

Bisher haben wir von der Voraussetzung, daß die W „„ klein sind, noch 
keinen Gebrauch gemacht, d.h., die Gleichung (66, 9) ist exakt. Die Aufgabe 
der Störungstheorie besteht darin, die Voraussetzung von der Kleinheit der 
Größen W „„ zu verwerten. Um den Grad der Kleinheit von W deutlich zu 


machen, setzen wir an: 
W=/w, (66, 10) 


worin / ein kleiner Parameter ist. Bei A = 0 geht der Operator Hin den 
Operator H° über. Die Gleichung (66, 9) wird dann 


[EL + um - Elm + AB Un = 0. (66, 11) 
n-pm 


Wir wollen sie nach Potenzen von A entwickeln, wobei wir A als kleine Größe 
betrachten. Bei A = 0 erhalten wir aus (66, 11) einfach die Gleichung (66, 2) 
in der „„E%“.Darstellung: ö 
(E, — E)c„=0 (66, 12) 
mit den Lösungen 

ye— Bi @=1. (66, 13) 


Bei kleinen Werten von A ist natürlich zu erwarten, daß die Lösungen der 
Gleichungen (66, 11) in der Nähe der Lösungen der Gleichungen (66, 12), 
d.h. nahe (66, 13) liegen werden. Wir können diese Voraussetzung berück- 
sichtigen, indem wir die Eigenfunktionen c,, der Gleichung (66, 11) und ihre 
Eigenwerte E, als Reihen nach Potenzen von A darstellen: 


alt ++... (66, 14) 
und 
EB„=E®+AE® +RE® +... (66, 15) 


Bei A = 0 gehen (66, 14) und (66, 15) in (66, 13) über, wobei E „gleich 20 sein 
muß. Es zeigt sich, daß die Lösung der Gleichungen (66, 11) wesentlich davon 
abhängt, ob die Zustände des Systems H® entartet sind oder nicht. Sind sie 
entartet, so gehören zu jedem Eigenwert EQ mehrere Eigenfunktionen yS,, 
sind sie nicht 'entartet, nur eine Funktion. Diese beiden Fälle wollen wir jeden 
für sich untersuchen. 
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8 67. Die Störung bei fehlender Entartung 


Jedem Eigenwert ES einer nicht gestörten Gleichung (66, 2) möge nur eine 
Eigenfunktion y? und dementsprechend eine Amplitude c? zugehören. Setzen 
wir in die Gleichung (66, 11) die Reihen (66, 14) und (66, 15) ein und fassen 
wir die Glieder mit gleichen Potenzen zusammen, dann bekommen wir 


IE) — EOJc® + A tlw.m — ER] cd + [EI— EO]ch + Wn a) 
n*Em 
+ 12 (Wo, m ze E®] ci = E® ci (67, 1) 
+ [ES — BO] + Zu +0. 
na+m 
In dieser Darstellung kann man die Gleichung (65, 11) leicht mit der Methode 


der sukzessiven Approximation lösen. Wir erhalten die nullte Näherung, wenn 
wir A = 0 setzen. Dann ist 


[E%, — E09] ® =0, m=1,2,3,...,k,... (67, 2) 


Das ist die Gleichung für das nichtgestörte System H°. Nun interessiert uns 
die Änderung des Niveaus E? und der Eigenfunktion y? unter dem Einfluß 
der Störung W. Dazu wählen wir aus (67, 2) die Lösung mitm = k: 


EO=E, ®=86,;; (67, 35 


d.h. alle c@® = 0, mit Ausnahme von c{® =]. 

Die Lösung (67, 3) bezeichnen wir als Lösung in der nullten Näherung. Wir 
setzen diese Lösung in (67, 1) ein und finden die erste Näherung. Die Sub- 
stitution ergibt 


Alm — E] One + (Em — Ei) cm + wunönı + 0A) = 0, (67, 4) 


worin O(42) alle Glieder der Ordnung 4? und höher bezeichnet. Wenn wir uns 
auf die erste Näherung beschränken, können wir diese Glieder als klein an- 
nehmen und fortlassen. Dann erhalten wir 


[mn 2 a + I +23 Um nIm=0. (67,4) 
Wählen wir aus diesen Gleichungen diejenige mit m = k, so bekommen wir 
Wr - E” =0. (67, 4”) 

Daraus finden wir die Korrektur für E? in der ersten Näherung: 
E® — wa. (67, 5) 


Aus den Gleichungen mit m + k finden wir die Korrekturen für die Amplitu- 
den cW. Aus (67, 4’) erhalten wir beim + k 


(BL - Ei) +w,=0. (67, 4") 
259 


XI. DIE STÖRUNGSTHEORIE 


Daraus folgt 


w 
Mm: m+k. (67, 6) 


cd — 


Jetzt suchen wir die zweite Näherung. Dazu müssen wir die Glieder mit A? be- 
rücksichtigen. Setzen wir die erste Näherung (67, 5) und (67, 6) in (67, 1) ein, 
so finden wir 


w 
»| (Bm — Wer) Nm — ER dr + (Eu — Ei) ch 
„ m 


Wy: 
+ Dw "x 
nr M—-E 


(67,7) 
+ 0(2°) =6, 


worin mit 0(3) alle Glieder gleicher oder höherer Ordnung als A3 bezeichnet 
sind. Vernachlässigen wir diese Glieder, so erhalten wir die Gleichung zur Be- 
stimmung von E'® und c!? (zweite Näherung.) Dabei wird Gleichung (67, 7) 
mitm=k 


w 
_— E%& El. =—d, 67,7) 
ee 


Daraus finden wir die Korrektur für die Energie in zweiter Näherung: 


E®a — == Wen Wnk 


nk 67, 8 
=2,M_ m en 


Aus den Gleichungen mit m + k finden wir 


ee 


B—— 


Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden, wobei man zu immer genaueren 
Näherungen gelangt. Wir begnügen uns mit der zweiten Näherung und schrei- 
ben das Ergebnis auf. Nach (66, 15), (66, 14) und (67, 3), (67, 5), (67, 6), (67, 8) 
und (67, 9) haben wir 


u BE SE 


Wk 


mI-m, 


a 


to), (67, 10) 


G= L; „= A 
(67, 11) 


VW nn nk an 


- 2 IE) (MEN) TE, — Ey 


2 +0(2). 


Aus diesen Formeln ist zu ersehen, daß die Voraussetzung der Kleinheit 
des Operators W im Vergleich zu H° bedeutet, daß auch das Verhältnis 


Aw, 


gear |<h ntm (67, 12) 
Rn Ey 
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klein ist. Bei Erfüllung dieser Bedingung sind die Korrekturglieder in (67, 10) 
und (67, 11) klein, und die Eigenwerte E, des Operators H und seine Eigen- 
funktionen c,„(k) liegen nahe bei den Eigenwerten und Eigenfunktionen des 
Operators H°. Die Bedingung (67, 12) ist die Voraussetzung für die Anwend- 
barkeit der Störungstheorie. Auf Grund von (66, 10) kann diese Bedingung 
auch folgendermaßen geschrieben werden: 


| er 


En — Eu 


worin W „„ die Matrixelemente des Störungsoperators sind. 
Unter Verwendungvon (66, 4) und (67, 6) sowie (67, 5) lautet unsere Lösung 
in der ‚„‚x“-Darstellung 


W 
=D mn mat (67, 14) 


<1l, n#m, (67, 13) 


E=EB+Wat, Wua=lyft-Wyl-de. (67,15) 


Aus der letzteren Formel ist ersichtlich, daß die Korrektur für die Niveaus in 
erster Näherung gleich ist dem Mittelwert der Störungsenergie im ungestörten 
Zustand (y}). 

Aus der Bedingung (67, 13) für die Anwendbarkeit der Störungstheorie geht un- 
mittelbar hervor, daß der Erfolg der Näherungsrechnung davon abhängt, welches 
Energieniveau wir berechnen. So drückt sich z.B. im CouLomsfeld der Energieunter- 
schied benachbarter Niveaus durch die Formel 

1 1 ) +2»=:l 
n (mtl) m! 


aus. Bei kleinen n kann diese Größe bedeutend größer als Wn,n+1ı sein. Für große n 


B- Eis = il 


1 
dagegen nähert sie sich Null wie er und die Bedingung (67, 13) kann nicht mehr erfüllt 


werden. Die Methode der Störungstheorie kann sich also bei der Berechnung der Kor- 
rektur für niedrige Energieniveaus als brauchbar, für hohe aber als ungeeignet heraus- 
stellen. Dieser Umstand darf bei der Anwendung der Störungstheorie auf konkrete 
Probleme nicht übersehen werden. 

Ferner gibt es einige Sonderfälle, bei denen die Bedingung (67, 13) zwar erfüllt ist, 
aber die Quantenzustände der Systeme H und H® sich trotzdem wesentlich voneinander 
unterscheiden. Es handelt sich hier darum, daß die Störungstheorie W eine Form be- 
sitzen kann, durch die sie das asymptotische Verhalten der potentiellen Energie U (x) 
wesentlich verändert. Nehmen wir an, ein harmonischer Oszillator wird der Störung 
W = Az? unterworfen. Die SchRöDIngergleichung lautet dann 


MR dy mo 
2 da? 7 


Bei A = 0 erhalten wir die Gleichung für einen harmonischen Oszillator mit dem dis- 


ap +Azdy = Ey. (67, 16) 


1 
kreten Energiespektrum EZ, =hw, (r + 3) . Die Matrixelemente der Störung 


Wis = A) mn 
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können bei kleinem Aim Vergleich zu E„ — En = hw,(m — n) beliebig klein sein. Trotz- 
dem besitzt die Gleichung (67, 16) bei jedem A ein kontinuierliches Spektrum und nur bei 
A=0 ein diskretes Eigenwertspektrum.. Denn die potentielle Energie U(z) = u w5r?/2 
+42? zeigt die in Abb.47 wiedergegebene Form. Bei jedem Wert von E wird für 
große negative z-Werte U(z) < E,d.h.,der asymptotische Wert der potentiellen Energie 
ist kleiner als E. Das Energiespektrum muß daher kontinuierlich sein. 
Welchen Sinn haben in diesem Fall die angenäherten Funktionen y,(z) und Niveaus 
E,„ die wir aus y% und E9, mit der Methode der Störungstheorie unter Benutzung der 
Kleinheit des Parameters errechnen können? Es 
U) zeigt sich, daß die für kleine Anach der Methode 
der Störungstheorie gefundenen Funktionen 
y„(z) dadurch gekennzeichnet sind, daß sie in 
der Nähe der Potentialmulde U(z) groß und 
außerhalb von ihr klein sind. In Abb. 48 ist 
die Kurve der potentiellen Energie U(z) aus 
Abb.47 noch einmal aufgetragen, außerdem das 
Quadrat des absoluten Betrages der Wellen- 
funktion |y(z) |?. Abb.48a entspricht dem Fall, 


Abb. 47. Die Kurve daß die Energie E = E, > EY, ist. Ist jedoch die 
der potentiellen Energie Energie E nicht gleich Z,„, dann nimmt die 
(die gestrichelte Kurve) Funktion y;(z) in der Entfernung vom Poten- 


tialtopf zu (s. Abb. 48b). Im ersten Fall können 
wir sagen, daß die Teilchen sich in der Nähe der Gleichgewichtslage x = 0, gewissermaßen 
„im Atom“, befinden. Im zweiten Fall befinden sie sich vorwiegend außerhalb des- 
selben, unendlich weit entfernt. Stationäre Zustände können in diesem Fall nur dann 
auftreten, wenn sowohl ins Unendliche fortgehende wie auch aus ihm kommende Wellen 
existieren, so daß der durch eine um das Atom gelegte Oberfläche fließende Teilchenstrom 


3 
Abb.48. Die potentielle Energie U (z) = e— x? +4A2° und die Wahrscheinlichkeits- 


dichte |y® a,für2=E,, b, fürr2 +E, 


gleich Null ist. Dieser Fall bietet wenig Interesse. Häufiger hat man es mit dem Fall zu 
tun, wo nur eine auslaufende Welle vorhanden ist (s. $ 99), Dann existieren überhaupt 
keine stationären Zustände. 

Stellt man die Bedingung, daß nur eine auslaufende Welle vorhanden ist, dann be- 
schreiben die durch die Methode der Störungstheorie gefundenen Funktionen y,(x) das 
Verhalten der Teilchen nur innerhalb einer beschränkten Zeit. Aber diese Zeit kann in 
Wirklichkeit sehr lang sein, und zwar um so länger, je geringer der Wert des Parameters A 
ist. Zustände dieser Art y,„(z) und die ihnen entsprechenden Niveaus E%, werden wir als 
quasistationär bezeichnen. 
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8 68. Die Störung bei bestehender Entartung 


In der Mehrzahl der praktisch wichtigen Aufgaben haben wir es mit dem Fall 
der Hntartang zu tun, wenn im ungestörten Byalom (HP) zum ABgenweLt 
E = E% nicht ein Zustand yf, sondern mehrere, y},, yia, ..., Ylas ..., YOy, 
gehören. Wirkt jetzt eine Störung W ein, so läßt ‚Sich ohne besondere Unter- 
suchung nicht sagen, welche der Funktionen y2, die nullte Näherung der 
Eigenfunktionen des Operators H = H, + W darstellen wird. Wir können 


dann an Stelle der Funktionenreihe y!,, ..., v0, ..., Y%,, die zum Eigenwert 
E? gehören, neue Funktionen 9%, P93, ..., Pas -.., P%ynehmen, die aus den 
ersteren durch eine unitäre Transformation hervorgehen: 
u 
oa = an yan, (68, 1) 
1 
© 0,055 = Öse. . (68, 2) 


Die Funktionen 9%, sind als lineare Kombination der Funktionen y}, eben- 
falls Lösungen der SCHRÖDINGERgleichung 


H%p, — Bis (68, 3) 


die zum Eigenwert E} gehören, und werden unter der Zusatzbedingung (68,2) 
orthogonal sein, wenn die Funktionen y?, orthogonal sind. Die Funktionen 
o%, sind daher ebenfalls mögliche Funktionen der nullten Näherung, wobei 
esjedoch unbekannt ist, welche Koeffizienten a,; zu nehmen sind, um die rich- 
tige nullte Näherung zu erhalten. 

Zur Beantwortung dieser Frage benutzen wir die Gleichung (66, 9). Wir 
müssen sie aber jetzt modifizieren. Bei vorhandener Entartung besitzen die 
Eigenfunktionen des Operators mindestens zwei Indizes (n, «). (66, 4) muß 
daher genauer gefaßt, der Index n durch zwei Indizes n, & ersetzt werden. 


Dann erhalten wir 
y(z) = na Yha le). (68, 4) 
°n 


Auf Grund dieser Gleichung nimmt Gleichung (66, 9) (indem wirn durch n, &; 
m durch m, ß ersetzen) folgende Form an: 


[ES + Wunß,me ze E) Cm + ED Wmb,naCna =(, (68, 5) 
mßFrn,a 
worin 
Wapna = [yna Wyla de (68, 6) 


das Matrixelement der Störungsenergie ist, das man aus (66, 7) durch Ein- 
führung von neuen zusätzlichen Quantenzahlen erhält, die den Zustand nume- 
rieren. ES, ist die Energie des m-ten Energieniveaus für den nichtgestörten 
Zustand. Diese Energie hängt nicht von der Quantenzahl « ab (Entartung). 
Es seien jetzt das Energieniveau E, des gestörten Systems, das nahe bei 
ER liegt, und die entsprechenden Eigenfunktionen y;.(2) gesucht. Wir be- 
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schränken uns bei dieser Aufgabe auf die erste Näherung für die Niveaus und 
die nullte Näherung für die Funktionen. 

Bei fehlender Entartung nahmen wirfür die Funktionen der nullten Nähe- 
rung an, daß sie mit den nichtgestörten identisch sind. Dementsprechend war 
c9) = 1 und die übrigen gleich 0. Das läßt sich bei vorhandener Entartung 
im allgemeinen nicht mehr erfüllen, denn wenn wir die Störung W in der 
nullten Näherung fortlassen, so erhalten wir aus (68, 5) 


(EI Ey =0. 


Daraus ergibt sich 5 + 0 für E = ER}. Das gilt aber nicht mehr nur für ein 
einziges c,s, sondern für alle zum Eigenwert Ef} gehörenden, nämlich c,; für 
ß=12,..., f. Somit ist bei der nullten Näherung nicht eine Amplitude, son- 
dern eine ganze Gruppe von Null verschieden. Die richtige nullte Näherung 
für die Funktionen des k-ten Niveaus wird daher sein: 


Ga cO(+0), nn 
c®=0 (n+h). 


In dieser Näherung nehmen wir aus dem Gleichungssystem (68, 5) diejenigen 
Gleichungen, die von Null verschiedene c;. enthalten: 


[ER + Wipes — Elch + ZW iB.ka M=0. (68, 8) 


Da wir uns mit der nullten Näherung für das k-Niveau begnügen, können 
wir den Index k weglassen (und nur im Gedächtnis behalten), wobei wir fest- 
setzen: 


(68, 7) 


Was = Wipra = [ih Wyl. de, (68, 9) 
de =, «=1,2,...,f- (68, 9’) 


Dann erhalten die Gleichungen (68, 8) folgende Form: 
Se 
[B+ Ws —- E33 +3 W.c9=0, B=12,..,.- (68, 10) 
aß 


Bei Z% haben wir den Index k beibehalten, um hervorzuheben, daß es sich um 
die Gruppe der f,-Zustände handelt, die zum Niveau E? gehören. 

Damit die Gleichungen (68, 10) von Null verschiedene Lösungen haben, 
muß die Determinante des Systems (68, 10) Null sein, d.h. 


EB + Wı-# Wis ... Wıy 


AU ei =0. (68, 11) 


[Du Da Ser Su Sr Sr Be er er Ser a ur a ar Bar er Ser a Sr er er er Sr er er er a er er Br Ze Zr u 


We ER 


Das ist eine algebraische Gleichung vom Grade f, zur Bestimmung von E. 
Sie wird oft Säkulargleichung genannt!). Aus ihr erhalten wir f, Wurzeln: 


E = Erı, Era: + Bros +.» Bip- (68, 12) 
2) Diese Bezeichnung ist der Astronomie entlehnt. 
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Da die Matrixelemente W;, als klein angenommen werden, werden diese 
Wurzeln nahe beieinander liegen. Wir kommen folglich zum wichtigen Er- 
gebnis: Ein entartetes Niveau (E}) zerfällt unter dem Einfluß einer Störung in 
eine Reihe eng benachbarter Niveaus (68, 12). Die Entartung wird also auf- 
gehoben. Sind einige der Wurzeln (68, 12) einander gleich, so wird die 
Entartung nur zum Teil aufgehoben. 

Für jede der Wurzeln E,, (68, 12) erhalten wir für die Amplituden c/” eine 
Eigenlösung aus der Gleichung (68, 10). Um zu betonen, daß die Lösung 
a, PD, ...,c®, ...., c'; zum Niveau Z,, gehört, führen wir in ci’ einen wei- 
teren Index « so ein, daß die Lösung der Gleichungen (68, 10) für E/.. folgende 
Form annimmt: 


E=Ei, c=N,9,., dc, a=lh2,...,fr (68, 13) 


Würden wir außerdem noch den Index k festhalten, so wäre für c‘® die voll- 
ständige Numerierung ci%,. Die Gleichung (68, 13) ist (in nullter Nä- 
herung) die angepaßte Wellenfunktion des Operators H in der ‚E“-Dar- 
stellung. In der ‚‚2*‘-Darstellung schreibt sich die Lösung (68, 13) wie folgt: 


Ik 3 
Pr a = Yis(z). (68, 13°) 


Somit gehört jetzt zu jedem Niveau E = E,, eine Eigenfunktion ,., die 
die Funktion der nullten Näherung für das gestörte System (H) ist. 

Der Unterschied zwischen den Funktionen (68, 13’) und (68, 1) liegt darin, 
daß in (68,1) die Koeffizienten a,,; [einschließlich der Orthogonalitäts- 
bedingung (68, 2)] willkürlich, die Koeffizienten c{% dagegen in (68, 13) be- 
stimmt sind. Folglich stellen die Funktionen der nullten Näherung 9;, einen 
Spezialfall der Funktionen des nichtgestörten Zustands g%, dar. Wir be- 
merken, daß man sich bei Berechnung der weiteren Näherungen leicht davon 
überzeugen kann, daß (67, 12) wieder die Bedingung für die Anwendbarkeit 
der Methode der Störungstheorie sein wird, die jetzt für den entarteten Fall 


die Form 
en, |Wmpna | & IE - Bil (68, 14) 
annimmt. 


Im $ 41 wurde gezeigt, daß die Aufgabe, die Eigenwerte und Eigenfunktionen eines 
beliebigen in Matrixform gegebenen Operators L zu finden, auf die Lösung der Glei- 
chungen (41,4) und (41,5) hinausläuft. Fassen wir in (41, 4) den Operator L als den 
Operator H der Gesamtenergie auf, so müssen wir im Falle der Entartung in (41,4) unter 
dem Index n zwei Indizes n und a, unter m ebenfalls zwei, m und f, verstehen. Als Er- 
gebnis erhalten wir aus (41, 4) die Gleichungen 


& Hmp,nacna = Ecmps (68, 15) 

an 

die mit (68, 5) übereinstimmen, da 
He, na En Ömnt Wins, na” (68, 16) 


Die Gleichung (41, 5), die dem System (41, 4) entspricht, erhält in unserem Fall eine 
etwas kompliziertere Form, da die Zeilen und Spalten der Matrix des Operators H durch 
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zwei Quantenzahlen n und & numeriert sind, und zwar haben wir /,„ verschiedene Werte 
von a für jedes n (f„-fache Entartung). Die Zahl /„ nimmt mit steigendem n zu. Für das 
erste Niveau /, = 1 wird der Ausdruck „Entartung“ nicht angewandt. 

Es ist nicht schwierig, die Elemente Hmp,na in eine Matrix zu ordnen. So kann man 
eine Spalte mit dem Paar (n, 1) und die folgenden mit (n, 2), (n, 3), ...., (2, f„), nume- 
rieren. Darauf folgen die Spalten mit den Nummern (n + 1,1), (n+1,2),... bis 
(n + 1, f„+1) usw. In ähnlicher Weise numerieren wir die Zeilen (m, 1), (m, 2), ..., (m, fm) 
usw. Beieiner solchen Numerierung der Matrixelemente Hmp,na kann die Gleichung für 
die Bestimmung der Eigenwerte E in folgender Form geschrieben werden [das ist dana 
die Gleichung (41, 5) für unseren Fall]: 


H,un- E H,, a1.'°.2'° A,y1arı Hy See H,yste--- 


(68, 17) 


Die in Rechtecke gefaßten Matrixelemente beziehen sich auf das gleiche Energieniveau, 
das im ersten Rechteck z.B. (ein Element) auf das Niveau k = |], im zweiten auf k = 2, 
im dritten auf das Niveau k. Vernachlässigen wir die Matrixelemente, die sich auf ver- 
schiedene Niveaus beziehen, d.h. die Elemente vom Typ Hyns,na(m + n) [diese Ele- 
mente sind nach (68, 16) gleich W,„,,,n.aJ, 0 vereinfacht sich die Gleichung (68, 17) und 
bekommt die Form 


(68, 18) 


869. DIE AUFSPALTUNG DER NIVEAUS BEI ZWEIFACHER ENTARTUNG 


Eine solche Matrix wird Stufenmatrix genannt. Ihre Determinante 4°(E) zerfällt in ein 
Produkt von Determinanten niedrigeren Ranges, und zwar!) 


AN Een a Aue 
Hay, gie: Hoyazlı —E 


2 ir: (68, 19) 


Hm 1°" Aysı, uf E 
Bezeichnen wir die zugehörigen Determinanten mit Ay,(E), so erhalten wir 
4°(E) = A,(E)- d,(E)... Ay(E)... =0. (68, 20) 


Die Gleichung (68, 20) wird befriedigt, wenn 47, (E) = 0 oder A,,(E) = 0 oder allgemein 
Ay(E) = 0. Die Wurzeln dieser Gleichungen geben in erster Näherung die Energie der 
ersten, zweiten und überhaupt der k-ten Stufe. Die Gleichung 

4y(E) =0 (68, 21) 
ist identisch mit der Gleichung (68, 11), die auf anderem Wege gefunden wurde. 

Wir erklärten im $ 41, daß die Aufgabe, die Eigenwerte eines Operators zu finden, 
gleichbedeutend mit der Aufgabe ist, seine Matrix auf Diagonalform zu bringen. Wir 
ersehen aus dem Besprochenen, daß das Verfahren zur Bestimmung der ersten Näherung 
darin besteht, die Matrixelemente, die sich auf verschiedene Niveaus beziehen, zu ver- 
nachlässigen. Damit wird die Aufgabe, eine unendliche Matrix in Diagonaiform umzu- 
formen, auf das Überführen endlicher Matrizen in Diagonalform [einzelner Matrizen 
in der Stufenmatrix (68, 18)] zurückgeführt. 


8 69. Die Aufspaltung der Niveaus bei zweifacher Entartung 


Wir untersuchen jetzt den Sonderfall, daß eine Entartung durch eine Störung 
aufgehoben wird, wenn das uns interessierende Niveau des ungestörten 
Systems zweifach entartet ist. Zum Eigenwert E% des Operators mögen zwei 
Funktionen, yf, und yf,, gehören (f, = 2). Zwei beliebige, aus y?, und y%, 
durch unitäre Transformation erhaltene Funktionen 9%, und p%, werden eben- 
falls zum Niveau EZ? gehörende Eigenfunktionen des Operators H? sein. Diese 
Transformation können wir in folgender Form [s. (68, 1)] schreiben: 


Pkı = Yıykı + hate: (69, 1) 
Pia = AyıYylı + MpaYpke- (69, 1) 
Um der Orthogonalitätsbedingung (68, 2) zu entsprechen, setzen wir an: 
a,= co8d.-e, a, =sind- ee", 
& : ia x | (69, 2) 
%ı = — sind -eiP, Gy, = code, 


1) Dieses Ergebnis erhält man sofort, wenn man die Determinante (68, 18) nach der 
üblichen Auflösungsregel auflöst (Multiplikation der Elemente mit den Minoren). 
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wobei 0 und f zwei beliebige Winkel sind. Somit stellen 
ob == cosH -e# we, + sin® - e-iß yo, 


p%s = — sin® . eiß . y I cosd . e-iß 5 vi, (69, 3) 


die allgemeinsten Ausdrücke für die Wellenfunktion dar, die dem zweifach 
entarteten Niveau EZ? angehören. 

Die Orthogonalität und Normierung dieser Funktionen kann man leicht 
unmittelbar überprüfen und sich auch davon überzeugen, daß die Koeffi- 
zienten a,, (69, 2) der Orthogonalitätsbedingung (62, 2) genügen. Setzt man 
in (69, 3) = 0 = 0, so kommt man zu den Ausgangsfunktionen y?,, y?, 
zurück. Nun möge eine gewisse Störung W einwirken. Die nullte Näherung 
wird sich durch Funktionen ausdrücken lassen, die Funktionen des nicht- 
gestörten Systems sind, d. h. durch Funktionen (69,1), und ihre Koeffizienten 
werden völlig bestimmt sein. Anders gesagt, die Werte der Winkel 0 und f 
werden von der Art der Störung W abhängen. Zur Ermittlung dieser Winkel 
suchen wir unmittelbar die Koeffizienten c, und c, in der Überlagerung 


pP = cıylı + C2YRe- (69, 4) 

Entsprechend der vorhin dargestellten Theorie bestimmen sich diese Koeffi- 
zienten aus den Gleichungen (68, 10), die in diesem Spezialfall die Form 
+ Wı-EZa+Wan=0, 
[+ Wa —- 2% + W.ca=0 

annehmen, worin W,,, Wis; Waı, Wa, die Matrixelemente der Störungs- 

energie sind: 


(69, 5) 


Wu = [wii Wyb de, (69, 6) 
Wa=/[vi- Wyl: de, (69, 6°) 
W.= MW} = /yi Wyi, de. (69, 8”) 


Die Säkulargleichung (68, 11) nimmt dann die Form 
Wı-e Wi2 
Wzı Wa-—e 
an, worin € die Korrektur der Energie des Niveaus k& ist: 
e=E-—E. (69, 8) 


Entwickeln wir die Determinante (69, 7) und lösen wir die so erhaltene 
quadratische Gleichung, dann erhalten wir zwei Wurzeln: 


A,(E) = =0 (69. 7) 


W,,+W Wr — Was)” 
a. Fa Pa Pt mu. (69, 9) 
Aus den Gleichungen (69, 5) finden wir 
c% W2 
a — 69, 10 
2) Wı-e 
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Nehmen wir an, daß ‚ 
Was lMalıe, (69, 11) 


und setzen wir in (69, 10) die erste Wurzel e, (mit + Vorzeichen) ein, be- 
kommen wir 


Eu 2iß 
= u a — = ctg6.e2, (69, 12) 
— 22 +) 11 : 227 +1 W„|® 
undfür die zweite Wurzel e, (mit — Vorzeichen) 
— 2iß 
I \Wısl ee‘ = —tg0-e2i#, (69, 12') 
% Wı-W2 - MW? +[W 1? 
2 4 5 


Dadurch erhalten wir folgende Lösungen (in der ‚‚x“-Darstellung): 


Wı+W Wıı- W)% 
EB, =B+: =: n+y! 11 z 22) +[Wol?; 


(69, 13) 
9x1 = 0080 - ef. yR, + sind -e if. Y%, 
no Wat Wa _1/ Wa Wal 
_.m 11 22 _ 11 He 2 
Ex — ER + p} ] u ur | + | W;al ’ (69, 13°) 
Pa = — sind eiP-yR, + cosd-erid- yR,, 
wobei 
td = Laer ‚ (69, 14) 
Wı-Wa _ Wir — Wo)? +] Wal? 
2 ) 4 1a 
t W 
ei — Bu 69, 15 
#1 = 


Sehr wichtig ist der Spezialfall 

Wı = Was: Wa Maı- (69, 16) 
Für diesen Fall haben wir 

Er, = EB + Wı+ Wi» 


1 
1777 Ya Y% (yhı + vr); (69, 17) 


Era z Er T Wı == Wis, 
1 ’ 
Hı= 7 2 (Yrı = Yo). ne 
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Die Transformation (69,3) ist eine Drehung. Wir können die unmittelbare geo- 
metrische Analogie erhalten, wenn wir # — 0 annehmen (das verlangt, daß W,. = W,.)- 
Dann sind die Koeffizienten a reell. Auch die Koeffizienten c sind reell. Statt (69, 4) 
können wir schreiben, wenn wir c, =£,t, = n setzen: 


Pe=tyitnp (69, 18) 
(den Index % behalten wir im Gedächtnis). Fordert man, daB 
ALm=l, (69, 19) 
dann ist der Mittelwert der Störungsenergie W im Zustand (69, 18) 
W= [ey + nv): W(Ey8 + my$)- de. (69, 20) 
Nach (69, 6) bekommen wir 
W=-Wı®+2Waen+ Warm. (69, 21) 


Diese Gleichung kann als Kurve zweiter Ordnung in der (£, n)-Ebene betrachtet werden. 
Der Mittelwert von W ist somit eine quadratische Form 
der Amplitud«n £, n, die den Zustand @ darstellen. 
Wir führen jetzt an Stelle des Koordinatensystems 
€,n neue Koordinaten £*, n’ ein, die sich von den vor- 
herigen durch eine Drehung um den Winkel 6 unter- 
scheiden: 
€E=cos0-E — sind: y, n=sind-E’+ cosd: 7. 
(69, 22) 
Nach Einsetzen in (69, 18) erhalten wir 


9=Fai+Tp, 
go? = c080- pi + sin - Y$, (69, 23) 
9 = — sind -yR + 080 y}. 


j Die Matrix W bezüglich der Funktionen 9 und p® 
Abb. 49 muß diagonal sein. Es gilt nämlich 


Die geometrische Darstellung Du ARE LJORe: PESERL 

der Überführung einer Matrix Wn S Me engen 
zweiten Grades W2= Hi 9*r.-Wo%-de= 5, (69, 24) 
in Diagonalform Wis - [pt*- Wo%-de = Wu =0. 


Der Mittelwert von W für den Zustand 9 wird sich daher in anderer Form darstellen : 
W=/[#-Wo-d=ai’ tens, (69, 25) 


d.h., mit den ueuen Variablen £’, n’ erhalten wir die mittlere Energie als eine auf die 
Hauptachsen bezogene Kurve zweiter Ordnung (Abb. 49). 

Die Aufgabe, die Matrix W auf Diagonalform zu bringen, ist also mit der geometrischen 
Aufgabe identisch, eine Kurve zweiter Ordnung auf Hauptachsen zu transformieren. Im 
allgemeineren Fall sind £ und n komplexe Größen, die Aufgaben sind also nicht identisch. 
Aber die Analogie bleibt bestehen, wenn man £ und n auch in diesem Falle als Punkt- 
koordinaten ansieht. 
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8 70. Bemerkungen über die Aufhobung der Entartung 


Wir zeigten, daß bei eingeschalteter Störung die Entartung des nichtgestörten 
Systems aufgehoben wird: Die zusammenfallenden Niveaus werden auf- 
gespalten. Wodurch ist diese Aufspaltung bedingt? Zur Beantwortung dieser 
Frage wenden wir uns vor allem den Ursachen der Entartung zu. 

Wir sahen, daß z. B. die Elektronenniveaus in einem Zentralfeld (22 + 1)- 
fach entartet sind (wenn man von der Spinentartung absieht). Diese Ent- 
artung wird dadurch verursacht, daß die Energie des Elektrons in einem 
Zentralfeld nicht von der Richtung des Bahndrehimpulses gegen das Feld 
abhängt. Mathematisch drückt sich das darin aus, daß der HAMILTONopera- 
torin diesem Fall Rotationssymmetrie besitzt. Und zwar bleibt der HAMILToN- 


operator h2 
Denn Ur) r=Jy®+y? +2) (70, 1) 


bei einer Drehung des Koordinatensystems, bei der die Koordinaten x, y, z 
in x’, y’, 2’ übergehen, unverändert. Denn im Fall einer Drehung gilt 


a+yP+@®=rtrty?4zt, (70, 2) 

0% 92 02 02 9° 
.,_ © 2 b N 
vgataatys Datratzer 0 


Letztere Gleichung ergibt sich am einfachsten mit v? = (v)?, denn v ist 
ein Vektoroperator, und das Quadrat eines Vektors ändert sich bei einer 
Drehung nicht. Somit ist 


H°(z,y,z) = H’(z', y', 2’). (70, 3) 


Besitzt die angelegte Störung keine Kugelsymmetrie, so wird die Energie des 
Elektrons von der Richtung des Drehimpulses abhängen. Dann tritt eine Auf- 
spaltung des Niveaus ein. Damit verliert die Gleichung (70, 3) für den 
Operator H ihre Gültigkeit. Dieses Beispiel zeigt, daß die Entartung mit einer 
gewissen Symmetrie des Feldes, ihre Aufhebung aber mit der Störung dieser 
Symmetrie verknüpft ist. 

Wir bringen noch ein Beispiel. Wir haben einen Oszillator in der x,y-Ebene, 
der sowohl für die x- wie für die y-Achse die gleiche Frequenz w, besitzt. Die 
SoHRÖDINGERgleichung lautet für einen solchen Oszillator: 


h2 (0° p op uo j 
(= “+ FF) + +MP=EP. (10,4) 
Der Hamiıtroxoperator bleibt in dieser Gleichung bei einer Drehung der 
Koordinaten um die z-Achse ungeändert. Er weist Rotationssymmetrie auf. 
Nach dem Gesagten ist also eine Entartung zu erwarten. Diese ist auch tat- 
sächlich vorhanden. Die Gleichung (70, 4) läßt sich nämlich durch Separation 
der Variablen sofort lösen: 


Yay)=yleyy), E=E, +B,. (70, 5) 
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Setzt man (70,5) in (70, 4) ein, so erhält man auf dem üblichen Weg zwei 
Gleichungen: 


h2 02 w2 
h? 02 [777 i 
2a A ® ya Hy. (70, 6°) 


Diese Oszillatorgleichungen besitzen bekannte Eigenfunktionen und Eigen- 
werte, nämlich: 


1 
name), B-halm+z), m=012.. 7 


1 
Yly) = YaelY); 2, -halm+5). ,=0,1,2,.. (70,7) 


Daraus folgt 
Fun Y) = Ya) yuly), Eu)m Shan +, +1). (70,8) 


Führen wir die „Hauptquantenzahl‘“ ein, 


n=n-+m%+L1, n.=n—-m-—| (70, 9) 
dann ist 


Pan y) = Ynı(%) Yn-m-ı(Y): E,„ == hwn, n= l, 2, ... (70, 10) 


Jeder Energiestufe E, entsprechen dann n Funktionen (,=0,n, =], ...., 
n,=n— ]). Folglich ist eine Entartung tatsächlich vorhanden. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß die Störung W in der Änderung des 
Elastizitätskoeffizienten für die Schwingungen längs der y-Achse besteht. 
Dann wird sich die Frequenz in der y-Achse ändern. Sie möge gleich w, sein. 
Der HanmıtTonoperator des gestörten Systems erhält dann die Form 


DR BER.. aM Bu 0? uage? uoiy _ 4.2 21 2 
n=-5, (98 + 39) + 2 ud: 2. Hy) = 5 (wi — wo) y. 


W ist hier die Störung. In dem angeführten Beispiel kann man eine genaue 
Lösung für das gestörte System finden, wenn in der Gleichung (70, 7’) wo 
durch w, ersetzt wird. Daraus ergibt sich folgende Lösung: 


ho, ho . 
um N) = Ynı (X) Yaly)5 Dun = hwgn, 7 h wg 72 = T = (70, 8 ) 
oder 

Fo en Y) = Yaı (z) P- m-1();5 
Zune ha te et, (N 
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Wie wir sehen, werden die Niveaus mit verschiedenem Wert von n, und 
gleichem n verschiedene Energie besitzen. Das eine Niveau Z, des nicht- 
gestörten Systems ist in die Niveaus Z,,0; E,.15 ---; Enn-ı (n-fach) aufge- 
spalten. Die Entartung ist aufgehoben. 

Aus diesen Beispielen ergibt sich : Bleibt die Hamrttonfunktion H°(x, y. z) 
gegenüber einer Koordinatentransformation (2, y,2—x', y’,z') invariant, 
dann sind die Eigenwerte von E® entartet. Ist sie bei Hinzutreten der Störung 
nicht invariant, so wird die Entartung, wenigstens zum Teil, aufgehoben. 
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XII. Die einfachsten Anwendungen der Störungstheorie 


$ 71. Der anharmonische Oszillator 


Der harmonische Oszillator stellt eine Idealisierung realer mechanischer 
Systeme dar. Die wirkliche potentielle Energie von Teilchen wird niemals 


E 2 
durch die Funktion # 5 2.22, sondern durch eine. viel kompliziertere Funk- 


tion U(x) ausgedrückt. Der erste Ausdruck gilt nur für kleine Werte von x. 

Um den Ausdruck der potentiellen Energie genauer zu bekommen, müssen 
2 

wir außer dem Glied #° 


x? noch die höheren Glieder der Entwicklung von 


U (x) nach Potenzen von & berücksichtigen: 
2 
Ua) = Fr + 108. (71,1) 


Solange die Zusatzglieder klein bleiben, haben wir es mit einem harmonischen 

- Oszillator zu tun, der durch die kleine Abweichung vom Potentialverlauf des 
idealen harmonischen Oszillators gestört ist. Einen solchen Oszillator nennen 
wir anharmonisch.- 

Wir suchen die Energieniveaus des anharmonischen Oszillators, wobei wir 
die Zusatzglieder von (71,1) als klein (d.h. A klein) betrachten. Wir lösen 
diese Aufgabe durch die Methode der Störungstheorie, indem wir uns auf die 
bereits bekannten Lösungen für den harmonischen Oszillator beziehen. Die 
Störung W wird hier durch die Zusatzglieder i im Ausdruck für die potentielle 


Energiel) W(z) = iR +“ (71,2). 


dargestellt. Die Energieniveaus des nichtgestörten Systems (A = 0) sind die 
Niveaus des harmonischen ÖOszillators. Wir bezeichnen sie und die ent- 
sprechenden Eigenfunktionen mit 


hat 5), wie. m, 3) 


1) Wir können annehmen, daß das Spektrum des gestörten Systems diskret bleibt, 
da Az? ein Korrekturglied ist, das für große x nicht mehr richtig ist. Somit braucht aus 
der Form der Korrektur (71, 2) nicht geschlossen zu werden, daß das asymptotische Ver- 
halten von U (z) sich radikal geändert hätte, wie das im $ 67 angenommen wurde, wo wir 
das Zusatzglied Ar? formell als auch für große x gültig betrachteten. i 
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In diesem Falle besteht keine Entartung: Zu jedem Niveau gehört nur ein 
Zustand = Die Matrixelemente der Störungsenergie W sind 


an = [wi Wu. da=A[yi Oydz= A). (71,4) 


worin mit (2?) „ die Matrixelemente für z? bezeichnet sind. 
Nach der Formel (67, 10) ist die Energie des k-ten Niveaus in zweiter 


Näherung 
B=M+Mdı + nn (71, 5) 


Es genügt also, die Matrix (x°) „„ zu berechnen. Wir könnten sie unmittel- 
bar aus der Formel (71,4) mit Hilfe der Funktion y berechnen [s. (47, 11)]. 
Aber wir gehen einfacher vor. Die Matrix x,,„ ist uns bekannt (s. 48, 8). Nach 
der Regel für die Matrizenmultiplikation können wir aus der Matrix x, 
die Matrix (2°) „ berechnen, und zwar ist 


(en = >23 Teı (22), = 2 Brı Z Tınmn — P2 2 Erı Tim mn: (71, 6) 


Setzen wir hier die Werte der Matrixelemente z,,, 2,„, Zu, aus (48, 8) ein, 
so erhalten wir 


k+l 
(Pen (3) z2ly2a-. +Y3 % uni) 
(Yasnın+ len .\{J Zu. + ya Ken) 


Infolge der auftretenden ö-Symbole wird die Doppelsumme über ! und m 
einfach summiert. Wir erhalten 


h\ k(ik — D(k — 2 Dos 
(Pen = (4) ve Öe-aın + yVs* -1,n + 


‘9 k 1) (k +2)(k +3 
ee V: (ke + 18 dpyıon a A LESILEIBITEEIF wen 


Daraus folgt, daß (x°),. = 0 und daher die Korrektur für Z% in der ersten 
Näherung gleich Null ist. Die Korrektur der zweiten Näherung, die eine 
Summe über » enthält, ist ebenfalls leicht zu berechnen, da nach (71, 8) in 
der Summe nur vier Glieder übrigbleiben: a=k+3,n=k+ 1. Außer- 
dem ist (z°),, = (2°)... Setzen wir daher (71, 8) in (71,5) ein und berück- 
sichtigen (71, 3), so finden wir 


1 2 8 
B,= han|k + 3) e als e (# +k+ 30) k=0,1,2,... (71,9) 


Das ist der gesuchte angenäherte Ausdruck für die Energieniveaus eines 
Oszillators unter Berücksichtigung des anharmonischen Korrekturgliedes A 2?. 
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XI. DIE EINFACHSTEN ANWENDUNGEN DER STÖRUNGSTHEORIE 


Die Bedingung für die Anwendbarkeit unserer Näherung ist leicht zu fin- 
den. Das Matrixelement (x), der Störungsenergie für große Quantenzahlen k 
ist nach (71, 8) der Größenordnung nach gleich 


Wil ® Y. 
HL ® 


Die Niveauunterschiede sind EZ? — EI = hw,. Somit wird die Bedingung für 
die Anwendbarkeit der Störungstheorie (67, 13) 


h\ ® 
4 I 
(2) hop < a 
Unsere Näherung gilt also für nicht allzu hohe Niveaus, und zwar für 
h @o # KW@g N) 
k<( 2) | ah (71, 10°) 


In die Sprache der klassischen Mechanik übersetzt, bedeutet diese Bedingung, 
daß die Schwingungsamplitude nicht zu groß sein darf. 

Die Formel (71, 9) findet Anwendung bei der Berechnung der Schwin- 
gungsterme von Molekülen. Im $54 haben wir uns bei der Untersuchung 
eines zweiatomigen Moleküls auf das zweite Glied in der Entwicklung der 
potentiellen Energie U(x) nach Potenzen der Abweichung (z) von der Gleich- 
gewichtslage beschränkt und daher für das Molekül harmonische Schwin- 
gungen erhalten. Hätten wir auch das folgende Glied der Entwicklung berück- 
sichtigt, was im allgemeinen geschehen muß, dann wären die Schwingungs- 
niveaus des Moleküls nicht durch die Formel (71, 3), sondern durch (71, 9) 
bestimmt worden. 


8 72. Die Aufspaltung der Spektrallinien im elektrischen Feld 


Wie aus dem Experiment hervorgeht, werden die Spektrallinien der Atome in 
einem elektrischen Feld aufgespalten (der sogenannte Starkeffekt). Das 
Experiment zeigt, daß die Wirkung eines schwachen elektrischen Feldes auf 
das Wasserstoffatom und andere Atome sehr verschieden ist. Im Wasserstoff 
ist die Aufspaltung proportional zum elektrischen Feld €, bei allen anderen 
Atomen aber proportional €?2. In starken Feldern (der Größenordnung 
105 V//cm) tritt eine zusätzliche Aufspaltung ein, die höheren Potenzen von & 
proportional ist. Außerdem wurde beobachtet, daß sich bei Verstärkung des 
Feldes die Spektrallinien verbreitern und schließlich ganz verschwinden. 
Diese Erscheinung werden wir im $101 untersuchen. Jetzt betrachten wir 
Felder, die schwächer sind als 10° V/cm. 
Aus dem Vergleich des inneratomaren elektrischen Feldes 


&= —; = 5,13: 10° Vjem 
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(a ist der Radius der ersten Bonkschen Bahn) mit dem äußeren Feld 
(€ < 105 V/cm) folgt, daß die Wirkung des äußeren Feldes innerhalb weiter 
Grenzen als Störung betrachtet werden kann. Diese Tatsache benutzen wir 
zur Berechnung der Energieniveaus und Wellenfunktionen des Atom- 
elektrons bei angelegtem äußeren Feld ©. 

Wir bezeichnen die potentielle Energie des Leuchtelektrons im Atom mit 
U(r). Haben wir jetzt ein äußeres homogenes elektrisches Feld der Stärke €, 
so erhält das Elektron eine gewisse zusätzliche potentielle Energie W. Diese 
Energie läßt sich leicht berechnen. 

Wir wählen die z-Achse als Richtung des elektrischen Feldes €. Dann wird 
die potentielle Energie des Elektrons im Feld 


W=el&jz=-D,|E€|, (72, 1) 
worin D, = — ez die Komponente des elektrischen Moments in der z-Rich- 
tung!) ist. Die gesamte potentielle Energie des Elektrons ist 

U’ (r) = U(r) +elE&|z. (72, 2) 


Die ScHRöDINGErgleichung für stationäre Zustände nimmt folgende Form an: 
h2 
Zar Br e AD =Ay: (72, 3) 


Die Störung W bezieht sich auf den im $ 67 untersuchten Fall. Selbst ein 
beliebig kleines Feld |C| verändert das asymptotische Verhalten der poten- 
tiellen Energie. Ist |&| = 0, dann ist U’ —Obeiz — + oo, ist aber |E| + 0, 
dann wird U’ — + oo beiz— + oo. Wir können daher die Störungstheorie 
(für kleine A) nur in dem Sinne des $ 67 anwenden. Wir finden somit unter 
Anwendung der Störungstheorie die Energiewerte E,, bei denen sich das 
Elektron hinreichend lange Zeit in der Nähe des Atoms aufhält (‚„quasi- 
stationäre‘‘ Zustände). Betrachten wir W in diesem Sinne als Störung, so 
nehmen wir den Zustand des Elektrons im Atom bei fehlendem äußerem 
Feld als bekannt an, 

Wir untersuchen zunächst ein wasserstoffähnliches Atom und bezeichnen 
die Energieniveaus des Atoms bei fehlendem Feld mit 


E=E., 0<l<n—ı n=1 2,3... (72, 4) 
und die entsprechenden Wellenfunktionen mit 
Y m = Raı(r) Am Pf (cosd) em, -I<m<i. (72, 5) 


Jedes Niveau E®, ist (21 + 1)-fach entartet infolge der verschiedenen 
Richtungsmöglichkeiten des Bahnmoments m,. Da wir ein bestimmtes 
Energieniveau n, l untersuchen, können wir die Indizes n, 1 fortlassen und 


1) Die Ladung des Elektrons setzen wir gleich — eund legen den Koordinatenursprung 
in den Atommittelpunkt. 
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behalten nur den Index m bei. Dann bezeichnen wir der Einfachheit halber 
die dem Niveau E, zugehörigen Funktionen mit 


Fr Yımas Yan Bl (72, 6) 


Die allgemeinste Funktion für den Zustand mit der Energie EP, ist dann 


+1 
= 2 jr Yn- (72, 7) 
ar 


Wir berechnen nun den Mittelwert der Projektion D, des elektrischen 
Moments in diesem Zustand. Es gilt 


D, = /p* :D,p° dı= BP chem [vi ö D,yw ‚dı= 9202 Cm (D)mm: 
. mm m m’ 
worin A (72, 8) 


(Dam = [WE D,ya di (72, 9) 


das Matrixelement des elektrischen Dipolmoments D, ist. Aus (72, 1) folgt, 
daß die Matrixelemente der Störungsenergie W 


Wem 27 (D)am € (72, 10) 


sind. Wir wollen (D,)„„’ berechnen. Setzen wir die Wellenfunktionen y%,, 
aus (72, 5) in (72, 10) ein und berücksichtigen, daß z = r- cos® ist, so er- 
halten wir 


oo n 27 
(D,)mm = — ef Räır dr [ PP Pf" cos# sind dd [eim-wiedp. (72, 11) 
Ü : 0 0 


Ist m + m’, so ist dieses Integral Null, da ei(®-")e eine periodische Funk- 
tion von @ ist. Ist aber m = m’, dann ist das zweite Integral in (72, 11) eine 
ungerade Funktion von cos9 und daher Null. Somit haben wir (D,) nm = 0. 
Daher ist für jeden zum Niveau E\, gehörigen Zustand der Mittelwert D, 
(72, 9) des elektrischen Dipolmoments Null. Nach (72, 1) ist auch die Störungs- 
energie Null. Daraus folgt, daß im elektrischen Feld bei wasserstoffähnlichen 
Atomen keine dem Feld proportionale Aufspaltung der Niveaus auftreten 
kann, da der Mittelwert des Dipolmoments Null ist. Eine den höheren Poten- 
zen des Feldes proportionale Aufspaltung wird es aber geben; denn die Eigen- 
funktionen bei eingeschaltetem Feld werden von y®,, verschieden sein 
(y9 ,„ nullte Näherung!). In erster Näherung können wir ansetzen: 


ee dt rat (72, 12) 


WO 4u,ım das dem Felde | &| proportionale Zusatzglied ist. 

Die Berechnung zeigt, daß in dieser Näherung, die bereits die Deformation 
des Atoms berücksichtigt, das mittlere Dipolmoment D, nicht Null, sondern 
dem Feld |&| proportional ist: 

D,=alfl. (72, 13) 
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Dieses Dipolmoment wird durch die Polarisierung des Atoms im Feld hervor- 
gebracht. Die potentielle Energie dieses Moments im Feld € ist 


W„=— ze, (72, 14) 
was der Polarisationsarbeit 


€ 
W=-[&d(D, 


entspricht, die geleistet wird, wenn das Feld von Null bis & anwächst. 

Die Verschiebung der Energieniveaus wird daher proportional ©? sein. Auf. 
die Berechnung der Größe «, die als Polarisierbarkeit bezeichnet wird, gehen 

wir nicht ein.!) 

“Anders verhält es sich im Wakkerstöffatonn. Hier ist neben der mit den ver- 
schiedenen Richtungen des Bahndrehimpulses verbundenen Entartung noch 
eine „‚„“-Entartung vorhanden. Zu jedem Energieniveau E9 gehören n? Funk- 
tionen der Form (72, 5), die sich sowohl in der Zahl !(!=0,1,..,n —]) 
wie auch in der Zahl m voneinander unterscheiden. Behalten wir die Niveau- 
nummer im Gedächtnis, so können wir die zum Ni ivean E? gehörenden Funk- 
tionen wie folgt schreiben: 


Ym 1=0,12,.,n-1 m=0,+4L.., +1, - (72,16) 


und zwar insgesamt n? solcher Funktionen. Der allgemeinste Zustand, der 
zum Niveau E! gehört, ist jetzt 2m : 


z n-1 +1 j 
= 2% ‚m Vin: . (72, 16) 


I=0m=- 


Infolge der Überlagerung der Funktionen (72, 16) mit verschiedenen I. 
Werten ist das mittlere elektrische Moment D, im Zustand 9 nicht gleich 
Null (siehe die Berechnung im folgenden Paragraphen). Daher ist auch die’ 
mittlere zusätzliche Energie im Feld € im Zustand 


F=--|E[D, (72, 17) 


also im allgemeinen nicht gleich Null, sondern dem Feld proportional. Dem- 
zufolge wird auch die Niveauverschiebung dem Feld proportional sein, was 
in Wirklichkeit auch beobachtet wird. Somit wird das verschiedene Verhalten 
des Wasserstoffatoms und der wasserstoffähnlichen Atome im elektrischen 
Feld dadurch verursacht, daß im ersten in der dem Niveau EÜ zugehörigen 
Gruppe von Zuständen ein Dipolmoment vorhanden ist, während im zweiten 
Fall die auf das Niveau EZ, bezügliche Gruppe von Atomzuständen kein 
Dipolmoment besitzt. Dieses tritt nur als Ergebnis der Polarisation (De- 
formation) des Atoms in Erscheinung. 


1) Siehe z. B. [4], wo die Berechnung von a für He angeführt ist. Wir bemerken, daB 
die Formel für die Polarisierbarkeit « aus der Dispersionstheorie ($ 92) gewonnen 
werden kann, ‚wenn man dort die Frequenz » des äußeren Feldes Null setzt. 
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$ 73. Die Aufspaltung der Spektrallinien des Wasserstoffatoms 
im elektrischen Feld 


Die Diskussion der allgemeinen Formel für die Niveauaufspaltung der Wasser- 
stotflinien im elektrischen Feld kann der Leser in vielen Lehrbüchern finden!) 
Wir beschränken uns auf die Besprechung eines Beispiels, an dem das Wesent- 
liche leicht zu erkennen ist, und zwar untersuchen wir die Aufspaltung des 
zweiten Energieniveaus (n = 2) des Wasserstoffatoms (das erste Niveau ist 
nicht entartet und wird daher nicht aufgespalten). Wir behandeln also den 
einfachsten Fall. 

Dem angegebenen Energieniveau entsprechen vier Zustände, die durch 
folgende Wellenfunktionen charakterisiert sind: 


Yaoo = Rao(r) ' Yoo (s-Term) 
Vaio = Raılr)  Yıo 
Yaıı = Raılr)  Yıı (p-Term) (73, 1) 


Yan -ı = Raılr)  Yı,.ı 
Nach (25, 16) ist 


1 / 
No = ——, Yo — VE cos’ 5 Yı 4ı = 3 .sind et ir, 
y4ar 4n : 8% 


Ferner erhalten wir aus (50, 19) die Radialfunktionen R,, (23,2) 


(73, 3) 


Va 2a 


wo a der Radius der Bon&schen Bahn und (2a3)- und (6a®)-} Normierungs- 
faktoren sind. Wir berücksichtigen 


x=rsind cosp, y=rsindsing, 2=rcosd 


und erhalten dann für die Funktionen (73, 1) 


Yo=yi= ma 


mn) Ru “= Fir)z, 


a <+i 
un En g = Fe) 2 


r y2 F 


y Er 
Ya U = DB, ee F(r) 
87 r 


I) Siehe z. B. [35]. 
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Der allgemeinste Zustand, der zum Niveau ES gehört, ist 


4 
p == 2, CuYR- (73, 5) 


Um angenähert die Energieniveaus und Wellenfunktionen bei angelegtem 
äußerem Feld € zu bestimmen, müssen wir nach der Störungstheorie die 
Gleichungen (68, 10) lösen, die in unserem Falle lauten: 


4 
B-E+ We) +3 Wu =0; sß=1,2,3,4. (73, 6) 
a=1 


Wi. = [vr elElzylde. (73, 7) 


Aus der Darstellung der Funktionen in der Form (73, 4) ist leicht zu er- 
kennen, daß alle Integrale in (73, 7) wegen der ungeraden Integranden Null 
sind, mit Ausnahme zweier, und zwar 


Wi. = WW; =el&l/ftr) Fir) zer. (73, 8) 


Das Integral (73, 8) ist aber in Polarkoordinaten leicht zu berechnen. Auf 
Grund von (73, 4) und (73, 3) haben wir 


oo n2n 
ee] y3 1 3 Ben r e3r er 
er u (1) r 30” 
566 
. r?sind dr dd dp. 
Nun ist 


n2n n 27 
I sind dd do = ef sind 99 dp = n r?, 
06 06 
r 


Führen wir die Variable & = Fr ein, so erhalten wir schließlich 


Want el -5)#a=-301de (73, 8) 


f) 
Wir schreiben jetzt das Gleichungssystem (73,6) ausführlich hin und be- 
kommen auf Grund dessen, was über die Matrixelemente W,, gesagt wurde, 
(EB -Ec+ Wand: 
(22 - Do + Wac=0, 

(E2 — E) g=(, 

(23 -E),=0. 


(73, 6') 
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Die Determinante A,(E) dieses Systems muß Null sein (s. $ 68): 


E-E WW, 0 ) 
A,(E) = W PB-E 0 0 » 
0 1) E—E 0 (73, 9) 
0 0 ) Ed —E 


(E9 — Ey [(E} — EB) — Wi] =0. 
Daraus finden wir die Wurzeln E,, E,, Es, E,, die der Energie der gestörten 
Niveaus gleich sind: 
E=EB+W,., B=B-W. B=E=B8. (73, 10) 

Die Entartung ist somit nur zum Teil aufgehoben: Das vierfache Niveau wird 
nur in drei verschiedene Niveaus aufgespalten.!) 

Das Bild dieser Aufspaltung gibt Abb. 50 wieder. 

Als Ergebnis erhalten wir an Stelle-der einen Spektrallinie, die dem Über- 


gang EQ — EN entspricht (der Übergang ist in der Abb. 50 durch den Pfeil a 
angedeutet), drei Linien, dieden Übergängen 


(a) E,, B,> >H, 
-(b)E, > 
() E,>E 


entsprechen, d.h., die Spektrallinien werden im elektrischen Feld auf- 
gespalten. (Wir bemerken, daß wir der Einfachheit halber die Aufspaltung 
der ersten Linie der ultravioletten LymAn-Serie berechneten, während 


er RE 
7 
ä a 
Sc DES | EB 
[3 ER 


ohne Feld mit Feld 


Abb.50. Die Aufspaltung des (n = 2)-Niveaus des Wasserstoffatoms 
im elektrischen Feld 


STARK die Aufspaltung der Linien der BALMER-Serie [sichtbares Licht] unter- 
suchte.) 

Aus (73, 10) und (73, 8) folgt, daß die Differenz AE der Energieniveaus E, 
und E, gleich 6e |E|a, d.h. AE=3 10% || eV ist, wenn |E| in V/cm 
gegeben ist. Die Aufspaltung ist gering; selbst für |C| = 10% V/cm ist AE 
= 3. 104eV und die Differenz EI — EP z 10 eV. 


1) Ohne Feld hätten wir einen Hamıttoxoperator mit Kugelsymmetrie. Bei vor- 
handenem Feld bleibt nur noch die Rotationssymmetrie um die Feldrichtung übrig. 
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Wir berechnen jetzt in nullter Näherung die zu den Niveaus E,, E,, E, 
und Z, gehörenden Wellenfunktionen g. Dazu müssen wir die Amplituden c, 
aus den Gleichungen (73, 6’) bestimmen. Setzen wir in (73,6) E=E, = E, 
= Ein, so finden wir, dßBc,und., #0, 4 = c«, = O0 sind. Folglich wird 
der allgemeinste Zustand für die unverschobenen Niveaus durch die Funk- 
tion 


9=@y+tayl bi E=E (73, 11) 


beschrie ben, worin cg und c, beliebig sind (die Entartung ist nicht aufgehoben). 
Setzen wir in (73,6) E=E, = E2+ W,,, 50 erhalten wir ,=«4,=(0, 
€ = 05. Dem Niveau Z, a folglich die Wellenfunktion 


YM+W, AB=E+Mıs. (73, 12) 


#1 mn 

Auf dem gleichen Wege berechnen wir für, =4,=0undg = — «die 
Wellenfunktion der Form 

ES 3 a ; 

9 = mr -9%, B=B- Mi. (73, 12°) 


(Der Faktor — dient der Normierung von 9, und 9, auf Eins.) Somit sind 


bei vorhandenem Feld € die Wellenfunktionen der stationären Zuständel) 
gleich @,, 9, und 9, = u}, 9, = y®. Wir überlassen es dem Leser, sich selbst, 
davon zu überzeugen, daß, wie es auch nach der allgemeinen Theorie sein 
muß, die Störmatrix W in der neuen Darstellung 


Ws = el&i/pfzpsdr (73, 13) 
eine Diagonalmatrix ist: 
3ea | EC] 0 00 
. 0 —3ea|lE| 0 0 
W= 0 N 00. (73, 14) 
0 0 00 


Daraus folgt, daB wir das erhaltene Bild der Niveauaufspaltung auch noch 
so erklären können: Die Niveaus E, und E, werden nicht verschoben, weil 
das elektrische Moment in den Zuständen %3 und 9, Null ist. Die Verschie- 
bung der Niveaus E, und E, ist dagegen dadurch bedingt, daß in den Zu- 
ständen 9, und p, das Moment gleich 3ae | &| bzw. — 3ae| C|,d. h. im ersten 
Fall dem Feld entgegen, im zweiten ihm gleichgerichtet ist. 


1) Genauer „nahezu stationären“. Vgl. $$99, 101. 
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8 74. Die Aufspaltung der Spektrallinien im schwachen Magnetfeld 


Die im $62 untersuchte Theorie der Aufspaltung von Spektrallinien im 
Magnetfeld ist bei weitem nicht vollständig, da sie die Multiplettstruktur der 
Sprktrallinien nicht berücksichtigt. Nun wollen wir auch diese untersuchen. 

Der HamıtTonoperator H eines Atomelektrons, das sich in einem Magnet- 
feld befindet, ist nach (62, 6) 


elöl 


ac (m, + 23,) (74, 1) 


Ham re) emr 
2uc 
(dabei vernachlässigen wir die Glieder mit 92). H® ist der HAMILTONoperator 
bei fehlendem äußerem Magnetfeld: 


h? 
00 — 2 
H'’ = ai ae Ur). (74, 2) 


Berücksichtigen wir die Multiplettstruktur des Spektrums, so müssen wir 
diesen HAMILTONoperator durch Glieder der Wechselwirkungsenergie zwischen 
Spin- und Bahnbewegung ergänzen (diese bestimmen, wie im $ 65 erläutert 
wurde, die Feinstruktur der Spektren). Ferner erinnern wir uns der Bemer- 
kung im $ 65, wonach die Korrekturen infolge der Abhängigkeit der Elek- 
tronenmasse von der Geschwindigkeit (relativistischer Effekt) von der glei- 
chen Größenordnung sind wie die Wechselwirkung zwischen Spin und Bahn. 
Alle diese Zusatzglieder zur Energie des Elektrons, die die Multiplizität ver- 
ursachen, fassen wir zusammen: 
Ww’ = wi(z Y, 2,8 — AR ER EEE (74, 3) 
< b) ’ 3 ox 3 Yy ’ oz ” ’ 
Wir werden die Form dieses Operators nicht angeben, sondern beschränken 
uns auf die Argumente, von denen er abhängt. Das Auftreten von Operatoren 
des Elektronenimpulses in W° erklärtsich allein schon dadurch, daß das durch 
die Bahnbewegung des Elektrons geschaffene innere Magnetfeld 9, von der 
Geschwindigkeit des Elektrons und folglich auch von seinem Impuls abhängt.!) 
Den gesamten Hamıtronoperator können wir daher in folgender Form 
schreiben: 


H=HıWıW, WS m +24). (74, 4) 
Wir werden zwei Fälle unterscheiden: den ersten, bei dem das Magnetfeld so 
groß ist, daß die Energie W des Elektrons im äußeren Feld weitaus größer ist 


1) Nach dem BioT-Savartschen Gesetz ist dieses Feld 


S 1 
1=--bxt:-—, 
6] RT 


wo b die Geschwindigkeit des Elektrons und r der Radiusvektor vom Elektron zum 
Aufpunkt sind. 
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als die Energie W°, die die Multiplettaufspaltung verursacht, und den zweiten, 
in dem die Energie W des äußeren Feldes wesentlich kleiner ist als die 
Energie W° (schwache Magnetfelder). 

Wir präzisieren den Begriff des ‚starken‘ und ‚schwachen‘ Feldes. Wir 
bemerken, daß die Energie W°, die wir vernachlässigen, der Größenordnung 
nach gleich ist der Energiedifferenz der Niveaus im Dublett (s. Abb.46). Wir 
bezeichnen diese Größe mit 


AE,y = El, — Bl,;. (74, 5) 
Die vom Magnetieid verursachte Aufspaltung ist nach (62, 13) von der 
Größenordnung v |ö|. Daher entspricht die im $ 62 untersuchte Näherung 


der Bedingun eh 
a aus O1 DI ABI. (14. 6) 


Ist z.B. AE,. = 5,3 -10-1erg (die Linien D, und D, des Na, s. Abb.46), 
dann ergibt (74, 6) || > 5,7 - 10° Gauß. Ein schwaches Feld dagegen ermittelt 
sich aus der Ungleichung W° > W, d.h. 


Zuc 


eh 
SI <1ABy| oder 1 | ABy m, 


Im ersten Fall (starke Felder!) können wir die Größe W° gegenüber W ver- 
nachlässigen. Dann erhalten wir den bereits im $ 62 untersuchten Fall (den 
einfachen ZEEMAN-Effekt). Im Falle schwacher Felder ist der Niveauabstand 


im Multiplett AE;; bedeutend größer als nn |8|; wir können daher in 


nullter Näherung die Energie des Elektrons im äußeren Feld gegenüber W, 
vernachlässigen und H-H+m (74, 8) 


als HAMILToNoperator des nicht gestörten Systems und W° als Störung auf- 
fassen. Das in diesem Fall entstehende Bild der Niveauaufspaltung ist weit- 
aus komplizierter als das im $ 62 behandelte. Die Erscheinung selbst wird der 
zusammengesetzte (mitunter sagt man auch, der anomale) ZEEMAN-EfJekt ge- 
nannt. 

Um diese Aufspaltung zu untersuchen, bemerken wir, daß die Energie- 
niveaus des nichtgestörten Systems En, [HAmItTonoperator (74, 8)] 
(25 + 1)-fach entartet sein werden, wie das im $65 erläutert wurde, ent- 
sprechend den verschiedenen Orientierungsmöglichkeiten des Gesamtdreh- 
impulses j. Bei angelegtem äußerem Feld muß sich ein solches Niveau auf- 
spalten, da den verschiedenen Richtungen von j verschiedene Energien des 
magnetischen Moments im äußeren Feld & entsprechen. Um diese Aufspal- 
tung zu finden, müssen wir die Eigenwerte der Störungsenergie W bestimmen. 
Wir erinnern dabei (vgl. $ 65), daß die Zustände des nichtgestörten Systems 
mit Rücksicht auf die Multiplizität durch vier Quantenzahlen n, |, j, m; ge- 
kennzeichnet sind. Die Matrixelemente der Störungsenergie W werden daher 
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die Form Wyijm,n rim; haben. Beschränken wir uns auf die erste Nähe- 
rung, so müssen wir, wie im $68 gezeigt wurde, die Matrixelemente der 
Störungsenergie, diesich auf verschiedene Niveaus des nichtgestörten Systems 
beziehen, vernachlässigen. Da wir diese Niveaus durch die Zahlen x, |, j 
numerieren, so sind in nullter Näherung nur die Elemente 


Warm; = Walim,ntim; (74, 9) 
zu untersuchen. 
Die Brauchbarkeit dieser Näherung ist durch die Schwäche des Magnetfeldes 


gesichert. Da die Matrixelemente W„,„., die Größenordnung von En |9| be 
“ sitzen, läßt sich die Bedingung (74,7) auf folgende Form bringen: 


Warm, niym; 


1 74, 10 
E, u er Bi ır < ’ ( ) 


was ja gerade die Bedingung für die Anwendbarkeit der Störungstheorie ist. 
Dabei nahmen wir die Energiedifferenz innerhalb eines Multipletts (verschie- 
dene j und 5’, aber gleiche » und !). Es ist klar, daß (74, 10) für verschiedene 
n und ! erfüllt ist, wenn es für gleiche » und / gilt. 

Nach dem Gesagten handelt es sich hier darum, die Matrix W„,„,, auf Dia- 
gonalform zu bringen. Dazu drücken wir die Störungsenergie W durch die 
2-Komponente j, des Gesamtdrehimpulses j aus. Wir haben 


W= . SD ae 74, 11) 


woO; die De ist. Wir untersuchen jetzt das Produkt s,j?. Dies 
Größe läßt sich wie folgt darstellen:. 
et tdelen tt si)t+ ei en: 
+ Wi Is) 
s.”=j.Bl)+g; (74, 12) 
g9= Wi, set dv Ts) In: (74, 13) 


Unter Benutzung der Regel für die Addition von Drehimpulsen können wir 
(74, 12) nach (64,9) folgendermaßen schreiben: 


oder 


ent tg. (74, 12) 


Wählen wir jetzt die Darstellung, in der j? eine Diagonalmatrix ist, dann läßt 
sich (74, 12’) durch j? dividieren (denn eine Diagonalmatrix verhält sich wie 
eine gewöhnliche Zahl). In dieser Darstellung erhalten wir daher aus (74, 12’) 


u A u E ı (74, 13) 
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und können folglich die Störungsenergie W in folgender Form schreiben: 


Be .P-mM+s 
w-0 


Die Matrixelemente des Operators q sind nur im Fall j+j’ von Null ver- 
schieden. 


+ 0,n: (74, 14) 


Der Operator q kann nämlich in folgender Form dargestellt werden: 
gq=yıly - Yjr:» (74, 15) 
Yz= Sl — Jr 5. Yy = Sy), Ian Ye Sylz — Iydr (74, 16) 


(die Indizes erhält man durch zyklische Vertauschung). Unter Benutzung der Regeln 
für die Vertauschungen der Drehimpulskomponenten ($ 64) ist leicht zu beweisen, daß 


IzYz FiyYy +Ieyı = 0 (74, 17) 

Ieyz — Yale @ihyg Ivy — Yıde = —Hhyar Ieyz— Ylz=0 (14,18) 

(aus den letzten Gleichungen ergeben sich noch weitere durch zyklische Vertauschung 
von z, y,2). Nimmt man jetzt die drei Komponenten m,,, my, m, des Bahndrehimpulses 


und die drei Koordinaten z, y,z, so ist leicht zu erkennen, daß für sie analoge alge- 
braische Gleichungen gelten, und zwar 


m,z + myy + m,.z=0 (74, 17') 
m,z — xm, =ihy, m,y—- ym, =-ihzx, m,z—- zm,=0. (74,18) 


Ein Vergleich von (74, 17°) und (74, 18°) mit (74, 17) und (74, 18) zeigt, daß die Struk- 
tur der Matrizen j,, jy, j, in bezug auf m,, m,, m, die gleiche ist wie die Struktur der 
Matrizen y,, yy; Yzin bezug auf die Matrizen z, y, z. 

Im $ 90B ist gezeigt, daß die einzigen von Null verschiedenen Matrixelemente z, y, z 
. die Form x1,1+1> Yl,1+1, 2,1+1 besitzen (woldie Bahnquantenzalhl ist). Die Diagonal- 
elemente z,, Ya, 2» sind Null. Aber ! ist gerade die Nummer des Eigenwerts von m?,. 
Somit sind die Diagonalelemente von z, y,z in der Darstellung, in der m? diagonal ist, 
gleich Null. Daher müssen in der Darstellung, in der j? diagonal ist, auch die Diagonal- 
elemente y,, yy, y; Null werden: 


wo 


Yimim;=0; Ylimim; =05 Yılim,im; = 0. (74, 19) 


Da außerdem j,, jy»j. mitj? vertauschbar sind, so haben ihre Matrixelemente, dienicht 
gleich Null sind, die Form 


Gzdimzimy, Gyimsimp (Geim,im;- (74, 20) 
Aus (74, 19) und (74, 20) folgt, daß die Matrixelemente von q der Form 9;m,,jm’; gleich 


Null sind (wovon wir uns leicht überzeugen, wenn wir q aus y und ıfach der Regel für 
die Multiplikation von Matrizen bilden). 


Somit liefert der Operator q für die uns interessierende Störungsmatrix, 
deren Elemente sich auf den gleichen Wert des Gesamtmoments j beziehen, 
keinen Zusatz. Mit anderen Worten, alle Elemente der Matrix W„,m, bilden 
sich aus jenem Teil von W, der kein q enthält, d.h. aus dem Operator 


ee 


; e J 
W'=0O,j, I ae 7} (74, 21) 
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Da j,, m?, s? und j? miteinander vertauschbar sind, können ihre Matrizen 
gleichzeitig auf Diagonalform gebracht werden. Damit wird auch die Matrix 
des Operators W’ (mit den Elementen W,„,m’) auf Diagonalform gebracht. 
Um ihre Diagonalelemente zu erhalten, genügt es, an Stelle von j,, m?, s? und 
J? die Eigenwerte dieser Operatoren zu setzen. Wenn wir berücksichtigen, daß 


„hm, ?=rMjj+l), m®=Rrllli+l), 2=Mull,+ 1) (74,22) 
ist, erhalten wir 


W = h0ym [14 EN 


KUHN) +Ll+ ze. (74, 23) 


2jö +1) 
Diese Formel gibt uns die Aufspaltung des durch die Zahlen j, I charakteri- 
sierten Energieniveaus im schwachen Magnetfeld, soweit von einem Elektron, 


235 


lenje3;g-$ 


— — oe nn un 


277% 
11,3-3:9=3 


1-0,j-2;g=2 


: 128 Ya 
Abb. 51. Die Aufspaltung der Niveaus 29,7, ®Pı/a> ?Psjs im schwachen Magnetfeld 


d.h.,= - , die Rede ist.t) Bezeichnen wir die Korrektur W’ für die Energie 

des Niveaus E,,; mit AE,,.,, können wir (74, 23) in folgende Form bringen: 
AE;ım; = hO,mjg, (74, 24) 

wo g, der „LanDp£sche g-Faktor“, gleich 

TESESTES ESTER) 

2jj5 +1) 
Vgl. 105, wo W’ für ein System von Elektronen gegeben ist. 
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ist. Da m; alle Werte von —j bis +3 durchläuft, so spaltet, wie aus (74, 24) 
hervorgeht, jedes Niveau Z„;; im schwachen Magnetfeld in 25 + 1 Niveaus 


auf. 
Abb.51 bringt das Schema der Niveauaufspaltungen: 


,(i=51=0), 7(i=2.1=1) und 721-1). 


Bei starkem Feld & vereinfacht sich die komplizierte Aufspaltung; es ent- 
steht die früher untersuchte (Abb.43). Diese Vereinfachung der Aufspaltung 
der Spektrallinien im Magnetfeld beim Übergang von schwachen zu starken 
Feldern wird tatsächlich experimentell beobachtet.?) 


8 75. Die anschauliche Deutung der Niveauaufspaltung im schwachen 
Magnetfeld (das Vektorgerüst) 


Unsere Formel (74, 23) für die Aufspaltung der Energieniveaus in schwachen 
Magnetfeldern kann durch ein Vektormodell veranschaulicht werden. In 
einem Magnetfeld sind das Quadratj? des Gesamtmoments und seine Kompo- 
nente j, in Richtung des Magnetfeldes Konstanten 
der Bewegung. Der Vektor des Gesamtdrehimpulsesj 
dagegen ist keine Konstante der Bewegung. Und 
zwar präzediert der Vektor j um die Richtung 
des Magnetfeldes, wie in Abb.52 angedeutet ist. 
Bei starker Kopplung zwischen Bahnbewegung 
und Spin bleibt die relative Orientierung des Spin- 
vektors 3 und des Vektors m; des Bahnmoments 
erhalten, aber beide zusammen präzedieren um den 
Gesamtdrehimpuls j. Die Zusatzenergie W im Ma- 
gnetfeld ist gleich der Energie der magnetischen Di- 


pole mit den Momenten — (2) m,und — (=) % 
2uc 


im Feld 9: ai 
e e i 
„=+ ud + —39 = +0,60, +8). 
Pr (75, 1) 
{ j 2 Abb. 52 
Wir müssen den Mittelwert der Größe W finden. Die Präzession 
j, besitzt einen konstanten Wert. s, dagegen ist eine des Gesamtmoments j 
variable Größe, daher muß zur Bestimmung des um die Richtung 
Mittelwerts W der Mittelwert 5, berechnet werden, des Magnetfeldes 


wobei zu berücksichtigen ist, daß der Vektor 3 an 
zwei Präzessionsbewegungen teilnimmt: um den Vektor j und mit um die 
Richtung des Magnetfeldes. 


Da 8, = 8 008(9, 8), (75, 2) 
1) Siehe [59]. 
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so müssen wir den Mittelwert von cos(9, 3) berechnen. Aus Abb. 52 ersieht 
man, daß 


cos (9; 8) = cos (3, ) co8 ( 9) » (75, 3) 
das heißt 
8, = 8 c08(3, j) - cos(j,$). (75, 4) 
Aber es ist j 
cos(j,9) = = ; (75, 5) 


und wir erhalten aus dem Dreieck mit den Seiten j, m, 8 


; . 3 ehe: 
scoß)= = m+eh) (75, 6) 
Aus diesen Formeln ergibt sich 
= Dr (?- m2 + 8). (75, 7) 


Setzen wir 8,in den Ausdruck (75, 1) für die Energie ein, so finden wir 


= Ei : Pt 
740,640. 8 
Verstehen wir in dieser Formel unter j,, j2, m?, s®ihre quantenmechanischen 
Werte (74, 22), dann erhalten wir aus (75, 8) die quantenmechanische Formel 
(74, 23). 


8 76. Die Störungstheorie für das kontinuierliche Spektrum 


Wir behandeln nun den Fall, in dem das nichtgestörte System ein kontinuier- 
liches Energiespektrum besitzt. Wir bezeichnen den HAMILToXoperator 
dieses Systems mit H° und die zum Energieniveau E gehörigen Eigenfunk- 
tionen mit y%. Die ScHRÖDINGERgleichung wird mit diesen Bezeichnungen 


H’y2 = Ey. (76, 1) 


Wir nehmen an, daß auf dieses System eine Störung W einwirkt. Die ScHRö- 
DINGERgleichung für das gestörte System wird dann 


(H + W)y=Ey. (76, 2) 


Ist die Störung so, daß das Spektrum des Operators H® nach Hinzufügen der 
Störung kontinuierlich bleibt, so bewirkt die Störung eine Änderung der 
Eigenfunktionen, die zum Niveau E gehören. Die Aufgabe der Störungstheorie 
besteht in diesem Fall darin, die Funktionen y, zu finden, die sich bei einer 
kleinen Störung W nur wenig von den Funktionen y$ unterscheiden. 
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Möglich ist aber auch der andere Fall, wo die Störung W zu Rißbildungen 
im kontinuierlichen Spektrum führt. Dann besteht die Aufgabe der Störungs- 
theorie nicht nur darin, die veränderten Wellenfunktionen, sondern außer- 
dem auch noch die Lagen und Größen der im ursprünglich kontinuierlichen 
Energiespektrum entstandenen Risse zu bestimmen 

Wir werden diese beiden Fälle am einfachen Beispiel eines Teilchens unter- 
suchen, das sich in Richtung der x-Achse bewegt. Die SCHRÖDINGERgleichung 
lautet in diesem Fall 


Rh? dey® 
=_—_ 2 Ds 6 
In a = (76, 3) 
und besitzt die Eigenfunktionen und Eigenwerte 
BE 
eh p2 
- —— , Ep =. (76, 4 
2 Tom 2u 
Die gestörte Gleichung erhält die Form 
h? d&y 
Saat Vav=Pv (16, 5) 


wo W (x) die zusätzliche potentielle Energie ist. Der Strich ist am EZ fürden 
Fall angebracht, daß sich das Spektrum des gestörten Systems ändern sollte. 
Wir können ohne jede Einschränkung setzen: 


E=EHte, (76, 6) 
yv=ysla) + ul). (76, 7) 


Um die Störungstheorie zur Lösung von (76, 5) anwenden zu können, müssen 
wir annehmen, daß |e| < E, |u(z)| < |y% (z)|. Damit können wir die Pro- 
dukte eW, eu, uW vernachlässigen als Größen zweiter Ordnung. Dann ergibt 
sich nach Einsetzen von (76, 6) und (76, 5) unter Berücksichtigung von (76,3) 


h? deu 


Fe Eu =[e — W(e)] Ye). (76, 8) 


Wir stellen nun u(x) als eine Überlagerung nichtgestörter Zustände dar: 


+9 . 
u(z) = [u(p‘) ya) dp‘. (76, 9) 


Jetzt setzen wir (76, 9) in (76, 8) ein, multiplizieren (76, 8) mit y9*(z) und 
integrieren über x. Unter Berücksichtigung von 


[w* ydz= ö(p — P) 
erhalten wir 


‚2 
Eat — Bu(p) = eöp — pP) —W,, (76, 10) 
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(Gleichung (76, 8) in „‚p“-Darstellung). Mier ist 


i(p-p’)z 


1 
Warp = [7 (@) "W (x) y(z) de = | ve Paar dx (76, 11) 
das Matrixelement in der „p‘‘-Darstellung. Aus (76, 10) finden wir 


=, eö(p — p') — W„ 
u(p) = To Re (76, 12) 


Für p’ = pwird der Nenner von (76, 12) Null. Wählen wir e + 0, so erhalten 
wir u(p’) = 00° 6(p’ — p), und unsere Lösung wird sich auf keinen Fall der 
Funktion y9 annähern. Wir müssen daher € = 0 setzen, d.h. 
‚ W, » 2uW5rp 
up)= —— I = — — : : 76, 13 
On - I Den en 


Setzen wir diesen Wert für v(p’) in (76, 9) und (76, 7) ein, so finden wir 


' W ; 0, d (4 
v(2) = via) ji a (76, 14) 


DasIntegralzeichen ist hier miteinem Strich versehen, um deutlich zu machen, 
daß wir beim Integrieren den Punkt p’ = p ausschließen müssen, da die 
Formel (76,13) in diesem Punkt ihren 
Wx) Sinn verliert. Außerdem ist die Funktion 
vi (&) (pP =p) bereits für sich vor das 
3 Integral gesetzt.!) 
Eine notwendige Bedingung für die 
0, x Anwendbarkeit unserer Lösungsmethode 
/ ist die Kleinheit des Zusatzgliedes in 
+ (76, 14), d.h. 
= BE, 0 

Abb. 53. Darstellung des Verlaufs we el lwrell- (76, 15) 
der Störungsenergie W (x) Aus (76, 13) ist zu ersehen, daß u (p’) inder 
Nähe der Resonanzstelle ?=p’ um so 
kleiner sein wird, je größer p, d.h. die Teilchenenergie E ist. Folglich eignet 

sich unsere Näherung für große Teilchenenergien. 
Wir nahmen bei der Berechnung an, daß das Matrixelement W,„,,„ eine end- 
liche Größe ist. Das ist dann der Fall, wenn W(x) bei |x| — oo hinreichend 


stark verschwindet, d.h., die Störung muß zu diesem Zweck auf einen end- 
lichen Raumbereich beschränkt sein (Abb. 53). In diesem Falle bleibt, wie aus 


EN 


!) Der genaue Sinn des Zeichens f i folgt aus 


p-4 eo 
f For) dp =\im [re p)dp' + [ Fo, p) ar’). 
4->0|_ 
> p+4 
Der auf diese Weise definierte Grenzübergang heißt Hauptwert des Integrals. 
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unseren Berechnungen hervorgeht, das Energiespektrum kontinuierlich!), 
wenn der Zusatz u klein ist. Breitet sich die Störung über den ganzen Raum 
aus, ist also W,,, unendlich, so können im ursprünglich. kontinuierlichen 
Spektrum Risse auftreten. 

Als Beispiel nehmen wir eine Störung der Form 


„292 ‚208 
We) = Acos (27) Are n N (76, 16) 


[A 2 


wo A und g willkürliche Parameter sind. Berechnen wir jetzt die Matrix- 
elemente nach der Formel (76, 11), so erhalten wir 


ji 
Wa zlöRg+P—P)+-2ItP— Pl. (76, 17) 


Wir setzen diesen Wert W,, „in (76,14) ein und können, wegen des Auftretens 
von ö-Funktionen, die Integration sofort ausführen, Wir finden 


—_ A Y5 +24 (2) "Yp-20 (2) 
Y,(2) = vilz) — acer 260 + IETEEIn] (76, 18) 


Das ist eine brauchbare Näherung für kleine A, aber sie versagt in den Punk- 
ten 
Ep+2J)=Eb) p=Tg (76, 19) 


da in diesen Punkten der Zusatz zu yS bei beliebigem A unendlich wird. 

Um eine angenäherte Lösung für p = +q zu erhalten, benutzen wir den 
Umstand, daß zum Niveau E(p) stets zwei Funktionen y% und y!, gehören. 
Die allgemeinste zum Niveau E(p) gehörige Lösung ist 


p° — ays + By! (76, 19’) 


wo« und ß unbestimmte Koeffizienten sind. Setzen wir jetzt in (76, 7) Q’ an 
Stelle von vo, so erhalten wir, wenn wir alle Rechenoperationen wiederholen, 
statt (76, 8) 


- — —— - Bu=(e- Mp. (76, 8°) 


Setzen wir hier u aus (76, 9) ein, multiplizieren mit y9* und integrieren 
über x, so finden wir statt (76, 10) 


up)[E(p) — Eip)] = eleö(p — pP) +Bölp + P/)) — («Wyn+ BWyr.,-,) 
(76, 10°) 


1) Wird die Störung durch die Kurve b dargestellt (Abb. 53), so können sich bei hin- 
reichend tiefem Minimum diskrete Niveaus bilden (in der Abbildung gestrichelt). Unsere 
Näherungsmethode gibt diese Niveaus nicht an, da sie nur für große Energiewerte E 
anwendbar ist. 
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und erhalten schließlich, indem wir die Werte für W,,, und W,._, aus 
(76, 17) einsetzen, 


u(p') [E(p)) — E(p)] = elaö(p — P') 
+ßöp+ Pr) — 2a ö29 +pP —Pp) +öl—-24y +p— P)} \ (76, 10”) 
+ Blö2g - pP —-P) +6(-294-p —- P))]. 


Ist 9+ +g, so können wir € = 0 setzen und entweder «=1,ß=0, 
oder « = 0, ß = 1 wählen. Im ersten Fall erhalten wir die frühere Lösung 
(76, 18), im zweiten die Lösung für y_,, die sich der Funktion y°, annähert. 

Für p = +9 haben wir aus (76, 10”) 


u(P) IE (pP) — Big)] = eladlg — P)+Bög + P] 
5 12[ö8g — P)) + 50-9 — P)] + BLö@ — P) + 80-39 - PIN). 
(76, 10°”) 


Für p’ = g ist die linke Seite Null, und folglich muß auch dierechte Null sein. 
Berücksichtigen wir, daß ö(£) = 0 ist für £ + 0, erhalten wir 


50)|ex _ 4] =(, (76, 20) 
und für =—q e 
ö(0) [e? _ 3] =. (76, 20’) 
Kürzen wir ö(0), so erhalten wir das Gleichungssystem 
4 A 
ea zß=0, eß — ae (76, 21) 
für die Bestimmung von « und f. Es ist leicht zu ersehen, daß man beip= —q 


aus (76, 10”) wieder das gleiche System (76, 21) erhält. Das System (76, 21) 
ist homogen. Setzen wir seine Determinante gleich Null, so ergibt sich 


e= +, (76, 22) 
2 
und die entsprechenden Lösungen für & und f lauten 
R A 
a=ß für e= gar, (76, 23) 
und n 
a=-ß für e= =: (76, 23’) 
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Als Ergebnis haben wir für den Impuls p = +g die Lösungen 


B=Btn+2, vi zatı th) 16,20) 


A j ’ 
E=E(49)- 5, Yil)=alyiı— vr). (16,24) 


Mit anderen Worten, im Punkt p = +g erhält das Energiespektrum einen 
Riß. Für Impulse, die von p= +g entfernt liegen, ist, wie gezeigt wurde, 
e = 0 und folglich 2 = E(p). Abb. 54 stellt die Energiekurve E als Funktion 
von pdar: gestrichelt für die ungestörte Bewe- 

gung, voll ausgezogen für die gestörte. In den Ein) 
Punkten p = +1g tritt ein Riß von der Größe A 
auf. Die anderen in der Zeichnung dargestellten 
Risse für p = +2g erhält man bei Berech- 
nung der zweiten Näherung. (Ganz allgemein 
treten Risse in den Punkten p= +ng,n=|, 
2,3,.... auf.) Wir erhalten also ein Spektrum 
der Art, wie wir es im $ 55 untersucht hatten, 
und zwar ein Spektrum mit Bändern erlaubter 


EnergiewertevonE=0bis E=E(g) — 2 und 


von E=E(g)+ = bis zum nächsten Riß usw., 


und aus Bändern verbotener Energie von E=E(g) _,Abb.54 
4 # Die Bildung von Rissen 
— — bis E= E(g) + —usw. Diese verbotenen (verbotene Bänder) in 
2 x fi 2 2 einem kontinuierlichen 
Bereiche sind auf der Ordinatenachse durch Spektrum bei einer 
Schraffierung angedeutet. Ist das Störfeld klein periodischen Störung 


(A—0), so werden die Risse sehr schmal. Das 

Spektrum eines sich in einem periodischen Feld mit kleiner Amplitude bewe- 
genden Teilchens stellt also gewissermaßen eine Umkehrung des z.B. für 
Atome charakteristischen diskreten Spektrums dar. Im diskreten Spektrum 
sind nur einzelne Energiewerte E,, E,,...., „erlaubt‘‘ und die übrigen Werte 
„verboten“. Im vorliegenden Fall sind breite Energieabschnitte ‚erlaubt‘ 
und nur einige schmale Streifen ausgeschlossen. 

Neben dem von uns berechneten Riß im kontinuierlichen Spektrum von E 
ist in Abb.54 noch eine stetige Änderung von E als Funktion von p in der 
Nähe dieser Rißstellen gezeigt. Wir hätten diese Änderung auch aus unserer 
Berechnung erhalten können, wenn wir berücksichtigt hätten, daß die Lösung 
(76, 18) nicht nur in den Punkten p= +, wo sie einfach unendlich wird, 
sondern auch in allen Punkten unbrauchbar wird, für die 


IE +29) —- Ep = (76, 25) 
gilt, da in diesem Impulsbereich der Zusatz zu E zwar nicht unendlich, aber 


295 


XD. DIE EINFACHSTEN ANWENDUNGEN DER STÖRUNGSTHEORIE 


sehr groß ist. Wir hätten somit das Verhalten der Lösungen in der Nähe 
der Punkte p = +94 untersuchen müssen. Diese Berechnung lassen wir 
fort.) 

Wesentlich ist, daß sich das Bestehen dieser Risse auf die Form der 
Funktion E(p) in der Nähe des Risses auswirkt. Dadurch wird die Zahl 
der Zustände y, verändert (die wir zu dp proportional betrachten können), 


die auf das Energieintervall dE entfallen. Für den nichtgestörten Fall ist 4 
= er für den gestörten aber GP. = oo an den Stellen im Energiespek- 


trum, wo die Risse auftreten. Dieses Ergebnis kann man auch ohne spezielle 

Berechnung erhalten. Wir zeigten im $ 55 in allgemeiner Form, daß für ein 

Teilchen, das sich in einem periodischen Feld bewegt, die Gruppengeschwin- 

digkeit 

_1dE __dE 

nd dp 

an den Bandrändern gleich Null ist. Daß in unserem Beispiel die Gruppen- 

geschwindigkeit am Bandrand gleich Null ist, folgt schon daraus, daß wir an 
2 

den Bandrändern nicht laufende Wellen|e ? ) sondern stehende Wellen 

(76, 24) und (76, 24’) haben. 


1) Diese Berechnung ist z. B. enthalten in [12], $$ 95-97. 
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8 77. Die Problemstellung in der Theorie der Stöße von Partikeln 


Die Theorie der Stöße von Partikeln stellt gegenwärtig eines der umfang- 
reichsten Kapitel der Atommechanik dar.!) Wir beschränken uns hier auf 
die Beschreibung der Problemstellung an sich und die Besprechung der ein- 
fachsten Methoden. 

Wir stellen uns ein Teilchen vor, das wir, um ein bestimmtes Beispiel vor 
Augen zu haben, uns als Atom A denken, auf das ein Teilchenstrom B ein- 


einfallendewe Wee N / 


Abb. 55. Der Zusammenstoß von Teilchen nach der Quantenmechanik, 
A das streuende Atom, B der einfallende Teilchenstrahl 


fällt, den wir uns wiederum aus Elektronen bestehend vorstellen wollen. Der 
Teilchenstrom B möge in Richtung der z-Achse verlaufen (Abb.55). 

Die mit dem Atom zusammenstoßenden Elektronen B können eine Ände- 
rung im Bewegungszustand in zweifacher Hinsicht erleiden. Erstenskönnen 
sie ihre Bewegungsrichtung ändern, zweitens können sie einen gewissen Teil 
€ ihrer Energie E an das Atom abgeben.?) In diesem Falle sprechen wir von 
einem unelastischen Stoß oder einer unelastischen Streuung. Ist e = 0, dann 
wird der Stoß elastisch (elastische Streuung) genannt. 


1) Siehe z. B. [41]. 

2) Befand sich das Atom A ursprünglich im angeregten Zustand, so kann auch der 
Fall eintreten, daß es seine Energie an das Elektron B abgibt. In diesem Fall kann die 
ursprüngliche Energie des Elektrons um eine bestimmte Größe &e zunehmen. Solche 
Stöße werden „Stöße zweiter Art“ genannt. 
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Im Versuch interessiert die Zahl der Elektronen (Teilchen B), die in 1s 
durch die Fläche dS (Abb.55) hindurchgehen. Diese Fläche steht senkrecht 
zu dem vom Streuzentrum A aus gezogenen Radiusvektor. Wir bezeichnen 
den Teilchenstrom, der durch diese Fläche mit der Energie E — e hindurch- 
geht, mit dN,. Diese Zahl dN, ist proportional der Fläche d$ (sofern sie 
klein ist) und umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung r vom 
Streuer. Außerdem ist dN, offenbar proportional dem Teilchenstrom im 
Primärstrahl N. Somit ist 


dN, = Nq(&,9, Dr (77,1) 


wo N diein ls durch die Fläche von 1 cm? hindurchgehende’ Teilchenzahl im 
Primärstrom ist und g(e, 9, 9) ein gewisser Proportionalitätsfaktor zwischen 


dN, und N. Die Größe —a Ist der Raumwinkel d2, unter welchem die 


Fläche d$ vom Streuzentrum aus erscheint. Das Verhältnis m 
die Wahrscheinlichkeit für die Streuung in den Raumwinkel d2 mit dem 


Energieverlust e. Dieses Verhältnis ist gleich 


bestimmt 


an, 
N 


= 4(8,9,9)d2. (77,2) 


i 
ghat die Dimension einer Fläche (da[dN,] = 5 ‚[N = TI 


und heißt der diferentielle Wirkungsquerschnitt (des Atoms A) für un- 
elastische Streuung in den Raumwinkel d@ mit dem Energieverlust e. 


Die Größe N 
Q= N - [at 9,9)d2, . (77,3) 


‚soist [(g9]=L?) 


worin das Integral über den ganzen Raumwinkel 4” genommen ist, gibt den 
sogenannten totalen Wirkungsquerschnitt für den unelastischen Stoß mit 
dem Energieverlust e an. N, = Q,N ist die Zahl der Teilchen pro s, die beim 
Stoß die Energie e verloren haben, bei einem Primärstrahl von N Teilchen 
pro cm? und =. 

Wenn sich der Energieverlust e kontinuierlich ändert, so muß man an Stelle 
von (77, 2) für einen Energieverlust von e bis e + de 


I - g(&,9,9)dedQ (77, 2°) 
schreiben. 

In diesem Falle ist q(e,d, @) de der differentielle Wirkungsquerschnitt für 
unelastische Streuung in den Raumwinkel d( mit einem Energieverlust im 
Intervall (e,ce + de). 

Man nennt die Größe g(e,9, 9) auch den differentiellen Wirkungsquer- 
schnitt für unelastische Streuung pro Raumwinkel d@ und Energieinter- 
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vallde. Die übliche Bezeichnung ist „Wirkungsquerschnitt pro steradian und 
Energieeinheit‘. 

Wir weisen darauf hin, daß der Wirkungsquerschnitt außer von &,d, p von 
weiteren Parametern, die den Stoß charakterisieren, beispielsweise von den 
Spins der Teilchen, abhängen kann. 

Mit Hilfe des differentiellen Wirkungsquerschnittes kann man den Stoß- 
prozeß in allen Fällen vollständig statistisch charakterisieren. 

In der Theorie der Stöße besteht das Problem also darin, den Wirkungs- 
querschnitt q(e,d, p) zu berechnen. 

Wie wir sehen werden, wird die genannte Größe ihrerseits vollständig durch 
die Amplitude der Streuwelle bestimmt. 


Abb. 56. Der Zusammenstoß der Teilchen B mit dem Atom A 
nach der klassischen Mechanik (Fall der Abstoßung) 


Wir stellen zunächst die Frage nach den Methoden der Berechnung dieser Größe zu- 
rück und untersuchen, in welchen Fällen für die Berechnung der Stöße die Quanten- 
mechanik und in welchen die klassische Mechanik anzuwenden ist. 

Dazu betrachten wir bei Anwendung der Gesetze der klassischen Mechanik den Ver- 
lauf eines Zusammenstoßes. In Abb.56 ist das Atom A mit dem Mittelpunkt O dar- 
gestellt. Um das Atom ist eine Kugel mit dem Halbmesser a gezogen, außerhalb derer 
die Kräfte zwischen dem Atom A und dem einfallenden Teilchen B genügend klein sind. 
Diese Kugelfläche werden wir als Wirkungssphäre bezeichnen.!) Das Teilchen B, das 
sich ursprünglich längs der z-Achse bewegte, wird, wenn es in diese Sphäre gelangt, eine 
in Abb.56 gezeigte Ablenkung erfahren (hier der Fall der Abstoßung von A und B). 

Wir ziehen von dem Zentrum des Atoms eine Senkrechte auf die ursprüngliche Rich- 
tung BZ der Teilchenbewegung. Die Länge dieser Senkrechten sei o. Sie wird der Stoß- 


1) Diese Kugelfläche läßt sich nicht immer angeben. Für das CouLomBsche Gesetz 
z. B. ist U = const r-!, so daß von einer solchen Kugelfläche nicht gesprochen werden 
kann. Die Wirkungssphäre läßt sich nur in dem Fall bestimmen, in dem die Kräfte rasch 
genug abnehmen. 
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parameter (oder Zielabsiand) genannt. Ein Teilchen, das einen bestimmten Stoßparameter 
besitzt, wird um einen eindeutig bestimmten Winkel # so abgelenkt, daß o = o(9) und 
8 = #(o) ist. Teilchen, die Stoßparameter zwischen go und o + do besitzen, werden um 
Winkel abgelenkt, die zwischen 9 und # + d# liegen (den Winkel p untersuchen wir 
jetzt nicht, da wir für das Feld des Atoms A Kugelsymmetrie voraussetzen). 

Stellen wir uns einen Strom von Primärteilchen vor, die durch eine Fläche von 1 cm? 
hindurchgehen, so werden alle die Teilchen um die Winkel 9,8 + dd abgelenkt, die 
durch einen von den Halbmessern e und o + dp gebildeten Ring hindurchgehen. Die 
Fläche dieses Ringes ist 2rodo (Abb.56). 

Um Winkel zwischen $ und # + dd werden also alle Teilchen des Primärstrahls ab- 
gelenkt, die durch die Fläche 220 do (Abb.56) hindurchgehen. Daher ist die Größe 
2 ode gerade der Wirkungsquerschnitt für die Ablenkung um Winkel zwischen 9 und 
+ d8. 

Drückt man do durch d# aus, so erhält man den differentiellen Wirkungsquerschnitt 


a0= 0%. (77, 4) 


Dieser klassische Ausdruck für g(8) ist nicht immer auf Stöße von Mikroteilchen anwend- 
bar. Der Fehler A o, der bei der B:stimmung des Stoßparameters begangen wird, muß 
ja immer kleiner als der Stoßparameter o selbst sein. Andererseits bedeutet die Bastim- 
mung von emit dem Fehler d geine Unbsstimmtheit des Impulses, der senkrecht auf der 
ursprünglichen B>wegungsrichtung steht, von Ap, = hlAo und folglich eine Un- 
bestimmtheit desStreuwinkels von Ar = A p,/p = h/Ae p (p ist der Impuls des Primär- 
teilchens). Unter Beachtung von 9 > Ad, o> A6 folgt 


L} 
> © (77, 5) 


Wie man sieht, ist die Betrachtung kleiner Ablenkungen mit Hilfe klassischer Methoden 
sinnlos. Für die Batrachtung von Ablenkungen, die der Bedingung (77, 5) genügen, ist es 
erforderlich, daß die allgemeine B»dingung für die Anwendbarkeit: der klassischen Me- 
chanik, daß die Änderung des Potentials U(r) für Längen von einer Wellenlänge A klein 
sein muß: 
| dU (r) 

io = ı<1, (77, 6) 
erfüllt ist. 

Das Potential möge sich im Intervall (0, a) wesentlich ändern, d.h., a möge größen- 
ordnungsmäßig gleich der Abmessung des Gebietes, in dem das Potential wirksam ist, 
bzw. gleich dem Radius der Wirkungssphäre sein. Dann kann die Bedingung (77, 6) 

durch die schwächere 


<a (77, 7) 


ersetzt werden (vgl. $ 36). Die Wellenlänge A von Elektronen mit Energien von mehreren 
eV ist größsnordnungsmäßig gleich 10-8 cm. Von dieser Größenordnung ist auch die 
Abmessung a des Gebietes, in dem sich das Potential im Atom wesentlich ändert. Bei 
Zusammenstößen von Elektronen mit Atomen ist (77, 7) also nicht erfüllt. Man muß die 
Quantenmechanik anwenden. Bsi Zusammenstößen von «-Teilchen (A = 10-13 cm) mit 
Atomen ist die Bedingung (77, 7) erfüllt, so daß man sich auf die klassische Bstrachtung 
des Problems beschränken darf. Bei Zusammenstößen von «-Teilchen (und Nukleonen 
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sowie allgemein schweren Teilchen) mit einem Kern, dessen Wirkungssphäre den Radius 
ars 10-1? cm besitzt, haben wir wieder A Ss a, so daß das Problem quantenmechanisch 
betrachtet werden muß. 

Die Untersuchung des Stoßes mit nur einem einzelnen Atom statt der Untersuchung 
von Stößen miteiner Atomgesamtheit, die voneinem Gas, einer Flüssigkeit oder achließ- 
lich einem festen Körper gebildet wird, ist eine bei weitem nicht immer anwendbare 
Abstraktion. Betrachten wir ein einziges Atom, so setzen wir voraus, daß das Teilchen 
sich vor dem Stoß frei bewegt. Darin liegt das eigentliche Wesen der Problemstellung 
des Zweikörperstoßes. 

Um beurteilen zu können, wann eine solche Fragestellung möglich ist, untersuchen wir 
den mittleren Weg (die freie Weglänge), den das Teilchen B ohne Stoß innerhalb einer 
den Körper bildenden Atomgesamtheit durchläuft. 

Der Eindeutigkeit halber untersuchen wir nur elastische Stöße. Wir führen ein Kri- 
terium dafür ein, daß das Teilchen B nicht in Wechselwirkung mit dem Atom stand (sich 
frei bewegte). Als dieses Kriterium führen wir einen bestimmten Ablenkungswinkel 
®, ein. Ist der Ablenkungswinkel # < ö,, so nehmen wir an, das Teilchen wäre nicht ab- 
gelenkt worden, sondern hätte sich frei bewegt, ist 9 > 9,, so soll Wechselwirkung be- 
standen haben. Das effektive Q, für die Ablenkung um Winkel größer als ®, ist 


Q = [ate, 8, 9) a0. (77,8) 
2 

Das Zeichen 2, zeigt an, daß wir bei der Integration kleine Ablenkungen (9 < 9,) aus- 
schließen. Wir betrachten jetzt einen Strahl von N Teilchen B, der durcheine Fläche von 
l cm? geht. Beim Zurücklegen einer Strecke dx durchdringt dieser Strahl das Volumen 
dz - 1cm?. Bezeichnen wir mit n die Anzahl der Atome pro cm? eines (gasförmigen, flüssi- 
gen oder festen) Körpers, so wird im angegebenen Volumen der Teilchenstrom ndz - 1 cm? 
Atomen begegnen. Die Wahrscheinlichkeit für den Zusammenstoß eines der Teilchen B 
mit einem Atom A ist bei Hindurchgehen durch eine Schicht dr 


ndz-1lcm? = Qunde. (77, 9) 


Wir bezeichnen mit N(z) die Größe des Stroms der nicht abgelenkten Teilchen in der 
Tiefe z innerhalb der Substanz. Nach (77, 9) wird die Abnahme dieses Stroms bei Durch- 
dringung einer Schicht 2, z + dz 


re = —- N()Qın. (77, 10) 
Daraus finden wir 
N (x) = N,e%nz, (77,11) 
folglich ist die Größe 
w(z) = eQenz (77, 12) 


die Wahrscheinlichkeit, einen Weg x ohne Stoß zurückzulegen. Die mittlere freie Weg- 
länge ist somit gleich 

1 
Qon ' 


I- One anez d« = (77,13) 
0 


Damit wir ein Teilchen, das die Weglänge 2 zurücklegt, tatsächlich gegenüber irgend- 
einem der Atome des Körpers als frei beweglich ansehen können, muß die freie Weglänge 
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größer als der Radius a der Wirkungssphäre sein. Sonst würde sich das Teilchen immer- 
fort innerhalb der Wirkungssphäre jenes Atoms befinden, mit dem es den nächsten Zu- 
sammenstoß erleidet. Die Bedingung für die Anwendung der Theorie von Zweikörper- 
stößen ist also sowohl in der klassischen Mechanik wie in der Quantenmechanik 


I>a. (77,14) 


Kann die Wirkungssphäre nicht definiert werden, so wird die Anwendung der Theorie 
der Zweikörperstöße zum mindesten zweifelhaft (jedenfalls für Stöße mit kleinem ?). 
In der Quantenmechanik muß die Bedingung (77, 14) durch eine weitere Bedingung 
von speziellem Quantencharakter ergänzt werden. Uns interessieren die Änderungen des 
Impulses (und der Energie) der Teilchen bei den Stößen. Der Zustand mit einem be- 
stimmten Impulswert p wird durch eine DE BROGLIE-Welle mit der Wellenlänge A = 


h 
beschrieben. 


p 
Aus der Bedingung (77, 14) folgt, daß wir die Bewegung des freien Teilchens über die 
freie Weglänge ! untersuchen müssen, d.h., wir müssen es mit einer Wellengruppe zu tun 
haben, deren Abmessung /! nicht übersteigt. In einer solchen Gruppe ist im allgemeinen 
Ap?+0,d.h., wir haben einen Zustand mit unbestimmtem Impuls. Um diese Un- 
bestimmtheit vernachlässigen zu können (um dann mit einer monochromatischen Welle 


zu operieren), muß I>A (77,15) 


sein. Wenn die Bedingungen (77, 14) und (77, 15) nicht erfüllt sind, wäre der Stoß zu- 
gleich mit der ganzen Atomgesamtheit A zu untersuchen, oder es wären besondere Kunst- 
griffe anzuwenden, die eine Umgehung der Schwierigkeiten dieser direkten Aufgaben- 
stellung ermöglichen. 


8 78. Die Berechnung der elastischen Streuung 
nach der Bornschen Näherung 


Wenn wir uns auf elastische Streuung beschränken, brauchen wir die innere 
Struktur des Atoms nicht zu untersuchen.!) Die Wirkung des Atoms A auf 
die einfallenden Teilchen B kann in diesem Falle als die Wirkung eines Kraft- 
zentrums aufgefaßt werden. Besitzt das Atom Kugelsymmetrie, so ist das 
von ihm gebildete Kraftfeld ein Zentralfeld. Wir wollen uns jetzt mit diesem 
Fall beschäftigen und bezeichnen die potentielle Energie des Teilchens B im 
Feld des Atoms A mit U(r) (r sei der Abstand zwischen dem Zentrum A 
und B). Die Energie des Teilchens B bezeichnen wir mit E. Wird U(r) = 0 
fürr = 00, so müssen wir E > O nehmen, da uns der Fall interessiert, in dem 
das Teilchen B sich mit der Energie E aus dem Unendlichen kommend auf 
das Atom A zu bewegt. Nach der allgemeinen Theorie der Bewegung im 
Zentralfeld sind solche Zustände des Teilchens B nur bei £ > 0 möglich. 
Wenn y(z,%,z) die Wellenfunktion des Teilchens B ist, so lautet die 
SCHBÖDINGERgleichung 


= 2 — 78,1 
> v?y + Ul)y=Ey ( ) 


1) Bei der Berechnung unelastischer Stöße muß man dagegen unvermeidlich die 
Atomstruktur untersuchen, da sich beim unelastischen Stoß der Quantenzustand 
des Atoms ändert. 
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(4 bedeutet die Masse des Teilchens B). Die potentielle Energie U(r) möge 
mit wachsendem Abstand r vom Atom A genügend rasch abnehmen. Wir 
führen die Wellenzahl ein: 


2uE pp? 
Be, (78, 2) 


worin p der Impuls des Teilchens ist. Ferner setzen wir zur Abkürzung 
p) 
Fr U(r) = V(r). (78, 3) 


Dann läßt sich die Gleichung (78, 1) folgendermaßen schreiben: 
Ty+kKp=Vlr)y. 78,1’) 

Die Lösungen dieser Gleichung, die zur Energie E(k?) gehören, sind sehr 
stark entartet und besitzen sehr verschiedene Gestalt. i 

Wir müssen solche Lösungen auswählen, die der gestellten physikalischen 
Aufgabe entsprechen, d. h.,in großen Abständen von A muß die Lösung aus 
einer ebenen Welle gebildet sein, die den Strom der einfallenden Teilchen 
darstellt, zusammen mit einer auslaufenden Welle, die die gestreuten Teilchen 
darstellt [in der allgemeinen Lösung der Gleichung (78, 1’) könnten z. B. auch 
einlaufende Wellen vorkommen). 

Dementsprechend stellen wir y als Summe aus zwei Anteilen dar: 


v=y’+u, (78, 4) 
wo y® den einfallenden und % den gestreuten Teilchen entspricht. Nehmen 
wir an, daß die Teilchen sich in z-Richtung bewegen, so hat 9° die Form 


eikz 
ER: BZ 3 
y’ = 75’ L l cm (78, 5) 
Die Wellenfunktion y® ist so normiert, daß die Dichte der einfallenden Teil- 
chen |yP? = 1 em-?ist, d. h. ein Teilchen pro Volumeinheit. Dabei wird nach 
der Formel (29, 5) der Strom 


N=J, = PR = olw? =» ei. cm, (78, 6) 


wov’= er — 2 die Teilchengeschwindigkeit ist. Die Funktion u, die den 


u 
Zustand der gestreuten Teilchen darstellt, muß für große Abstände r vom 
Atommittelpunkt die Form einer auslaufenden Kugelwelle haben: 


(78, 7) 


eikr 
u(r,d) = A(d) » 

7700 7, 
wo A(d) die Amplitude der gestreuten Welle und 9 der Winkel zwischen r 
und der z-Achse, d. h. der Streuwinkel ist. 


Wir berechnen jetzt den Strom der gestreuten Teilchen in großer Ent- 
fernung vom Atom. Aus der Formel für den Strom (29, 5) und aus (78, 7) 
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folgt, daß der Strom der gestreuten Teilchen gleich 


; * 
us aa hr Es JE TIE En (78, 8) 
sein wird.!) Daraus folgt für den Strom durch die Fläche dS: 
dN = J,dS = v|A(d)|?dQ. (78, 9) 
Folglich finden wir aus (78, 9) und (78, 6) 
ga) da2= Er =|A(#)|?dQ2. (78, 10) 


Somit genügt für die Berechnung des Wirkungsquerschnitts q(d) die Kenntnis 
der Amplitude A (d) der gestreuten Welle. Um die gestreute Welle u zu fin- 
den, betrachten wir V (r) in (78, 1’) als Störung und wenden für die Lösung 
der Gleichung (78, 1’) die Methoden der Störungstheorie an.?) Setzen wir 
(78, 4) in (78,1’) ein und vernachlässigen wir das Glied Vu als klein von 
zweiter Ordnung, so erhalten wir 


veu+kRu=Vy. (78, 11) 


Wir müssen jetzt die Lösung dieser Gleichung finden, die die asymptotische 
Form (78, 7) besitzt. Statt der Entwicklung von u nach ungestörten Funk- 
tionen wenden wir bei der Lösung von (78, 11) eine direkte Methode an. Wir 
untersuchen die Funktion Dit, = Dulı) eier, (78, 12) 


wo rder Radiusvektor des Punktes z, y, z ist, t die Zeit und w Nie Frequenz. 
Ferner sei ® das skalare Potential, das sich aus der elektrischen Ladungs- 


dicht \ 

2 el t) = Holt) e*”* (78, 13) 
ableitet. Aus der Elektrodynamik ist bekannt, daß sich das Potential als 
Lösung der Poıssonschen Gleichung 

1 92» 
er er 
ergibt, wo c die Lichtgeschwindigkeit ist. Die Lösung der Gleichung (78, 14) 


"ist bekannt: Nimmt man die Wellen, die von einer Ladung o(r’, t) dr’ aus- 
gesandt werden (wir haben gesetzt: dt’ = dx’ dy’ dz’), die im Punkt r’ liegt, 


= — 4rno (78, 14) 


1) Siehe (53, 3). Die übrigen Komponenten J5, J, werden in einem Zentralfeld Null 
[A(®) ist reell!]. Wir bemerken noch, daß wir einen konvergierenden Strom erhalten 
hätten, wenn wir in (78, 7) e-ikr statt et ikr genommen hätten. 


?2) Wir nehmen außerdem an, daß V(r) mit dem- Abstand rascher abnimmt ale 


(vgl. Anm. in $49 auf S. 175). Das Matrixelement von V(r) werden wir als endlich be- 
trachten, da aus dem im $ 76 Besprochenen hervorgeht, daß das Spektrum von Z kon- 
tinuierlich bleibt. 
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so ist das skalare Potential im Punkt rim Zeitpunkt t 


elr,t - k = 
ee, (78, 15) 


wo |r’ — r| der Abstand zwischen dem Punkt r’, in dem die Ladung od’ 
liegt und dem Beobachtungspunkt t ist. Setzen wir ® aus (78, 12) in (78, 15) 
und o aus (78, 13) ein und kürzen e”*®t, so erhalten wir 


(v) izle 
De nr, (78, 16) 


Ir rl 


Setzen wir ® aus (78, 12) und o aus (78, 13) in die Poıssonsche Gleichung 
ein und kürzen e-'®t, so bekommen wir 


2 
"d+Tzd=—inn (78, 17) 


Vergleichen wir diese Gleichung mit (78, 11), so erkennen wir, daß (78, 11) 
und (78, 17) identisch werden, wenn wir setzen: 


1} 
d=u, => ur Vy", (78, 18) 


Daraus schließen wir auf Grund von (78, 16), daß 


AN apO (pe) eiklv’-rj 
„fer el 


a = Y-:] 


(78, 19) 
die Lösung der Gleichung (78, 11) ist. Dabei haben wir bereits automatisch 
berücksichtigt, daß « nur auslaufende Wellen enthält, da (78, 15) die Lösung 
für emittierte, nicht aber für Wellen ist, die von den Ladungen ‚absorbiert‘‘ 
wurden. 

Wir suchen jetzt die Form von w(r) in großen Entfernungen vom Atom A. 
Dazu bezeichnen wir den Einheitsvektor in Richtung des einfallenden Strah- 
les (z-Achse) mit n, und den Einheitsvektor in der Richtung des Vektors rt 
mit n. Wir formen zunächst |r” — r| um. Aus dem in Abb. 57 angeführten 
Dreieck folgt 

’-ı?=r +r?— 2nrr, 


wor=|t|, r = |r’|. Daraus erhalten wir fürr >r’ 
Ir = 1=r-nr+o[f), (78, 20) 
wo 0 (>) die Glieder der Größenordnung — und höher bedeutet. 
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Setzen wir |t’— r| aus (78,20) in (78, 19) ein und vernachlässigen im 
Nenner die Größe nr gegenüber r, so erhalten wir als Ausdruck für w, der 
für große Abstände r vom Atom gilt!): 


1 et+ikr 
u(t) = Sr 


f ein Y(Y) yo) de. (78, 19) 


r 


Setzen wir hier yP(r’) aus (78, 5) ein und berücksichtigen, daß 2’ = r’n,, so 
bekommen wir 


1 +ikr a M 
“0-4, j ER (78, 21) 
Aalzy,2) 
\ 
\a 
\ 
\ 
I 
Et er Een L 


Abb. 57. Erläuterung der Lage der Vektoren, 
t’ der Radiusvektor vom Atommittelpunkt zum Elektron, 
t der Radiusvektor vom Atommittelpunkt zum Aufpunkt R(z,y,z), 9 der Streuwinkel, 
n, der Einheitsvektor in Richtung des Primärbündels, 
n desgl. in der Richtung des gestreuten Bündels 


Vergleichen wir (78, 21) mit (78, 7), so sehen wir, daß die Amplitude der ge- 
streuten Welle 


A= ——_ [erm-nr Yler)ar. (78, 22) 
4n 
ist. Wir führen den Vektor 
: BER :, 42 .% 
R= kn, —n), K=kin—n]=2ksinn =-7-sinz (78, 23) 


ein. Dann erhalten wir unter Berücksichtigung von (8, 3) 


RI Te EEE 
AN STET et’ U(r)dr', (78, 24) 


d.h., die Amplitude der gestreuten Welle ist proportional der FOURIFR- 
komponente aus der Entwicklung des Potentials nach ebenen Wellen ei*t, 


2) D.h. für r> a, wo.a der Radius der Wirkungssphäre ist. 
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Setzen wir diesen Wert für A (d) in (78, 10) ein, so finden wir den Wirkungs- 
querschnitt: 

9= I [eV ferrve)ar) (78, 25 

qaw) = T6n2 677 e vÜ)dr|. ‚25) 


Diese Formel gilt, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, nur genähert. In der 
Stoßtheorie wird diese Näherung (die erste Näherung der Störungstheorie) 
gewöhnlich die Bornsche Näherung genannt. Wir können hier nicht weiter 
auf die Untersuchung über die Genauigkeit der Bornschen Näherung und 
ihre Brauchbarkeit in den verschiedenen Fällen eingehen.!) Wir weisen nur 
darauf hin, daß die Intensität |u(r)|? der gestreuten Welle in der Nähe des 
Streuzentrums klein im Vergleich zu der Intensität |y(r)|? der einfallenden 
Welle sein muß. Aus der Formel (78,15) läßt sich das Verhältnis von |«]|? zu 
|yP]? leicht abschätzen, wenn man die Werte dieser Funktionen für den Atom- 
mittelpunkt (rt = 0) nimmt. Setzt man voraus, daß es sich um Zentralkräfte 
handelt, so daß V(r’) = V(r'), und nimmt man in (78, 15) r=(,dr’ 
= r'?dr’ sind’ dd’ dp’, tr’ = kr’ cosd', so erhält man nach einfacher Inte- 
gration über die Winkeld9 und o - 


Eau ger dr. (4828) 


0 


Bei k — oo geht das Integral asymptotisch gegen Null. Daher wird bei hin- 
reichend großer Teilchenenergie (großem %k) die Bornsche Methode stets an- 
wendbar sein. 


879. Die elastische Streuung schneller geladener Partikel durch Atome 


Die von uns erhaltene Formel für den differentiellen Wirkungsquerschnitt g(d) 
ist nur fir die Berechuung uer elastischen Streuung hinreichend schneller 
Teilchen brauchbar. Ferner setzte unsere Argumentation voraus, auch wenn 
das nicht besonders hervorgehoben wurde, daß das Atom vor und nach dem 
Stoß ruht. Ist die Geschwindigkeit der einfallenden Teilchen groß und die 
Geschwindigkeit des Atoms vor dem Stoß nur gleich der thermischen Ge- 
schwindigktit, so kann letztere vernachlässigt werden. Die Geschwindigkeit 
nach dem Stoß kann aber nur dann vernachlässigt werden, wenn die Masse x 
des stoßenden Teilchens wesentlich kleiner ist als die Atommasse M. 

Wir setzen voraus, daß alle diese Bedingungen erfüllt sind, und wollen nun 
die Streuurg von Teilchen mit der Masse u und der Ladung e, berechnen. 
Wir bezeichnen mit — ee(t"’) = — eo(r'') die Dichte der elektrischeu La- 
dung, die durch die Elektronenwolke des Atoms im Punkt r’’ gebildet wird 
(Kugelsymmetrie für 0 vorausgesetzt), und mit Z die Kernladungszahl. Dann 


1) Siehe [41]. 
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ist das elektrische Potentialim Punkt t 


(1) a j 
pr) = — - 7 (79, 1) 


und die potentielle Energie eines Teilchens in diesem Feld 


Ur) = e,p(r) = en ET r ae (79,2) 
Setzen wir diesen Wert für U(r) in (78,24) ein, so erhalten wir 


ir 120 „ 
Ad = ee ar za fen ar [IE in (79, 3) 


r 


Wir wollen die Integrale getrennt für sich berechnen. Dazu bemerken wir, 
daß das Integral 

a en m, 4) 
als das von den im Raum verteilten elektrischen Ladungen mit der Dichte 


e(t’) = ei*"' im Punkt ı” erzeugte Potential angesehen werden kann. 
Das Potential p(t’) genügt der Poıssonschen Gleichung 


v2o(t) = — 4rol(t) = — 4er (79, 5) 
Aus dieser Gleichung finden wir sofort @(r’) 
; 4neikt h 
pr’) — ep s®?=K:+K, + K. (79, 6) 


eitt’ est 4r , 
Dee de, 79,7 
1 f m dt E dt A; (79, 7) 


Für das zweite Integral (Doppelintegral) erhalten wir 


„ 7 ir 
I, = [errar v a = [ar ex rer Tot = 


” 9(r”) > n 
- [a: e(r ep” = anf ee. 


Um die Integration in (79, 8) durchzuführen, führen wir Polarkoordinaten 
ein mit der Polarachse parallel zu &. Dann ist 


dı=r:drsinddddp, Sr=Krcosd. 


(79, 8) 
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Wir erhalten 
2n rn 


[eren) et = fe (r)r?dr [dp [eifros® sinddd. 
Ä 0 0 0 


Führen wir die Variable cos® = £ ein, so können wir leicht über & und 
integrieren u.ndbekommen 


oo 


[are eift — 1 (en r?dr. (79, 9) 
0 


Setzen wir (79, 9) in (79, 8) und (79, 7) in (79, 3) ein, so finden wir den end- 
gültigen Ausdruck für 4 (9): 


Al ae we = [en r2 ar). (79, 10) 


0 
Wenn wir berücksichtigen, daß 


‚dd Apr 
K? = 4k2 sin? > I 


sin? 


wo v die Teilchengeschwindigkeit ist, und wenn wir 


F(d) = (en dr (79, 11) 


= & 0 
setzen, so finden wir schließlich 


ee, 1 


A) = (79, 12) 


in? 
sin? -— 
2 


Wir nennen die Größe F(9) Atomformfaktor. Wie wir sehen, bestimmt diese 
Größe die Abhängigkeit der Elektronenstreuung vom Winkel. Wir bemerken, 
daß diese Größe auch die Streuung der Röntgenstrahlen bestimmt. 

Aus (79,12) finden wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt für die 
Streuung der Elektronen mit der Energie E um den Winkel 9: 


e? l 


2 ; 
a0) = a2 - FOR (79, 13) 


Ri 
sin‘ > 

Um diese Formel auf ein bestimmtes Beispiel anzuwenden, nehmen wir für 
die Ladungsdichte eo an (was sich auch aus eingehenderen quantenmechani- 
schen Rechnungen ergibt), daß og mit zunehmendem Abstand vom Atom- 
mittelpunkt exponentiell abnimmt: 


= pe *®, (79, 14) 
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wo a der „Atomradius“ ist. Das Atom ist als Ganzes neutral, daraus folgt 


fedı=2, (79, 15) 
woraus wir 9 = maß finden. Folglich ist 
VAR 
Wir berechnen jetzt den Atomformfaktor 
5 sin(Kr) I; u a 
vo = en N Bar = le sin&E-E£dE, 
ö ö 


wo & = Kr ist. Das letzte Integral ist leicht zu berechnen: 


Re ER ä 
f Feng sad; |e Ka (et -et)Ed = se 
0 0 


3 (+ Ref 
Daraus folgt 
Fi) = - = 2 (79, 17) 
+ Kan 2 A 
ASP, ( + 4k2a? sin 5) 
Folglich ist 
2.272 / 1 2 
1) = en le — gr (79, 18) 
2 ( + 4k2a? sin? 5) sin? 


Für schnelle Teilchen mit ka > 1 kann daherin (79, 18) für nicht allzu kleine 
Streuwinkel das zweite Glied des Ausdrucks in der Klammer gegenüber Eins 
vernachlässigt werden. Wir erhalten dann 
deZz2 1 
ale) = ut .,9° 
sin? — 


(79, 19) 


Diese Formel stimmt mit der für die elastische Streuung von Teilchen der 
Ladung e und der Masse » am CouLompfeld des Kerns mit der Ladung Ze 
überein. Sie wurde erstmals von RUTHERFORD noch auf Grund der klassi- 
schen Mechanik abgeleitet. 

Ein ganz anderes Ergebnis erhalten wir für kleine Streuwinkel. Während 
wir bei 9 = 0 aus (79, 19) q(0) = oo erhalten, folgt aus (79, 18), daß bei 
9=0 g(0) = const ist. 

Die Tatsache, daß für große Streuwinkel die Streuung so wieim COULOMB- 
feld des bloßen Kerns erhalten wird, läßt sich anschaulich deuten: Die 
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großen Ablenkungen erfahren die Teilchen, die nahe am Kern vorbeifliegen, 
wo also das Feld der Elektronenwolke auf sie nicht einwirkt. Die kleinen Ab- 
lenkungen dagegen rühren von Teilchen her, die im weiten Abstand vorbei- 
fliegen. In diesem Fall ist die Kernladung fast völlig durch die negative 
Ladung der Elektronenwolke abgeschirmt. Das Feld unterscheidet sich dann 
sehr stark vom CovLoMgfeld. 


4A. Die Streuung der @-Teilchen 


Für «-Teilchen ist die Ladung e, = +22e, die Masse u = 4u,, = 6,64 - 104g, 
wo 4, die Masse des Wasserstoffatoms ist. Ist das Atomgewicht des Atoms A 
wesentlich größer als 4, so können wir unsere Formeln unmittelbar zur Be- 


Abb. 58. Streuung von a-Teilchen 
beim Durchgang durch eine 0,001 mm dicke Goldfolie. 
Die ausgezogene Kurve stellt g(#) im Polardiagramm dar. 
Die beigefügten Zahlen geben die beobachteten Teilchenzahlen an. 
OA die Richtung des einfallenden Bündels 


rechnung der Streuung von «-Teilchen an Atomen verwenden. Die «-Teil- 
chen, die von radioaktiven Elementen ausgesandt werden, besitzen eine Ge- 
schwindigkeit von v = 10° cm/s. Daher erhalten wir aus (78, 2) als Wellen- 
zahl % = 1012 bis 1013 cm-!. Die für die Größe der Atome maßgebende Länge 
ist ass 10-8cm. Folglich ist ka = 10%, so daß man die Formel (79, 19) an 


Stelle von (79, 18) bis zu sehr kleinen Winkeln verwenden kann (sin u 104 
bis 10-5). 2 
Wir haben also für «-Teilchen 
we (79, 20) 
a Be. d ’ 
sin® — 
2 
Re; £ 1 ; i . n 
für sin 5 > Kt: In Abb.58 ist die Zahl der gestreuten «-Teilchenfür ver- 
schiedene Winkel $ im Falle der Streuung an Gold dargestellt. 
Wie bereits erwähnt, wurde die Formel (79, 20) erstmals von RUTHERFORD 
aus der klassischen Mechanik erhalten, indem er die Hyperbelbahnen der 
a@-Teilchen im CouLoMmpfeld eines Atomkerns untersuchte. Diese Formel 
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diente seinerzeit als Grundlage zur Erschließung der Kernstruktur des 
Atoms!) und wird RUTHERFORDformel genannt. Da bis zu kleinen Winkeln d 
die Abschirmung der Kernladung durch die Elektronenwolke keine Rolle 
spielt, so ist die Formel (79, 20) die quantenmechanische Formel für die 
Streuung von a-Teilchen an einem reinen CovLompfeld, das von der Punkt- 
ladung Ze herrührt. Die Streuung im CouLompfeld unterscheidet sich also 
in der klassischen Mechanik nicht von der in der Quantenmechanik.?) 


B. Die Streuung von Elektronen 


Für Elektronen ist u = 10”?”g, so daß die Bornsche Näherung nur für 
Elektronen mit einer Energie von mehreren Hundert Elektronenvolt an- 
wendbar ist. Bei 500eV beträgtdie Geschwin- 
digkeit v = 1,3- 10° cm/s, k = 1,3 - 10° cm!, 
d.h. ka = 1. Der Atomformfaktor kann daher 
in (79, 18) nicht vernachlässigt werden. Der 
Wirkungsquerschnitt q(d) ist in diesem Fall 


ei od 
ie u Feen - 


dd 
2 (79,21) 


In Abb. 59 sind die theoretisch berechneten 
Streukurven für Elektronen an He und die 
Meßergebnisse von DaymonD dargestellt. 
Sehr beachtenswert ist der Umstand, daß 
man aus der Beobachtung der Elektronen- 
0 30 60 30% streuung die Verteilung der Elektronen- 
ladung im Atom ermitteln kann. Be- 
Abb. 59. Elastische Streuungan obachten wir die Elektronenstreuung für 
Helium, A die theoretische verschiedene Geschwindigkeiten v und Win- 
Kurve unter Berücksichtigung ke] 9, so erhalten wir q(®), den differen- 
der Abschirmung, tiellen Wirkungsquerschnitt, und finden 


3.08 Bersmengen Slrepnae, 7 Jann’ans (79, 21) den Atomformfaktor F(9), 
C die Streuung von RÖNTGEN- 


: ? e 2 2 FR 
strahlen gleicher Wellenlänge. dereine Funktion von X = EP \ sin — ist 
Die Kreuzchen geben die MeßB- h 2 

ergebnisse DayMonps an [s. (79, 11)]. Dementsprechend werden wir F 


1) Siehe das klassische Werk [49]. BE 1 
2) Wir erhielten die Formel (79, 20) in Bornscher Näherung und für sin 732 e: Die 


Formel für die Streuung im CouLoMsfeld läßt sich auch genau erhalten (s. [41], 3. Kap.). 
Es stellt sich heraus, daß sie für alle Winkel genau mit der RUTHERFORD-Formel über- 
einstimmt. Im Falle gleicher Teilchen, z. B. der Streuung von «a-Teilchen an He, gelangt 
die Quantenmechanik zu anderen Ergebnissen. Der Versuch bestätigt in diesem Fall die 
Schlußfolgerungen der Quantenmechanik (s. [41], $4 u. $4,1). 
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als Funktion von X untersuchen. Aus (79, 11) haben wir 


. K f 
2 = [sn (Kr): o(r)rdr. (79, 22) 
4n 
ö 
Daraus erhalten wir nach dem Fovrizrschen Integraltheorem 
Anr2o(r) = a K- F(K)sin{Kr)-dK (79, 23) 


0 


(wobei wir den Umstand benutzten, daß K - F(K) eine ungerade Funktion 
von K ist). 

Haben wir den Atomformfaktor F(K) experimentell bestimmt, so finden 
wir aus (79, 23) o(r). Die Größe o(r) ist die von der Elektronenwolke ver- 
ursachte mittlere elektrische Ladungsdichte im Atom. Diese Größe läßt sich 
also experimentell ermitteln. Andererseits 
ist sie aber auch theoretisch berechenbar, 4 
da die Wahrscheinlichkeit für den Ort 3 
des Elektrons im Atom durch die Wellen- be 
funktion |y|? bestimmt wird. Wie wir &, 
bereits bemerkten, kann der Atomform- > 
faktor F(K) auch aus Versuchen über x 
die Streuung von RönTtgenstrahlen er- 
mittelt werden, was wiederum die Berech- 0 
nung von o ermöglicht. 

Es ist sehr interessant, die Voraus- 
sagen der Quantenmechanik für eine so 


06 08r[A] 


Abb. 60. Die Dichte der elektrischen 
Ladung im He(4ror?) als Funktion 


schwierige Größe, wie es die mittlere 
Ladungsverteilung im Atom ist, mit den 
Versuchsergebnissen zu vergleichen. Das 


des Abstandes r. l bestimmt durch 
Elektronenstreuung; 2 bestimmt 
durch Streuung von Röntgenstrahlen; 


Experiment bestätigt sehr gut die Theo- 3 theoretisch 


rie.t) Als Beispiel bringen wir in Abb. 60 

die Größe 4 or? aus den Messungen der Streuung von Röntgenstrahlen und 
Elektronen an He und die theoretische Kurve für diese Größe, wie man sie 
für He aus der Wellenfunktion y erhält (s. $122). Bemerkenswert ist die 
Übereinstimmung der Maxima und des exponentiellen Abfallsfür o bei r —oo. 


Kennen wir die Dichte der Elektronen innerhalb des Atoms, so können wir mit Hilfe 
von (79,2) die Wechselwirkungsenergie U (r) zwischen Atom und gestreutem Elektron 
bestimmen. Somit läßt sich aus den Versuchen über die elastische Streuung von Teilchen 
der Charakter der auf diese Teilchen wirkenden Kräfte ermitteln. 

Das kann man auch aus der Formel (78, 24) erschließen. Die Amplitude A (8) der 
gestreuten Wellen hängt nur über den Vektor & (78, 23) von ® ab und kann daher 


2) Siehe die Übersicht von McMiLten, J. H.: Rev. mod. Phys., 2 (1939) 84. 
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als Funktion von & betrachtet werden, d.h. A = A($). Kehren wir das FourIEr- 
Integral (78, 24) um, so finden wir 


+ 
2nh 1 ' 
U) = lern dK, dK, dK,. (79, 24) 


Kennen wir also A($) aus dem Experiment, so können wir die Wechselwirkungsenergie 
U (t) berechnen. 

Dabei ist noch folgendes zu berücksichtigen. Wir ermitteln im Experiment nicht 
unmittelbar A($), sondern den Wirkungsquerschnitt g(8) = |A (8) . Kennen wir daher 
q(d), so können wir A($) nur berechnen, wenn die Amplitude A (8) reell ist. Im anderen 
Fall bleibt die Phase von A($) unbekannt. Wie aus (78,24) ersichtlich, wird A($) 
reell, wenn U(t) = U(- r), also insbesondere für Zentralkräfte. Ferner verlangt 
die Umkehrung des Integrals (79, 24) die Integration über X,, K,, K, von — oo bis 
+ ©0. Wir müssen also, um U (rt) zu finden, die Streuung für unendlich große Impulse 
der einfallenden Teilchen kennen (4a 0sKSs = = = . Beschränken wir den Im- 

2 
puls auf p (Energie E= 7) ‚so können wir nur einen Teil des Integrals (79, 24) be- 


rechnen: GE 


U = al e-iRt A(R)dK,AdK,dK, (79, 24°) 

a a, ars ; 

— 2pii ü 
Ist der vernachlässigte Teil des Integrals klein, so erhalten wir an Stelle der wirklichen 
potentiellen Energie U (t) eine mittlere U), d.h., aus einem Streuversuch mit dem 


2rh 
Impuls p und somit der Wellenlänge A = 2 lassen sich keinerlei Schlüsse über die 
Änderungen von U(t) auf Strecken der Größenordnung von A ziehen, da im Integral 
: 4 2 
(79, 24) die oszillierenden Glieder e-iSt mit K> — = . fehlen. 
Das entspricht der bekannten Tatsache, daß man bei einer optischen Abbildung eines 
Objekts keine Details erhalten kann, deren Maße kleiner sind als die Wellenlänge des zur 
Beleuchtung des Objekts benutzten Lichts.!) 


8 80. Die exakte Streutheorie. Die Phasen der gestreuten Wellen und der 
Wirkuüngsquerschnitt 
Wir wenden uns jetzt der exakten Lösung der Gleichung (78, 1’) zu: 
vy+kRy=Vlrn)y. (80, 1) 


Diese Gleichung unterscheidet sich von der im Abschnitt über die allgemeine 
Theorie der Bewegung im Zentralfeld exakt behandelten (49, 2) nur durch 
2 
den Faktor — Fr und die Reihenfolge der Glieder. Daher wird nach (49, 4) 
272 
die zur Energie E = Im’ zum Quadrat des Drehimpulses m? = h2l(l +1) 


1) Selbstverständlich gelten die gleichen Bemerkungen auch für die Bestimmung 
von o(r) mit Hilfe des Integrals (79, 23). 
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und zur Drehimpulskomponente, m, = hm gehörige Eigenlösung der Glei- 
chung (80, 1) sein: 

Yım(r, 9,9) = Rılr) Yımd, P); (80, 2) 

wobei wir, wenn wir R, = ur"! setzen, aus (80, 1) die Gleichung für u, er- 


halten: 2 u 
u, [# = - u, = V(r) w, (80, 3) 


die im wesentlichen mit der Gleichung (49, 10) übereinstimmt. Die allgemeine 
2 


2 
Lösung der Gleichung (80, 1), die zur Energie E = > gehört, kann nach 


dem Orthogonalsystem y,, „(r, 9, 9) entwickelt werden: 
y(r, d, 9) =2 > Cm Ri) Yım(d, 9). (80, 4) 
= m=—- 


In dieser Form (80, 4) suchen wir die Lösung als Überlagerung von Zu- 
ständen, die sich durch den Wert des Bahndrehimpulses (l) und durch seine 
z-Komponente (m) unterscheiden. 

Für die Streuung müssen wir, wie im $ 78 erklärt wurde, eine solche parti- 
kuläre Lösung finden, die die asymptotische Form 

eikr 


Yo = ek? + AB) (80, 5) 


r 


besitzt, d.h. eine Überlagerung der primären ebenen und der gestreuten Welle 
darstellt. Diese Lösung besitzt Rotationssymmetrie um die z-Achse und hängt 
daher nicht vom Winkel o ab. Wir erhalten die nicht von » abhängige spezielle 
Lösung aus (80, 4), wenn wir darin alle Summenglieder mit m =+ 0 fortlassen. 
"Da Y,,.(%,9) sich von den LEGEnDREschen Polynomen P,(cos®) nur um 
einen Faktor unterscheidet!), so können wir die gesuchte Lösung wie folgt 
darstellen: 


y(r, d) -2 C,Rı(r) P(cos#). (80, 6) 


Die weitere Aufgabe besteht in der Bestimmung der Amplituden C;. Wir 
wollen den asymptotischen Ausdruck für die Funktion (80, 6) untersuchen. 
Nach (49, 15’) hat R,(r) für r—oo die Form Asin(kr +) r-!. Zur Er- 


leichterung der weiteren Rechnung ist es vorteilhaft, &, = -5 +n, zu 


setzen und für die Funktion R;(r) die Normierung so zu wählen, daß A = k-1 
wird. Dann folgt 


sin (kr = = En n) 


Fr % (80, 7) 


R, (Nr o = 


1) Siehe (25, 16). 
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Bei dieser Wahl der Normierung wird der asymptotische Ausdruck für y(r, 9) 


oo ie + im, -ikr + im, 
wird = ZB UP ikea 8 "1 (80,8) 
I=0 2ikr 2ikr 
Jetzt muß C', so gewählt werden, daß (80, 8) mit (80, 5) übereinstimmt. 
Dazu entwickeln wir die ebene Welle eik2 — eikrcos® nach LEGENDREschen 
Polynomen. Diese Entwicklung lautet!) 


7 
2kr 


eikz 2 (2!+1)e ? Iı+} (kr) P,(cosd), (80, 9) 
z=0 


wo I+} (kr) eine BEsserfunktion der Ordnung! + ist, Physikalisch be- 


deutet das die Darstellung einer ebenen Welle durch Überlagerung stehender 
Kugelwellen, d.h. durch Entwicklung nach Zuständen mit verschiedenen 
Drehimpulsen, bezogen auf den Koordinatenursprung (r = 0). Jedes Glied 
der Summe (80, 9) ist an sich eine Lösung der Gleichung (80, 1) für V (r) = 0, 
d.h. für freie Bewegung, die zu einem gegebenen Drehimpuls (2) gehört. Für 


große r haben wir = ; 
| / ; 7 
I Se: i . 
1+ (kr), ee sin (fr rg: ) (80, 10) 


Nehmen wir noch an, daß wir 


A 
A() a 37% P,(cos®) (80 11) 


schreiben können, so haben wir den asymptotischen Ausdruck für y(r, ®) 
(80, 5) 


\ Be ei er 
2 RE 
y(r, dr oo 3 P,(cosd) (21 + 1) e Dikr Vikr 


A,e'kr 
+ | (80, 12) 


Vergleichen wir (80, 12) gliedweise mit (80, 8), so finden wir 


‚nl 


CGem=(2i+1)e 2; (80, 13) 
ib 
Ge TH) + A, (80, 13°) 
woraus folgt: 
A, = (2l + 1) (ein — 1). (80, 14) 


1) Siehe z. B. [53], III. Band. 
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Die Amplitude der gestreuten Welle ist folglich 
Ad) = ER y (21 + 1) (e2'" — 1) P,(cosd). (80, 15) 
Dik Ii=0 


Der gesuchte Wirkungsquerschnitt ist nach (78, 10) einfach | A (9)|?: 
1 = F & 
g(#) = IE | 3 (28 + 1) (ein — 1) P,(cosd) |. (80, 16) 
I=0 
Wir sehen daraus, daß der Gesamtwirkungsquerschnitt für elastische Streuung 


Q= a0) dQ = = 5 (21 + 1)sin®n, (80, 17) 
i iZo i 


ist.!) Wir erkennen daraus, daß sowohl der differentielle Wirkungsquerschnitt 
wie der Gesamtquerschnitt durch die Phasen n, der gestreuten Wellen be- 
stimmt ist. Der Teil z 


Q= TE 01 + Deine, (80, 18) 


des Gesamtquerschnitts ist der Wirkungsquerschnitt für die Teilchen, die das 
Quadrat m? = h?l(l + 1) des Drehimpulses in bezug auf das Kraftzentrum 
besitzen. Der Wirkungsquerschnitt Q; wird häufig auch ‚‚Partialquerschnitt“ 


(a) | (b) 


Abb. 61. (a) die s-Streuung 9, = 0; (b) die 7-Streuung po, = Aalen. Die Bereiche, 
' in denen R?(r) merklich von Null verschieden ist, sind schraffiert 


genannt. Die für die diskreten Zustände gebräuchliche Symbolisierung der 
Terme läßt sich auch auf die Streuung anwenden. Man spricht dann von 
einer „‚s“-Streuung (l = 0), „p“-Streuung (l = 1) usw. Die ‚‚s“-Streuung be- 
sitzt Kugelsymmetrie, die ‚p‘‘-Streuung Dipolsymmetrie. In Analogie zur 
klassischen Mechanik kann man sagen, daß die Streuung der !-ten Ordnung 
den Teilchen entspricht, die im Abstand o, vom Kraftzentrum (e, = der 


1) Wegen 
4 
| Pte dMAQ= TEIL [ruoos d) Pi(cosd)dAQ =0 (I+V) 
Ar 4r 
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Stoßparameter) vorbeigehen, wobei 


_AaD _R 
Zen re 7 ee (80, 19) 


und hier p der Teilchenimpuls und A die Wellenlänge sind.!) 

In der Quantenmechanik entspricht ein Zustand mit einem bestimmten 
Drehimpuls keinem bestimmten Stoßparameter o. Aber die radialen Wellen- 
funktionen R,(r) besitzen ein Maximum bei r = g,. In Abb. 61 sind die Ge- 
biete, in denen R?(r) merklich von Null verschieden ist, schraffiert. 

Wie aus (80, 16) und (80, 17) hervorgeht, genügt es, die Phasen 7 der 
gestreuten Wellen zu kennen, um die Streuung bestimmen zu können. Dazu 
muß die Lösung der Gleichung (80, 3) mit dem asymptotischen Verhalten 
(80,7) bekannt sein. Das ist keine einfache Aufgabe. Im allgemeinen Fall 
muß eine numerische Integration durchgeführt werden ..2) 

Ist die Zahl der wesentlichen Phasen klein, so ist es vernünftig, den experi- 
mentell bestimmten Wirkungsquerschnitt q(d) durch die Phasen darzustellen. 
Eine solche Auswertung der experimentellen Daten wird als Phasenanalyse 
bezeichnet. 

Wie = Formel (80, ee ersichtlich, ist der maximale Partialquerschnitt 


gleich 55- r- ol +1)= — Far 1). Ist die Phase n, klein, so ist Q, = er 


Re 
(21 + Fe 1. Im Falle, daß alle Phasen n, <> ist es zweckmäßig, die BORN- 


sche Näherungsmethode anzuwenden und Ab) unmittelbar zu berechnen 
(oder aus dem Experiment zu bestimmen). 

Wir betrachten nun die Partialwellen, die zum Bahndrehimpuls } gehören, 
in großen Abständen vom Streuzentrum. Aus (80, 8) ergibt sich, daß man sie 
als Überlagerung der einlaufenden primären Welle e-#*r—=42)/r und der aus- 
laufenden gestreuten Welle e-%&r-a42) darstellen kann: 


21 + 1) P,(cosd if) _ Surf 
vn te, zl. au Agrile ). (80, 20) 


Dabei gilt 
g,= ein, (80, 21) 


Offensichtlich bestimmt die Größe $S, das Verhältnis der Amplitude der 
auslaufenden Welle zur Amplitude der einlaufenden primären Welle. Man 
bezeichnet sie als Streumatrix. 

Im betrachteten Fall ist sie in Diagonalform gegeben: 


Sum im’ (E) = em Orr Ömm’ + (80, 22) 


m 
1) In der klassischen Mechanik ist m = pe, oe = TE 


%) Nur für das CouLom»-Feld läßt sich die Reihe (80, 15) geschlossen aufsummieren. 
und führt zur RUTHERFORD-Formel. 
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Dabei sind ! und m die Bahndrehimpuls- und magnetische Quantenzahl. 
Betrachtet man S(Z) für negative Werte von Z, d.h. für rein imaginäre 


k(k= —if2ulEl/R®= -ix,x > 0), so erhält y,(r, 9), ,. die Form 


u In a 1 vg + 2im 


ld = 3 : 20 . (80, 23) 


Wie wir wissen, gibtesfür gebundene Zustände nurexponentiellabnehmende 
Funktionen e-*"/r. Daher gilt für gebundene Zustände 


eim(E)—=0 oder N,(E) = tim. (80, 24) 


Gebundene Zustände, die diskrete Energiewerte E=E,, E,,...,B,,... 
besitzen, führen also zu der Bedingung 


S(E) =0 (80, 25) 
fürE <0.)) 

Der Begriff der Streumatrix ist sehr allgemein. Sie kann im allgemeinen als 
Matrix definiert werden, welche die aus dem Unendlichen kommenden Wellen 
in dieins Unendliche verschwindenden Wellen transformiert. 

Besonders hervorgehoben wurde die Bedeutung dieser Matrix von W. HrI- 
SENBERG, der vorschlug, sie an Stelle der Wellenfunktion als Grundlage der 
Quantenmechanik zu nehmen.?) 


1) Z. B. können aus dieser Bedingung die BALvMER-Termefür den Wasserstoff gefunden 
werden, wenn man von der entsprechenden Streumatrix ausgeht [s. BLoOCHINzEw, D.: 
J. Phys. X (1946) 196]. Später hat S.T. Ma aneinem Beispiel bewiesen, daß die Bedingung 
S(E) = O nicht nur die richtigen Niveaus, sondern noch einige überflüssige Wurzeln E'\, 
E;liefern kann. Die Frage der Zusatzbedingungen, die diese überflüssigen Wurzeln aus- 
schalten, steht noch offen. k 

2) Im Prinzip kann man S= S(H) oder „ = „(H) finden. Aber diese Operator- 
funktionen sind äußerst komplizjert. Trotzdem weist allein schon ihre Existenz darauf 
hin, daß der HamıLronoperator H durch den Operator S oder » ersetzt werden kann. 
HEISENBERG hat vor einigen Jahren die interessante Vermutung ausgesprochen, daß in 
der relativistischen Quantenmechanik die Wellenfunktion bei kleinen Teilchenabständen 
überhauptihren physikalischen Sinn verlieren könne. Nur Wellenfunktionen im Unend- 
lichen behielten ihren physikalischen Sinn (siehe W. HEISENBERG, Zs. f. Phys. 120, 513, 
1942). Da der Operator S (oder n) gerade das Verhalten der Wellenfunktionen im Un- 
endlichen bestimmt, nahm HEISENBERG an, der Phasenoperator wäre eine fundamen- 
talere Größe als der HamıLTonoperator. HEISENBERGS Konzeption bleibt vorläufig ein 
allgemeines Schema. Ohne Modifikation der Relativitätstheorie für kleine raumzeitliche 
Maßstäbe besteht offenbar überhaupt keine Notwendigkeit, die auf der HAMILTonN- 
methode aufgebaute Theorie durch etwas anderes zu ersetzen (vgl. BLOCHINZEWw, D.: 
Vestnik Mosk. gosud. Univ. [1948)). 
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$ 81. Der allgemeine Fall der Streuung 


Mit Hilfe des Begriffs der Streumatrix kann man die im vorigen Paragraphen 
erhaltenen Ergebnisse auf den Fall der unelastischen Streuung verallgemei- 
nern. Wir betrachten die unelastische Streuung phänomenologisch als Absorp- 
tion von Teilchen eines einfallenden Bündels im Streuzentrum. Ein Teilchen, 
das mit dem Streuzentrum eine unelastische Wechselwirkung eingeht, schei- 
det aus der Gesamtheit der elastisch gestreuten Teilchen aus. Deshalb ist die 
Amplitude der durch das Streuzentrum elastisch gestreuten Welle kleiner als 
die Amplitude 8, der einlaufenden Welle. Es gilt also | $,| < 1. Daher sind die 
Phasen von $, komplex: 


ds, ent ir: (81, 1) 


Die Größe y,(E) beschreibt die „Absorption“ von Teilchen durch das Streu- 
zentrum. 
Wie man leicht sieht, muß man den Partialquerschnitt für elastische Streu- 
ung mit Hilfe der Formel 
m 


= ZH - Sl? (81,2) 


berechnen. Dieser Ausdruck stimmt für y, = 0 mit (80, 18) überein. Wir be- 
rechnen nun den Partialquerschnitt Q/ für unelastische Prozesse. 

Dazu bemerken wir, daß die Gesamtzahl der Teilchen, die in der Zeiteinheit 
durch das Streuzentrum absorbiert werden (oder dort eine Reaktion ein- 
gehen), offensichtlich gleich dem Strom ist, der auf das Streuzentrum auf- 
trifft. Der Strom ist 


;h f) Iyr 
1-3 (m Fr ze n yı)ds, (81, 3) 


wobei über eine Oberfläche um das Streuzentrum zu integrieren (ds = r?dQ) 
und unter y, die auslaufende Partialwelle aus (80, 20) zu verstehen ist. Setzen 
wir diese Partialwelle in (81, 3) ein, so erhalten wir nach Ausführung der 
Integration 


_ ah nn 2 
u (1 - 18,9. (81, 4) 


Setzen wir die einlaufende Welle aus (80, 20) für , in (81, 3) ein, so erhalten 
wir den auf das Streuzentrum auftreffenden Strom I, = hk/m. Der Partial- 
querschnitt Q/‘ für unelastische Streuung wird gleich /,/I, sein: 


= ZRH - IS. (81, 5) 
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Die entsprechenden Gesamtquerschnitte erhält man durch Summierung 
über !: 


e-7 rau - Ss), (81, 6) 


= zz - 18). (81,7): 


Schließlich ist der Gesamtquerschnitt für alle Prozesse (die elastischen und 
unelastischen) 
27 
g = 0 +00 = — @? + D(1-.Reß). (81, 8) 

Dabei bedeutet Re 8, den Realteil von $,. 

Die unelastische Streuung kann also mit Hilfe der eingeführten komplexen 
Phasen beschrieben werden. 

Das beschriebene Verfahren entspricht formal der Einführung des kom- 
plexen Potentials W(r) = U(r) + iV (r). Dabei wird der Brechungsindex 


n(r) = \ + E. 


des Mediums ebenfalls komplex. 

Ein solches Modell eines komplizierten atomaren Systems (z. B. des Atom- 
kerns) wird als „optisches Modell“ bezeichnet. 

Wir leiten zum Abschluß das wichtige optische Theorem ab, das den Ima- 
ginärteil der Streuamplitude für Vorwärtsstreuung (d = 0°) mit dem totalen 
Wirkungsquerschnitt verknüpft. Aus (80, 15) und (80, 21) folgt 


le» 
Bye ZRENU TEN. (81, 9) 


wobei Im A der Imaginärteil von A ist. Durch Vergleich dieser Beziehung mit 
(81, 8) ergibt sich 


Im 4(0) = ee. (81, 10) 


Diese Gleichung stellt das optische Theorem dar. Mit Hilfe dieses Theorems 
kann der Imaginärteil der Streuamplitude für Vorwärtsstreuung aus dem 
Gesamtquerschnitt für alle Prozesse bestimmt werden. 

Wir wenden nun die oben angegebenen Formeln in zwei wic htigen Fällen 
an. 


4A. Die Beugungsstreuung 


Wir nehmen an, daß bei Stoßparametern oe < R vollständige Absorption 
erfolgt. Daher kann AR als Radius einer schwarzen (vollständig absorbierenden) 
Kugel betrachtet werden. 
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Wir setzen weiter voraus, daß R > A/2r ist. Dabei bedeutet A die Wellen- 
länge der Teilchen, die gestreut werden. 

Nur unter den genannten Voraussetzungen kann man einfache Formeln er- 
halten. 

Wegen (80, 19) bedeutet die Voraussetzung, daßfür alle! <Z,wo_L(L +1) 
= (2nR/A)?, also L»s 2nR/i = kR, vollständige Absorption erfolgt. 

Vollständige Absorption einer Partialwelle bedeutet |S,| = 0 (vom Streu- 
zentrum geht kein Strom aus). Mit Rücksicht auf diese Tatsache kann man die 
Formeln: (81, 6) und (81, 7) für die Gesamtquerschnitte für elastische und un- 
elastische Streuung in der Form 

kR 


4-4 =-: X My = HZ Fer DA 2ldi= nR: 


0 (81, 11) 


schreiben. Das bedeutet, daß die Wirkungsquerschnitte konstant und gleich 
dem geometrischen Querschnitt der schwarzen Kugel sind. 
Der differentielle Streuquerschnitt. wird mit Hilfe der Formel (80, 15) be- 
rechnet, die im betrachteten Fall lautet: 
1 


L i 
A(d) = —- 3 (21 +1) Al P,(cos 9). (81, 12) 
2ik Zu ; 


Für kleine Winkel 9 und große L (die hier gerade wesentlich sind) gilt 
P, (cos 9) »s I,(Öl), wobei I,(z) die BessELfunktion ist.!) Daher haben wir 


kR 
A(d) = zur | Toon 2ldi= 5 I(kRO), (81,13) 
ö 


folglich 
q(d) = 5 (RD). (81, 14) 


Diese Formel ergibt eine Kurve mit einem stark ausgeprägten Maximum 
bei 9 = 0° und schwächer ausgeprägten Minima und Maxima in größerem 
Abstand vom Winkel 9 = 0°. ’ 

Ähnliche Winkelverteilungen werden bei der Streuung von Neutronen an 
Kernen bei A&2nR oder von Pionen an Nukleonen beobachtet (vgl. 
Abb.10, S. 33). 

In beiden Fällen gibt es eine starke unelastische Wechselwirkung. 

Für A <& 2nr, A418 (r, = 1,2: 10-13 cm, A - Atomgewicht, R= n,AV? - 
Kernradius) und Stoßparameter 0 < R wird das Neutron im Kern „stecken 
bleiben“. Der Kern verhält sich demnach gegenüber dem Neutron wie ein 
schwarzer Körper. Im Falle der Streuung von Pionen an Nukleonen gibt es 
bei großen Energien EZ der Pionen (E > uc?, u - Masse des Pions) für StoßB- 


2) Vgl. [61]. 
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parameter o <hluc= 1,4: 10-!3?cm eine starke unelastische Wechselwir- 
kung. Nahezu jedes Pion wird dann unelastisch gestreut (d.h. verliert seine 
Energie und erzeugt neue Pionen). 

Die elastische Streuung zeigt dabei annähernd die Eigenschaften, die man 
für die Beugung an einer schwarzen Kugel erhält. 


B. Die Resonanzstreuung 


Die Wechselwirkung komplizierter Systeme mit Teilchen zeigt manchmal 
Resonanzcharakter: Der Wirkungsquerschnitt steigt bei einer bestimmten 
Teilchenenergie sehr stark an. 

Eine solche Eigenschaft ist z.B. für die Wechselwirkung von Neutronen 
mit Kernen typisch (vgl. Abb.3, S. 14). : 

Als wichtiges Beispiel betrachten wir die Resonanz für den S-Zustand. Wir 
schreiben die Wellenfunktion in der Form 


etkr eikr 


So > (81, 15) 


Yo (r) = 


wobei $, das Element der Streumatrix für ? = Oist. Offensichtlich ändert sich 
S, im Falle einer Resonanz stark in Abhängigkeit von k (der Teilchenenergie). 
Es zeigt sich, daß man S, als Funktion von Größen schreiben kann, die sich 
in der Umgebung der Resonanz schwach ändern. Dazu drücken wir 8, durch 
die logarithmische Ableitung der Wellenfunktion am Rand des Systems (z.B. 
des Kerns) aus, d.h. fürr = R. Nehmen wir an, daß fürr > R praktisch keine 
Wechselwirkung mehr vorhanden ist. können wir die Ableitung mit Hilfe der 
asymptotischen Funktion y,(r) berechnen. Andererseits wird die Ableitung 
durch die inneren Parameter des Systems bestimmt. Es gilt also 


d 
—— [rYolr)] 
dr % N 1 + 8.2: 


yon) Iren T-a0@ MB. (1.16) 


wox = kR. Die linke Gleichung gibt die logarithmische Ableitung der Funk- 
tion ry,(r) an, während f(E) ihre Größe als Funktion der Energie bedeutet, 
die durch die inneren Parameter des Systems (z.B. des Kerns) ausgedrückt 
wird. Es ergibt sich 


BEER Re VER] 
= er @+M+ip’ (81, 17) 


wof(E) = f,(E) — ih(E). Gilt für Z = E, die Gleichung /,(E,) = 0, sotritt 
eine Resonanz auf. Mit Hilfe der Entwicklung 


h(E) = (12), „B-E) Mm=nM, (81,18) 
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und der Bezeichnungen 


2kR = 2h(E,) 
IT = —, I = a N Me sl, 19 
5: ze) 
dE)E-z dE/s-M 
erhält man für Sg: 
—[!e r ig = 
S= —auR (I en (81, 20) 


- (+72 FIR - 2) 


Setzt man diesen Ausdruck in die Formeln für die Wirkungsquerschnitte 
für elastische Streuung 


n 
c® — rm 1 == Sol? 
und für unelastische Streuung 
En 
"= E m) 


ein, so erhält man 


5 T TT* e 
o = 2 (E 5» T T2JA (81, 21) 
und 
1e 2 
we 223 - + 2eltRsin kR!. (81, 22) 
k2 | il 
a | 


In diesen Ausdrücken ist ’'=T*® + I” die Gesamtresonanzbreite (für 
E — E,=T/2 ist der Wirkungsquerschnitt gleich der Hälfte seines Maximal- 
werts). Die Größe /* heißt Partialbreite für elastische Streuung, während 7Y 
als Reaktionsbreite (Partialbreite für unelastische Streuung) bezeichnet wird. 
In der Klammer des Ausdruckes für 0° entspricht der erste Term [-1/(E —E, 
+ :7/2)]) der Resonanzstreuung und der zweite (- sin kR) der Potential- 
streuung. Die Potentialstreuung hängt nicht von den inneren Parametern 
des Kerns ab, sondern nur von seiner Abmessung R und der Teilchenenergie k. 

Die Formeln (81, 21) und (81, 22) wurden zuerst von BREIT und WIGNER 
abgeleitet und beschreiben die Streuung in der Umgebung einer Resonanz. 
Sie sind den in der Optik bekannten Formeln für die Streuung in der Nähe 
einer Resonanzlinie analog. 

In Abb. 3 sieht man die Resonanzen des Wirkungsquerschnittes des 
Sauerstoffkerns gegenüber Neutronen. Jedes Maximum der Kurve läßt sich, 
wenn es keine unmittelbar benachbarten Maxima gibt, befriedigend durch 
Brert-Wiegner-Formeln beschreiben. 

Wir bemerken, daß die Resonanz eine typisch quantenmechanische Er- 
scheinung ist. Wie man mit Hilfe der Formeln erkennt, kann der totale Wir- 
kungsquerschnitt für2 =E,, 
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sehr große Werte — A? annehmen (/* » T'), welche den der Reichweite der 
Kernkräfte entsprechenden geometrischen Querschnitt (»7z.R2) um ein viel- 
faches übertreffen. 

Der Resonanz, die bei der Absorption thermischer Neutronen durch Xe}35 
auftritt, entspricht beispielsweise ein Querschnitt, der das 105-fache des geo- 
metrischen Querschnitts von Xel}? beträgt. Diese Resonanz ist für den Betrieb 
von Kernreaktoren von großer praktischer Bedeutung.t) 


8 82. Die Streuung eines geladenen Teilchens im CouLomefeld 


Im $50 untersuchten wir die Bewegung eines geladenen Teilchens im Cov- 
roMßfeld. Wir interessierten uns dort jedoch nur für die gebundenen Zu- 
stände (Z < 0) und betrachteten den Fall E > 0 nicht, der bei der Streuung 
des Teilchens vorliegt. 

Nach der Methode, die im $ 50 angewandt wurde, könnten wir die radialen 
Funktionen R,(o) (e = r/a, ! ist die Bahndrehimpulsquantenzahl) auch für 
den Fall E > 0 bestimmen. 

Im Falle der Streuung müßten wir jedoch eine komplizierte Linearkombi- 
nation dieser Funktionen suchen, um eine asymptotische Lösung von der 
Form (80, 5) zu erhalten. Deshalb ist es beim Streuproblem zweckmäßig, eine 
direktere und dem Problem besser angepaßte Methode zu benutzen. 

Wir gehen von der Gleichung '(48, 2) mit nicht separierten Variablen aus 
und setzen U(r) = e?Z,Z,/r ein, wobei eZ, und eZ, die Ladungen der Teil- 
chen und r ihr gegenseitiger Abstand sind. 

Mit Hilfe der Bezeichnungen %? = 2uE/h? und 8 = 2ue?Z,Z,/h? können 
wir die Gleichung (49,2) in der Form 


vy+ le - „|#=0 (82, 1) 
schreiben. 
Für die Lösung y machen wir den Ansatz 
v=ek:F(r —2). (82, 2) 
F genügt der Gleichung 
d?F d i 1 
—_—_ — — _ = 
er FÜ UN GBr=0 (82, 3 


wet=r—z 
Stellt man F als Reihe dar, 


FO=ıol+al+gl+), (82, 4) 


so erkennt man mit Hilfe der üblichen Methode, daß y = 0 gilt. Daher ist 
F(£) im Nullpunkt regulär. 


1) Vgl. D.I. Blochinzew, Die friedliche Anwendung der Atomenergie, Vortrag auf der 
Jubiläumstagung der Technischen Hochschule Prag, 1957 (russ.). 
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Man kann die Koeffizienten von (82, 4) mit Hilfe von Rekursionsformeln 
berechnen. Es ergibt sich, daß F(&) mit der sogenannten konfluenten hyper- 
geometrischen Funktion zusammenhängt): 


F(£) = ,Fıl-ie,1,ikl),a = pj2k. 
Die asymptotische Entwicklung dieser Funktion ist bekannt.?) Sie lautet 


ira 


e a? 
=, ’ — ee lan 
ıFı(-ia,1,:Kkl) TH ie) ( E)° n 
Fi eik? 
4 -talnd ei 
re a 
Dabei ist I‘(z) die Gammafunktion. Wählen wir nun y(r, 9) in der Form 
yr,d) = er" + io)ete P(-ia, 1, ikd), (82, 6) 
wo 
27,2 
a=- 2, C=r-z=r(l — cos9) (82, 7) 


und v = p/u die Teilchengeschwindigkeit ist, so erhalten wir aus (82, 6) mit 
Hilfe von (82, 5) für r, © — oo: 


Yo = I+ADM)S. (82, 8) 
Dabei gilt 
a? 
I=I|l- — ...heikz+talak(r-2), 
CE? + ...fe (82, 9) 
1 
S= — eikr-talnkr (82, 9) 
r 
und 
2 
4A (9) = e@Z,2, in eilaln(1-cor®)-r-2n,) r (82 9”) 
Bu _, ; 
sın“ — 
8 
wo 
iR 
T(1-iae) 


- Wie der Vergleich dieser Formeln mit den üblichen Beziehungen der Streu- 
theorie zeigt, werden die einlaufende Welle e**2 und die Streuwelle e**"/r durch 
die Faktoren efeln&(r-2) und eteinkr verzerrt. Darin besteht eine Besonder- 
heit des Covrompfeldes, das mit dem Abstand langsam abnimmt und deshalb 


2) Vgl. [61]. 
2) Vgl. [41]. 
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die Wellen bei beliebig großen Abständen verzerrt. Lösungen in der Form 
ebener Wellen oder der üblichen Kugelwellen existieren im Falle des CouLoMmB- 
feldes überhaupt nicht. Der differentielle Wirkungsquerschnitt g9(9) ist gleich 
1A)? 
eaz2z2 1 
Ze 0 
cu sin? z 


ae) = (82, 10) 


und er stimmt mit dem nach der Bornschen Näherungsmethode berechneten 
überein [vgl. (79, 19)]. Die Amplituden A(d) in (79, 12) und (82, 9’) unter- 
scheiden sich jedoch durch einen Phasenfaktor voneinander. Fürz =e?Z2,2,/hv 
< list der Unterschied gering. Das ist aber gerade die Bedingung für die An- 
wendbarkeit der Bornschen Näherungsmethode auf das betrachtete Problem. 

Wir haben also gezeigt, daß sich die klassische RUTHERFORDsche Formel 
für die Streuung von Teilchen im CouLomefeld mit Hilfe der Quantenmecha- 
nik streng (ohne irgendwelche Korrekturen) ergibt. 
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8 83. Problemstellung 


Eine der wichtigsten Aufgaben der Quantenmechanik ist die Berechnung der 
Wahrscheinlichkeit für den Übergang von einem quantenmechanischen Zu- 
stand in einen anderen.t) Zur lösung dieser Aufgabe nehmen wir an, wir haben 
in einem Zeitpunkt t = 0 eine reine Gesamtheit von Systemen, die dadurch 
gekennzeichnet ist, daß eine beliebige mechanische Größe L den bestimmten 
Wert L, besitzt. Eine solche Gesamtheit wird durch die Wellenfunktion y,(x) 
beschrieben sein, die Eigenfunktion des Operators L ist mit dem Eigenwert 
L= L,. Man sagt von den Systemen einer solchen Gesamtheit, daß sie sich 
im Quantenzustand n befinden. 

Im Laufe der Zeit kann sich der Zustand solcher Systeme infolge der Ein- 
wirkung von äußeren Feldern oder durch innere Ursachen ändern. 

Infolgedessen wird im Zeitpunkt t unsere Gesamtheit durch eine neue 
Wellenfunktion beschrieben, die wir mit y,(x,t) bezeichnen wollen. In 
dieser neuen (aus der ursprünglichen entstandenen) Gesamtheit wird im all- 
gemeinen L keinen bestimmten Wert besitzen.?) 

Unterwirft man nun die zu dieser Gesamtheit gehörenden Systeme einer 
Aussonderung nach der Größe Z, d.h., führt man eine spektrale Zerlegung 
nach dem Merkmal L durch, so erhält man eine neue Gesamtheit (eine ge- 
mischte, vgl. $ 17). Dabei wird für einen Teil der Systeme L=L,, sein und 
dieser eine neue reine Gesamtheit bilden, die durch die Wellenfunktion Ym(“) 
beschrieben wird [Ly,(x) = L„y„(x)], während für einen anderen Teil 
L= L„- ist und dieser die reine Gesamtheit %,,‚(x) bildet usw. Von jenen 
Fällen, diesich alszur Gesamtheit L=_L „ zugehörig herausstellen (m == n), 
sagt man, sie hätten einen Übergang vom Quantenzustand n in den Quanten- 
zustand m gemacht. 


1) Im allgemeinen wird der Zustand nicht nur durch eine, sondern durch mehrere 
Größen L, M, N, ... gekennzeichnet sein. Dementsprechend erhöht sich auch die Zahl 
der Indizes der Wellenfunktion: Ynr,s- 


2) Eine Ausnahme stellt der Fall dar,i in dem Leine Konstante der Bewegung ist. Dann 
TG Ent 
ist y„ (,f)=y,„(z)e * ‚und ZL besitzt im Zustand y,„(z, £) nur den einen Wert 
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$83. PROBLEMSTELLUNG 
Das Gesagte kann durch folgendes Schema veranschaulicht werden: 


t=0 t wenn »y„.(2) L=L, 


Immem $ . L —— . 
p: = y.lz x) = y' u v.(2; t) —, DC. lt) Yn(z) ZEN > Ynm (x) L; 


b=.äb, L unbestimmt Benuen. ee 


In diesem Schema ist die Änderung der Gesamtheit durch den ausgezogenen 
Pfeil angegeben, wie sie von selbst ohne Durchführung einer Messung, d.h. 
ohne die entsprechende Spektralzerlegung nach dem Merkmal L vor sich 
geht. Diese Änderung der Gesamtheit kann mit Hilfe der SCHRÖDINGER- 
gleichung bestimmt werden. Das Schema zeigt, daß der neue Zustand der 
Gesamtheit eine Überlagerung von Zuständen mit verschiedenen Werten für 
L (Summe über m) darstellt. Die punktierten Pfeile zeigen die Änderungen 
der Gesamtheit an, die durch die spektrale Zerlegung im Zeitpunkt t vor sich 
gegangen sind. Wie wir wissen (vgl. 817), findet eine solche Zerlegung z.B. 
bei einer Messung wirklich statt. Mit anderen Worten, ein punktierter Pfeil 
gibt die „Reduktion des Wellenpakets‘‘ (vgl. $17) an, bei der die Überlage- 
rung y„(z, t) sich in einen Teilchenzustand y,„(x) verwandelt: Erst nach dieser 
Reduktion kann man von einem quantenmechanischen Übergang aus dem 
Zustand mit L = L, in den Zustand mit L = L,, sprechen. 

Der Begriff des quantenmechanischen Übergangs setzt demnach voraus, daß 
außer dem Ausgangszustand (n) auch der Endzustand (m) fixiert wird. Wir 
heben diesen Umstand deshalb hervor, weil diese Fixierung den Zustand der 
Systeme der Gesamtheit ändert. Eine solche Fixierung tritt bei allen Wechsel- 
wirkungen ein, die in bezug auf das Merkmal L selektiv wirken, d.h. eine 
Spektralzerlegung der Gesamtheit y,(x, t) nach y,,(z) durchführen, insbeson- 
dere also die Messungen der Größe L. 

Wir erläutern nun den Begriff der Wahrscheinlichkeit des Übergangs aus 
dem Zustand nin den Zustand m. Nach der allgemeinen Theorie ($ 22) ist die 
Größe Pn(t) = |enn(t) |? die Wahrscheinlichkeit, L= L, im Zustand y, (z, t) 
zu finden (s. Schema).!) Da beit = O auch P „„(0) gleich Nullist, wenn m + n 
für m = n ist P„(0) = 1], so nennt man die Wahrscheinlichkeit P„„(t) 
(m + n) die Wahrscheinlichkeit des Übergangs aus dem Zustand y,(x) mit 
L=L, in den Zustand y,„(z) mit L= L,, während der Zeit t. Denn bei 
m+Nn "gibt Pan(l) tatsächlich die Wahrscheinlichkeit an, im Zeitpunkt t 
den Wert L = L,, zu finden, der zum Zeitpunkt t = 0 in unserer Gesamtheit 
nicht gegeben war, da P„„(0) = 0 war. 

Die wichtigsten Aufgaben der Theorie der Quantenübergänge sind die der 
Berechnung der Übergangswahrscheinlichkeiten aus dem Zustand mit einer 
Energie E,„ in einen anderen mit der Energie E,, oder, wie man sagt, die 
Ü bergangswahrscheinlichkert von einem Energieniveau in ein anderes. Im Zu- 
sammenhang damit wollen wir bemerken, daß im Fall, daß das Teilchen (oder 


1) Das zusätzliche Zeichen n bei c„„„ weist auf den Ausgangszustand hin. Im $ 22 war 
dieser Hinweis unterblieben. 


329 


XIV.DIE THEORIE DER QUANTENMECHANISCHEN ÜBERGÄNGE 


allgemeiner das System) unter dem Einfluß eines zeitabhängigen äußeren 
Feldes steht, der Begriff der potentiellen Energie und damit auch der Gesamt- 
energie seinen Sinn verliert (was dagegen für die kinetische Energie nicht gilt). 

Die Frage des Übergangs eines Teilchens von einem Energieniveau in ein 
anderes hat daher im allgemeinen nur dann einen Sinn, wenn die den Über- 
gang bedingende Ursache im Laufe eines endlichen Zeitabschnitts, sagen wir 
vont=0bist=T. wirksam wird. Außerhalb dieses Zeitabschnitts ist die 
Gesamtenergie Konstante der Bewegung und kann durch entsprechende Mes- 
sungen ermittelt werden (s. $$ 111 und 112). Die Lösung der SCHRÖDINGER- 
gleichung, die y (x, t) aus y(z, 0) bestimmt, bietet große Schwierigkeiten. All- 
gemein gültige Lösungen erhält man nur in jenen Fällen, wo die Niveauüber- 
gänge durch schwache Einwirkungen hervorgerufen werden, so daß diese 
Einwirkungen als Störungen aufgefaßt werden können. 

Unter dieser Bedingung nimmt die ScHRÖDINGERgleichung folgende Form 
an: 


ih —— = H’(z)-y+ We, t)y, (83, 1) 


wo H°(z) der Operator der Gesamtenergie des Systems bei fehlender Störung 
und W(z, t) die Störung ist. Bei kleiner Störung kann der Operator H°(zx) 
als Operator der Gesamtenergie aufgefaßt werden. Daher ist in diesem Falle 
das Ein- oder Ausschalten von W(z, t) von zweitrangiger Bedeutung. 

. Umdie Übergangswahrscheinlichkeit P„„(t) vom Niveau E, in das Niveau 
E „ zu finden, empfiehlt es sich, die Gleichung (83, 1) in der „Z“-Darstellung 
zu schreiben. Wir entwickeln y(x,t) nach den Eigenfunktionen y,(x) des 


Operators H° 
Er 


-i Er 
y(z,t) = PN) v()e ®. (83, 2) 
a 
Setzen wir y in dieser Form in (83, 1) ein, multiplizieren mit y%(z)e * 
und integrieren über z, so erhalten wir in gewohnter Weise (83, 1) in der „Z“- 
Darstellung: 
den 


‚ih—r = ZWumslt) er! c,(t) (83, 3) 
di E 


(wobei berücksichtigt ist, daß H'y, = E,y,). Hier ist W„.(t) das Matrix- 
element der Störungsenergie: 


Witt) = [yalz): Wat) ver) de (83, 4) 


und „mx die BoaRsche Frequenz ne für den Übergang E„— Eı. 


Für den Ausgangszustand wird angenommen, daß das System sich im Zu- 
stand E = E, befindet. Folglich ist beit = 0 


4(0)=1, wenn k=n und c.(0)=0, wenn k+n. (83, 5) 
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Die Wahrscheinlichkeit, ein System zum Zeitpunkt tim Zustand E=E,, 
zu findent),ist |c„(t)|?. Daher ist die Wahrscheinlichkeit eines Übergangs von 
E,„nach E,„ bis zum Zeitpunkt t 


Pant) = lem. (83, 6) 


Unsere Aufgabe besteht also darin, die Größen c,(t) mittels der Gleichung 
(83, 3) aus den Ausgangsdaten (83, 5) zu bestimmen. 

Wir werden W(x, t) als eine kleine Störung ansehen. Für die Lösung der 
Gleichung (83, 3) bemerken wir, daß bei vollständiger Vernachlässigung von 
W die Größen c,(t) konstant werden. Als nullte Näherung für c,(t) kann man 
daher ihre Ausgangswerte (83, 5) nehmen: 


ca) = dur: (83, 7) 


Setzen wir diese Werte in die rechte Seite von (83, 3) ein, so finden wir die 
Gleichung für die erste Näherung c!P (t): 


. dc (t) 21 ’ ; 
= ZWmal) Ernte Wunlleiomt. 83,8) 
Daraus folgt t 
Ir 
chhrt) _— m Wale) e’ümntdr + One (83, 9) 
0 


Setzen wir diese erste Näherung für c{! (t)in die rechte Seite von (83, 3) ein, 
so finden wir die Gleichung für die zweite Näherung: 


dem (t) 
di 


Da die c{® (t) wiederum bekannte Funktionen der Zeit sind (83, 9), so erhalten 
wir c{2 (t) durch Integration von (83, 10) nach der Zeit, d.h. die zweite Nähe- 
rung. Dieses Verfahren kann weiter fortgesetzt werden und führt zu einer 
exakten Lösung für c, (). Man wird aber dabei im allgemeinen sehr viele 
Näherungen nehmen oder sich auf kleine Zeitabschnitte t beschränken müs- 
sen. Ist jedoch W(z, t) klein, dann kann man sich auf die erste oder zweite 
Näherung beschränken. 

Im folgenden wollen wir einige spezielle Fälle von Störungen und Systemen 
untersuchen. 


ih 


= 2 W nett efonztch’(t). (83, 10) 


8 84. Die Übergangswahrscheinlichkeiten unter dem Einfluß 
einer zeitabhängigen Störung 


Wir werden jetzt die Wahrscheinlichkeit des Übergangs eines Systems vom 
Energieniveau E, nach E,„ unter dem Einfluß einer Störung W (x, t) ermitteln, 
die von der Zeitabhängigist. Nehmen wir an, die Störung seifürt< 0 und 

1) Siehe $ 22, 
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t>T gleich Null. Setzen wir voraus, W „„(t) sei so klein, daß die erste 
Näherung auch für i = T zutrifft, so erhalten wir aus (83, 9) für c/P(t) bei 
US-R: T 


1 
el 
0 


(Wir bemerken, daß die c{! fürt > zeitunabhängig sind, da die Energie eine 
Konstante der Bewegung ist.) 

Der so erhaltene Ausdruck für c{®(t) hat eine sehr einfache Bedeutung. Die 
Störung W (x, t) kann nach FoURIER entwickelt werden: 


+ 
W nl) mar dı = | Vntı) demdt. (84,1) 


+00 
W(z,t) = /Wis, w)eietdw. (84, 2) 


Daraus erhalten wir nach dem FovrıErschen Integralsatz 
a 
ia dot , 
W(<, w) [we i) etvt dt. (84, 3) 


Für das Matrixelement der Störungsenergie (83, 4) erhält man mit Hilfe von 
(84, 2) 
Want) = | yhla): Wie, t) y„(z): de 


+0 +00 
= [e''do[ ya): Wie, w) yala) de (84, 4) 


+ A 
= [ei Wann) dw, 


wo W „„(w) das Matrixelement der Fourterkomponente für die Frequenz w 
ist. Wenden wir den FourıERschen Integralsatz auf (84, 4) an, so finden wir 


+ oo 
1 : 
Wunlw) >: au | Pant) eietdt. (84, 5) 
2% 
Setzen wir diesen Wert dem Integral in (84, 1) gleich, so sehen wir, daß 
27 
cn = an mnlOmn)- (84, 6) 


Dabei ist unsere Näherung berechtigt, wenn c{) klein ist (das ist eine not- 
wendige Bedingung, da c{”(0) = 0 ist). Nach (83, 6) und (84, 6) ist die Wahr- 
scheinlichkeit für den Übergang vom Zustand E, in den Zustand E„ 

47° 
Pan — A. Wann (Umn)]?- (84, 7) 
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Aus dieser Formel folgt ein wichtiges Ergebnis. Wie wir sehen, wirdnurdann 
Pan + 0 sein, wenn W, „(@,,n) # 0, d.h.,der Übergang vom Niveau E,„in das 
Niveau E „ist nur dann möglich, wenn im Störungsspektrum die Frequenz 


Omn = eh enthalten ist. Mit anderen Worten, der Übergang besitzt 


mn 


Resonanzcharakter. Die Situation ist also die gleiche, als wäre das Quanten- 
system eine Gesamtheit von Oszillatoren mit Eigenfrequenzen, die den BoHr- 
schen Frequenzen w,„,„ gleich sind. Bei Auftreten einer zeitlich veränderlichen 
äußeren Einwirkung werden nur solche Oszillatoren angeregt, deren Fre- 
quenzen mit denen in der äußeren Einwirkung vorhandenen übereinstimmen. 
Wir werden weiter unten wichtige Anwendungen der Formel (84, 7) auf 
Probleme der Optik anführen. 

Die Formel (84, 7) wurde für Übergänge innerhalb eines diskreten Spektrums 
abgeleitet. Für Übergänge im kontinuierlichen Spektrum muß sie etwas modi- 
fiziert werden. Um diesen Fall zu untersuchen, nehmen wir an, daß das System 
beide Arten von Spektren besitzt (wie das z.B. beim Spektrum von Atomen 
der Fall ist). 

Die Zustände des kontinuierlichen Spektrums sind durch kontinuierliche 
Parameter gekennzeichnet. Wir wollen sie mit «, ß, y bezeichnen. (Als solche 
Parameter können z.B. die drei Impulskomponenten p,, ?,, p, des Teilchens 
dienen.) Vorläufig schreiben wirnur einen dieser Parameter auf und bezeichnen 
ihn mit «&. Die Energie wird eine Funktion E = E(«) dieser Parameter sein. 
Die zugehörige Wellenfunktion ist w, (x). Dann trittin (83, 2) neben der Summe 
der Zustände des diskreten Spektrums noch das Integral des kontinuierlichen 
Spektrums (ein Integral über «) auf: 

.„E(a) 


. Er -i 
y(z.t) = Dal) vulz)e” 5 + [a0 v‚()e * da. (84,8) 


Unter der Voraussetzung, daß die Funktionen y,(z) auf ö(& — «’) normiert 
sind, wiederholen wir die Rechenoperationen, die von (83, 1) zu (83, 8) führ- 
ten, und finden 


t 
1 
eb (t) = 4 [werte e * di, (84, 9) 
ö 


wenn das System sich ursprünglich im Zustand E,, befand, wobei 
Want) = [yEle) Wir, t) yu(a) de. (84, 10) 


Die weiteren Berechnungen hängen von den Voraussetzungen über die Zeit- 
abhängigkeit von W (x, t) ab. Wir nehmen an, sie wäre monochromatisch (bei 
Übergängen im diskreten Spektrum muß der nichtmonochromatische Teil 
der wirklichen Störungen berücksichtigt werden, bei Übergängen zum konti- 
nuierlichen Spektrum ist das nicht unbedingt erforderlich. Die wirkliche 
Störung kann als monochromatisch angenommen werden). Wir nehmen also 


daß 
ie Wie,t) = Wi(a)ei@t 4 W*(a) eriat. (84, 11) 
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Dann ist Wenlt) = Waneet + Wr, eriet, (84, 12) 


wo W,„ und W*, die Matrixelemente der FoußIErkomponenten von W(z,t) 
sind. Setzen wir (84, 12) in (84, 9) ein und integrieren über die Zeit, so finden 
wir 


I ESSEr hal IE) - En-halt 
e+ n 


Be = Wnd—— u 4 Z———L. 
7 [#e) —E,n+ ho] 7, [#) —E,n— hu] 


Da > 0, E(e) >0, E,< 0, so ist das erste Glied klein und das zweite 
groß für Z(@) = E„+ kw. Wir beschränken uns daher auf das zweite Glied 
und erhalten für die Wahrscheinlichkeit des Übergangs von E, ins Intervall 


%,@ + da zum Zeitpunkt t Mr 


IE) -E -holt 
I. ®da = |W.n? I mn } (84, 13) 
7[@e) — E, — ho) 


Die Übergangswahrscheinlichkeit von E, in @,& + d« je Sekunde ist 


= > RB, 


| | 
"—E@) 2 10 " da. (84, 14) 


Der letzte Faktor in (84, 14) unterscheidet sich für große t von der ö-Funk- 
tion nur durch den Faktor z. Daher läßt sich die Wahrscheinlichkeit P, „da 
auch wie folgt schreiben: 


P,(e) da = u |Wanl? Ö(E(a) — E, — hu) da. (84, 15) 


2 
P.de= Aal ga = 2|W..]|- 


Ist der Zustand des kontinuierlichen Spektrums durch mehrere Parameter 
«,ß, y charakterisiert, so erhält man in ähnlicher Weise für die Übergangs- 
wahrscheinlichkeit aus dem Zustand E, in den Bereich @&,« + da; ß,ß + dß; 
Y7,9 + dy je Sekunde 


27 
P„(a, ß: Y) da aß dy = ey |Wasyn]®öLE (e, ß Y) E, — ho] da aß dy. 
(84, 16) 
Ebenso leicht erhält man die Übergangswahrscheinlichkeiten im kontinuier- 
lichen Spektrum. Nehmen wir den Ausgangszustand y.,3,, (d.h. Cag, (0) 
= Öö(« — a) ö(ß — Bo) ö(y — Y0)), so erhalten wir auf analogem Wege für 
die Übergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde aus «a,, ß), 7, in das Intervall 


%a@+da;ß,ß+dß;y,y +dy 
Par (& ß; y) da dß dy 


2 
= . |Waey, ar)” ö[E(«, B; 2) Fi E(a,; Bo; Y) —h 7] da dß dy. (84, 17) 
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Auch diese Formeln weisen auf den Resonanzcharakter des Übergangs hin, 
da die gefundenen Wahrscheinlichkeiten nur für Übergänge von Null ver- 
schieden sind, bei denen 


ha Bia,ß,7) — E, = hasa.n (84, 18) 
oder a 
ho = E(a, ß, y) — E(a,: Po» Yo) = h Waßı. aßırn (84, 18’) 


ist, d.h., die Frequenz der äußeren Einwirkung ist gleich der Borrschen Fre- 
quenz für den möglichen Übergang. 

An der Resonanzstelle werden die berechneten Wahrscheinlichkeiten un- 
endlich. In der Nähe dieses Punktes sind sie aber Null.!) Die Übergangswahr- 
scheinlichkeit wird also in jedem beliebigen Energieintervall, das einen 
Resonanzpunkt enthält, endlich. Um sich davon zu überzeugen, braucht man 
nur an Stelle der den Zustand des kontinuierlichen Spektrums numerierenden 
Parameter «, ß, » irgendwelche neue Parameter zu wählen, zu denen auch 
die Energie gehört. Diese Parameter mögen E, a, b sein. Sie sind Funktionen 
von «, ß, y. Wir haben daher 


da dß dy = o(E, a,b) dE da db. (84, 19) 


o(E,a, b) heißt die Zustandsdichte im Intervall der Energie E, von a und 
von b. Setzt man diesen Wert von dadfßdy in den Ausdruck für die Wahr- 
scheinlichkeiten (84, 16) oder (84, 17) ein und integriert über E, so erhält 
man Null, wenn das Integrationsintervall keinen Resonanzpunkt, und einen 
endlichen Wert, wenn es einen Resonanzpunkt enthält. Aus (84, 16) und 
(84, 17) erhalten wir 


P„(E, a, b) da db 


ER |Weannl? g(B, a,b) da db, (84, 20) 


Pap(E, a, b) da db [Wen un]? 0(E, a,b) dadb, (84, 21) 


wobei hier unter E der Wert zu verstehen ist, der sich aus den Resonanz- 
bedingungen (84, 18) bzw. (84, 18’) ergibt. 

Werden im besonderen die drei Impulskomponenten p,, ?,, p, des Teil- 
chens als Parameter «, ß, y genommen, so ist es zweckmäßig, für den Impuls 
des Endzustands Polarkoordinaten p, ®, @ einzuführen. Wir haben dann 


dp,dp,dp, =pdpdQ, dQ = sind dd dp. (84, 22) 
Die Energie des Teilchens ist 
Er RE 1. SIE =uündE 
eg so daß pdp=p (4: = updE. 


1) Das ist nicht ganz genau, da wir es nach (84, 14) nur mit einer Annäherung an die 
ö-Funktion und nicht mit der ö-Funktion selbst zu tun haben. Vgl. $ 112. 
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Setzen wir das in die Gleichung (84, 22) ein, so finden wir nach Vergleich mit 
(84, 19) 1 x 
e(R.8,9)= e(B)sind, e(M)=up=—(2uE!. (84,29) 


Wenn wir dasin (84, 20) und (84, 21) einsetzen, so erhalten wir weiter 


P„(E,d,g)d2 = a |Weoen]? e(E)dR, (84, 24) 


2 
Paßn(E: v, p) a2 = -— |Wrs9,0Br|? o(E) an. (84, 25) 


Diese Formeln geben die Übergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde aus dem 
Zustand n oder &,, ßo; 99 in den Zustand mit der Energie E an, wobei der 
Teilchenimpuls in den Raumwinkel d.2 fällt 


8 85. Übergänge unter dem Einfluß einer zeitunabhängigen Störung 


Hängt die Störung nicht von der Zeit ab, so können wir die stationären Lö- 
VEnt 

sungen y(z)e * der Schröpingergleichung suchen und die Aufgabe somit 

auf die Lösung der Gleichung 


H’y(z) + W(z) y(x) = Ey(e) 


zurückführen, die durch genäherte Lösungsmethoden bereits untersucht 
wurde. Doch kann die Frage auch im Sinne von quantenmechanischen Über- 
gängen gestellt werden. Beide Fragestellungen führen zu denselben Ergeb- 
nissen.) 

Um die Übergangswahrscheinlichkeit unter dem Einfluß einer zeitunab- 
hängigen Störung zu erhalten, genügt es, in den Formeln (84, 16) und (84, 17) 
o = 0 zu setzen. Dann nehmen die Bedingungen (84, 18) und (84, 18') fol- 
gende Form an: 


E(a,ß,y) = E„ oder E(a, B. = B(&; Bo» Yo)» (85, 1) 


d.h., Übergänge sind nur ohne Energieänderung möglich. Das folgt aus der 
allgemeinen Theorie, da im vorliegenden Fall die Energie eine Bewegungs- 
konstante ist. Folglich können Übergänge unter dem Einfluß zeitunabhängi- 
ger Störungen nur derart sein, daß Energieaustausch zwischen den Teilen des 
Systems oder auch Veränderungen anderer mechanischer Größen (z.B. der 
Impulsrichtung des Teilchens) eintreten. 


1) Vgl. $112, in dem der Zusammenstoß nach der Methode der Übergänge untersucht 
wird, mit $ 78, in dem die gleiche Aufgabe durch die Methode stationärer Zustände 
gelöst wird. 
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Zum kontinuierlichen Spektrum erhält man die Formel für die Über- 
gangswahrscheinlichkeit je Sekunde aus dem Zustand‘ E (&,, Bo, 90) in den 
Zustand Z,, a,a + da, b,b + db unmittelbar aus (84, 21): 


2 
Papn(Bo, a, b) da dd = Warum? O(Eo, a, 6)dadb. (85,2) 


Setzt man an Stelle von «, ß, y die Impulse, dann ist 
2 
PR 5372 (Ey, d, 9) dQ = . IWm0,0,20,2,22|?0(E,)d0. (85,3) 


Diese Formeln stimmen der Form nach mit (84, 21) und (84, 25) überein 
und unterscheiden sich von ihnen nur durch die Resonanzbedingung (85,1), 
die den Energiesatz zum Ausdruck bringt. 

Wir bemerken, daß es im Falle einer zeitunabhängigen Störung nicht viel 
Sinn hat, nur Übergänge zwischen diskreten Zuständen zu untersuchen, da 
die Bedingung für die Gleichheit der Energien im Anfangs- und Endzustand 
in diesem Falle nur in Ausnahmefällen erfüllt werden kann. 
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an atomaren Systemen 


8 86. Einleitende Bemerkungen 


Die mit den Problemen der Wechselwirkung zwischen Licht und Partikeln 
verknüpften Fragen können nicht unmittelbar mit den Methoden der Quan- 
tenmechanik untersucht werden. Wir benötigen hierfür zusätzliche Prinzipien, 
die die Gesetze der Erzeugung und Vernichtung von elektrischen Feldern er- 
fassen. Wir können jedoch mit Hilfe der halbphänomenologischen Strahlungs- 
theorie EINSTEINs, die sich auf die Erhaltungssätze für Energie und Impuls 
beider Wechselwirkung zwischen Quantensystemen und elektromagnetischem 
Strahlungsfeld stützt, recht brauchbare Ergebnisse erhalten. 

Das Verhalten eines quantenmechanischen Systems in einem gegebenen 
elektromagnetischen Felde gehört durchaus in den Kreis mechanischer Auf- 
gaben. Wir können daher unter Benutzung der Theorie der quantenmechani- 
schen Übergänge die Wahrscheinlichkeit dafür berechnen, daß ein Atom unter 
dem Einfluß von einfallendem Licht in einen angeregten Zustand oder, um- 
gekehrt, aus einem höher angeregten in einen tieferen übergehen wird. Im 
ersten Fall wird sich die Energie des Atoms um die Größe E,, — E, erhöhen, 
wenn E, die Energie des Ausgangszustands und E „ die des angeregten ist, 
im andern Falle sich um die gleiche Größe verringern. 

Wir wollen zunächst den ersten Vorgang untersuchen. 

Nehmen wir an, daß die Anregungsenergie E„ — E„des Atomsdem elektro- 
magnetischen Feld entnommen ist, so identifizieren wir dadurch die Wahr- 
scheinlichkeit eines Übergangs des Atoms vom Zustand E, in den Zustand E,„ 
mit der Wahrscheinlichkeit für die Absorption von Lichtenergie vom Betrage 
E„ — E.„; d.h. gerade mit jener Größe, der wir in Eınsteins Theorie be- 
gegnen (Wahrscheinlichkeit für die Absorption eines Lichtquants). Damit 
diese Identifizierung möglich ist (der Quantenmechanik nicht widerspricht), 
darf dieser Übergang des Atoms von E,„ nach E,„ nur in dem Falle möglich 
sein, in dem die Differenz E, — E, gleich der Energie des aufgenommenen 
bzw. des abgegebenen Lichtquants h w ist, d.h., es muß die BoHrsche Fre- 
quenzbedingung eingehalten werden: 

kho=E — E,- (86, 1) 


m 
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Wir wissen aus der Theorie der Quantenübergänge, daß diese Gleichung tat- 
sächlich gilt, da der Übergang E, — E „nur möglich ist, wenn in der Spektral- 
zerlegung des äußeren Feldes die Frequenz w = Au An = w,„n vorkommt. 
In unserem Falle muß also das Spektrum des einfallenden Lichtes diese Fre- 
quenz enthalten, oder, mit anderen Worten, es müssen Lichtquanten mitder 
Energie 

e=hvw=E„-E, (86, 2) 


vorhanden sein. Weiterhin wissen wir, daß der Übergang E,— E,, nur von 
jenem Teil der Störung induziert wird, der die Frequenz w,,„ in der harmoni- 
schen Analyse enthält. Stellen wir uns also vor, das einfallende Licht sei nach 
monochromatischen Wellen zerlegt, dann erfolgt der Übergang E, — E,, auf 
Kosten der Welle, die die Frequenz w,, „entsprechend der Energie e=hi Om 
der Lichtquanten besitzt. Der Übergang eines Atoms aus dem angeregten 
Zustand Ein den nicht angeregten E, unter dem Einfluß von Licht muß, 
wenn man den Energiesatz anwendet, als Emission eines Lichtquants 
e=E,— E, aufgefaßt werden. Auch diese Übergangswahrscheinlichkeit 
können wir berechnen. Sie wird mit der Wahrscheinlichkeit der induzierten 
Emission in Emstems Theorie (Wahrscheinlichkeit der Emission unter dem 
Einfluß eines Feldes) übereinstimmen. . 

Wir können aber im Rahmen der Quantenmechanik nicht den dritten Vor- 
gang, die spontane Emission des Atoms, untersuchen, die auch ohne äußere 
Einwirkung, d.h. also ohne einfallendes Licht vor sich geht. Befindet sich 
ein Atom im angeregten Zustand, so behauptet die Quantenmechanik, daß 
es sich bei fehlender äußerer Einwirkung beliebig lange in diesem Zustand be- 
finden wird. Die Zustände miteiner bestimmten Energie sind, wie wir wissen 
($ 30), stationär, denn die Energie ist eine Konstante der Bewegung. Der 
Versuch beweist aber, daß ein Atom von selbst in den Grundzustand unter 
Lichtemission überzugehen vermag. 

Dieser Widerspruch ist zu verstehen. Wir untersuchen von Anbeginn an 
ein rein mechanisches Problem, die Bewegung eines Elektrons in einem ge- 
gebenen äußeren Feld (z.B. im elektrostatischen Kernfeld), und berücksich- 
tigen dabei nicht das elektromagnetische Feld, das von dem sich bewegenden 
Elektron erzeugt wird und auch auf das Elektron selbst zurückwirkt. Kurz 
gesagt, wir ignorieren die Rückwirkung, die das elektromagnetische Feld des 
Elektrons auf das Elektron selbst hat. 

Eine ähnliche Lage treffen wir auch in der klassischen Mechanik an. Fragen 
wir z.B. nach der Bewegung eines geladenen Teilchens unter dem Einfluß 
einer quasielastischen Kraft, so finden wir, daß das Teilchen seine Anfangs- 
energie E auch ferner beibehält. Berücksichtigen wir jedoch, daß das geladene 
bewegte Teilchen ein elektromagnetisches Feld erzeugt, das auf dieses ein- 
wirkt, dann stellen wir fest, daß das Teilchen in Wirklichkeit seine Energie 
verlieren, d.h. Licht emittieren wird. Die klassische Theorie gibt!) folgende 


1) Siehe [56]. 
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Formel für die Energie nn die je Sekunde von einem Teilchen ausgestrahlt 


wird, das harmonisch mit der Frequenz w, schwingt und das elektrische 
Moment ®;: besitzt: dE 


an 


wo (8,,)? das Zeitmittel von (D;:)? bedeutet. Die Rückwirkung dieser Strah- 
lung bremst das Teilchen ab, so daß es allmählich zum Stillstand kommt. 

Diese Aufgabe der Emission unter Berücksichtigung ihrer Rückwirkung 
fällt ihrem Wesen nach aus dem Rahmen der Quantenmechanik heraus. Sie 
betrifft die Quanten-Elektrodynamik. Wir haben nicht die Absicht, in diesem 
Buch die Quanten-Elektrodynamik zu behandeln, die noch weit von einer 
vollständigen Lösung entfernt ist.!) Wir umgehen dies und postulieren in 
Übereinstimmung mit Einsteins Theorie, daß eine solche spontane Emission: 
existiert. 

Da wir auf Grund der Quantenmechanik die Möglichkeit haben, die Wahr- 
scheinlichkeit einer Lichtabsorption zu berechnen, können wir, gestützt auf 
das durch Einsteins Theorie gegebene universelle Verhältnis (5, 11) zwi- 
schen den Wahrscheinlichkeiten der Absorption und der spontanen Emission, 
auch die letztere Größe berechnen. Diese Aufgabe wollen wir nun lösen. 


a, (86, 3) 


$ 87. Die Absorption und Emission von Licht 


Um die Aufgabe der Absorption oder Emission von Licht entsprechend dem 
im vorigen Paragraphen Gesagten zu lösen, müssen wirdie Wahrscheinlichkeit 
für den Übergang des Atoms von einem Energieniveau in ein anderes unter 
der Einwirkung von Licht berechnen. Dazu müssen wir vor allem die Wechsel- 
wirkung zwischen dem Leucht-Elektron des Atoms und der Lichtwelle de- 
finieren. 

Nehmen wir an, wir hätten es mit polarisiertem Licht zu tun, dessen elek- 
trischer Vektor gleich E(z, £) ist. Außer dem elektrischen Feld besteht noch 
ein magnetisches H(z, t), dessen Einwirkung auf das Elektron im Vergleich 
zum elektrischen Feld vernachlässigt werden kann.?2) Die Wirkung des elek- 


3) Siehe [16, 30). 
2) Die auf das Elektron vom Ko elde ausgeübte Kraft ist die LORENTz-Kraft 
er 


wo b die Geschwindigkeit des Elektrons und c die Lichtgeschwindigkeit ist. Die aus dem 
elektrischen Feld resultierende Kraft ist gleich e€. In der Lichtwelle sind € und 9 gleich, 


dieWirkung des Magnetfeldes daher das rn -fache. Die Geschwindigkeit desElektrons be- 


trägtim Atom nur —— der Tiger inaieit! daher ist auch die magnetische Wir- 


100 
kung nur 10 der elektrischen. 
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trischen Feldes hängt wesentlich davon ab, ob sich das elektrische Feld E(z, £) 
im Bereich des Atoms merklich ändert oder nicht. Das Kriterium, nach dem 
diese zwei Fälle unterschieden werden können, ist leicht anzugeben. Das ein- 
fallende Licht möge monochromatisch (oder nahezu monochromatisch) sein 
und die Wellenlänge A besitzen. Dann gilt 


Eiz,t) = E,cos (ont — > (87, 1) 


A 
(hier ist = =) Selbstverständlich interessiert uns nicht das Feld in 


seiner ganzen Ausdehnung, sondern nur innerhalb des Atoms. Die Größe des 
Atoms sei bestimmt durch a.!) Den Koordinatenursprung legen wir in den 


NS. ; 
im Bereich des 


Atommittelpunkt. Dann ändert sich die Wellenphase 
Atoms größenordnungsmäßig um + a. Wenn die Ausdehnung des Atoms 


wesentlich kleiner ist als die Wellenlänge des einfallenden Lichts, so kann die 
Phasenänderung innerhalb des Atoms vernachlässigt werden, da das Feld 
innerhalb des Atoms in jedem Zeitpunkt durch den Ausdruck 


E(z, t) = &,c08 (Wo) (87, 1’) 


beschrieben werden kann und folglich in allen Raumpunkten innerhalb des 
Atoms gleich ist. 

Die Bedingung dafür, daß die Wellenlänge groß gegen die Ausdehnung des 
Atoms sei, wird innerhalb sehr weiter Grenzen praktischerfülltsein. Es genügt, 
daß A>10-8cm (a = 10-8 cm) ist. Das ultraviolette und das sichtbare 
Licht besitzen Wellenlängen, die tausendmal größer als 10-8 cm sind, so daß 
für solches Licht die Bedingungen weitgehend erfüllt sind. Anders steht es 
bei Röntgenstrahlen, da in diesem Bereich die Wellenlänge bei weitem nieht 
immer die Größe des Atoms übersteigt.?) In diesem Falle ist die Frage der 
Wirkung solcher Strahlen viel komplizierter. 

Wir beginnen mit der Untersuchung des ersten Falles, in dem die Wellen- 
länge viel größer als der Atomdurchmesser ist. Dabei werden wir uns von der 
Teilvoraussetzung des monochromatischen Lichtes befreien und alle im Spek- 
trum vorkommenden Wellenlängen als groß gegen die Atomausmessungen 
annehmen. Innerhalb des Atoms wirkt dann ein elektromagnetisches Strah- 
lungsfeld, das im ganzen Bereich des Atoms bis auf seine Abhängigkeit von 
der Zeit konstant ist. Wir bezeichnen es mit 


E= El). (87, 2) 


I) a ist der Radius des Bereichs, in dem die Wellenfunktionen merklich von Null ver- 
schieden sind. 

2) Oft interessiert die Wirkung der Röntgenstrahlen auf die inneren Elektronen (in 
der K-Schale). Die Ausdehnung der K-Schale ist für Elemente mit hoher Atomnummer 
bedeutend geringer als die der von den Außenelektronen gebildeten Hülle. Dadurch 
kann der Wellenlängenbereich erweitert werden, innerhalb dessen die Phasenänderung: 
des Feldes vernachlässigt werden darf. 
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Unter diesen Voraussetzungen ist es leicht, die Art der Wechselwirkung 
zwischen Elektron und dem elektrischen Vektor der Lichtwelle (87, 2) zu be- 
stimmen, ohne auf die allgemeine HamrtTonfunktion für das Elektron in 
einem äußeren elektromagnetischen Feld zurückgreifen zu müssen. Das Feld 
(87, 2) leitet sich vom skalaren Potential p(t,) = —-Er=—(E,x + E,y 
+ E,z) ab, so daß die potentielle Energie eines im Punkt r befindlichen 
Elektrons in diesem Feld 


Vut)=-ep= +teelr= —€E9 (87,3) 


wird, wo © = —er das elektrische Moment des Elektrons ist, wenn r den 
vom Kern zum Elektron gezogenen Radiusvektor darstellt.!) Führen wir 
noch den Einheitsvektor e parallel zur Feldrichtung ein, E(t) =e- Et), 
dann können wir (87, 3) in folgender Form schreiben: 


Yit,t) = — Eli) eD. (87, 4) 


Bezeichnen wir mit H° den Operator der Gesamtenergie des Elektrons, so er- 
halten wir folgende SOHRÖDINGERgleichung für die Wellenfunktion % (t, £): 


iz, = Hy + Va dy. (87, 5) 


Die Größe V (rt, t) werden wir als Störung betrachten, wasfür alle praktisch 
erreichbaren Lichtintensitäten erlaubt ist.) 

Wir wollen nun die Übergangswahrscheinlichkeit des Atoms unter dem 
an des Lichtes vom Energieniveau E,(y = y,) zum Energieniveau 

E„(y = Y,„) berechnen. Um die Theorie der quantenmechanischen Über- 

. gänge, wie siein $ 84 dargestellt wurde, hier anwenden zu können, setzen wir 
voraus, daß der Lichtstrom im Zeitpunkt t= 0 zu wirken begann und im 
Zeitpunkt = T unterbrochen wurde. Ist 7 bedeutend größer als die Schwin- 
gungsperiode der Lichtwellen, so wirkt ein solches Ein- und Ausschalten nicht 
auf die spektrale Zusammensetzung des Lichtes ein. 

Nach (84, 7) ist die Übergangswahrscheinlichkeit P „„ aus dem Zustand Z, 
in den Zustand E,, im Zeitpunkt t, der gleich oder größer als 7 ist, durch die 
Formel an 


Pan = 5. Imn( (mn)? (87, 6) 


gegeben, wo Ynn(Wmn) der FourieErkoeffizient bezüglich der Frequenz w,,„ 
für das Matrixelement der Störungsenergie V (rt, t) ist. Nach (87, 4) haben wir 


Vant)= [vi Vo) yadı = — Et) [yheDyndı = — Elt)eD,n, (87,7) 


%) Die Richtung des elektrischen Momentes wird von der negativen zur positiven 
Ladung gezählt, der Vektor t ist aber entgegengesetzt gerichtet (vom positiven Kern 
zum negativen Elektron). 

2) Die elektrische Feldstärke des Sonnenlichts beträgt etwa 0,02 CGS-Einheiten, 


während das Atomfeld € gleich „, » 107 CG$-Einheiten ist, 
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wo D,„„ das Matrixelement für den Vektor des elektrischen Momentes ist, 
mit den Komponenten Da = [vr zy,dt, 


Din = —e[yayyndı, (87, 8) 


Din = —e [yhzy„dt. 
Aus (87, 7) folgt, daß die FOURIErRkomponente von V „„(t) gleich der FoURIER- 


komponente von E(t), multipliziert mit — e®,„,;, ist (da ®,,, nicht von der 
Zeit abhängt). Wir erhalten daher 


Vanlomn) = —Elamn) Dans (87, 9) 


wo mit E(w,,„) die FouriErkomponente von E(t) bezeichnetist, diezur Fre- 
. quenz w„„ gehört, d.h. die Größe 


oo T 
Elan) = | EWeromtar = 5 [EWeirmtät. (87,10) 
oo fi} 


Daher ist nach (87, 6) die Wahrscheinlichkeit für den Übergang von E, nach 
2, 


P 


mn 


2 
am) |eDmnl® (87,11) 


Wir können das Quadrat | Z(w,,„)|? der FOURIERkomponente des elektrischen 
Feldes durch die während Zeit T ag Energie ausdrücken. 


Ze 


Die elektromagnetische Energiedichte beträgt ———- (der Nenner ist 4r 


und nicht 8x, da außerdem noch eine der ae gleiche magnetische 


cE*(t) 
an 


Energie vorhanden ist). Der Energiestrom ist (c ist, wie immer, die 


Lichtgeschwindigkeit). Daher ist die gesamte durch die Flächeneinheit ge- 
flossene Zu 


+ a +00 
5 fena- jun (a)ertet do [Era eridar. 
- -o = (87, 12)- 
Integrieren wir zunächst über t und berücksichtigen, daß 


+0 
fer orat = 2rö(lw — w'), 


so finden wir, daß hs 


| (w) E*(w’) ö(w — w)dwdw’ 


5 fin (v)®dw = fir: (vo) dw 
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[da E(w) = E*(— w) wegen des reellen E(t)]. Bezeichnen wir mit E„dw die 
im Frequenzintervall dw durchfließende Energie, dann ist 


E= [E.do. 
v 
Durch Vergleich mit der vorhergehenden Formel zeigt sich, daß 
ee (87, 13) 
ist. Somit gilt 
Pam= ri ed, a mr, (87, 14) 


Die durchgeflossene Energie E, ist gleich der Dichte der Strahlungsenergie 
o(w) pro Frequenzintervall, multipliziert mit der Lichtgeschwindigkeit und 
der Zeit T des ae d.h. 


=o(w)cT. (87, 15) 


Auf Grund von (87, 14) und Be 15) können wir die Wahrscheinlichkeit des 
Übergangs p,,„ vom Zustand E, in Ein der Zeiteinheit berechnen. Dazu 
müssen wir P,„„ durch die Zeit dividieren, während welcher die Licht- 
einwirkung erfolgt, d. h. durch 7: 


Mit Hilfe von (87, 15) finden wir, daß die Übergangswahrscheinlichkeit pro 
Zeiteinheit 


47? 
Prmn ru I (On) (87, 16) 


ist. Bezeichnen wir noch den Winkel zwischen dem Vektor des elektrischen 
Moments D,„„ und der Polarisatiohsrichtung e des Lichtfeldes mit © 
dann erhalten wir als endgültige Formel für p,„„: 


4? j 
Pan = = Br E00 cos? Fon o(w On): (87, 16’) 


mn? 


Wir sehen aus dieser Formel, daß es für die Berechnung der Übergangs- 
wahrscheinlichkeit genügt, die Mairix des elektrischen Moments D,,„ zu kennen, 
die die Eigenschaften des untersuchten Atomsystems völlig bestimmt. Auf diesen 
wichtigen Umstand kommen wir später noch zurück. Jetzt stellen wir die 
Beziehung zwischen der von uns berechneten Wahrscheinlichkeit p,,„ und 
den Eınsteinschen Koeffizienten her, die im $5 behandelt wurden. 
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& 88. Die Emissions- und Absorptionskoeffizienten 


Nach der Eınsteinschen Theorie ist die Wahrscheinlichkeit für die Ab- 
sorption eines Lichtquantskw(ho=E, — E,), das die Polarisation « besitzt 
und sich im Raumwinkel d.2 fortpflanzt, je Sekunde [s. (5, 2)] 


aW, = b4.0.(w, 2) dN. (88, 1) 


Wir dagegen erhielten die Wahrscheinlichkeit p,,„ unter der Annahme, daß 
es sich um eine ebene Welle mit bestimmter Fortpflanzungsrichtung handelte. 
Dementsprechend gab unsere Wahrscheinlichkeitsformel nur die Spektral- 
verteilung, nicht aber die Verteilung nach den Winkeln. Der allgemeine 
Zusammenhang zwischen g,(w) und o,(w, 2) lautet 


9(w) = [ a(w, 2) dQ. (88, 2) 


Da o,(w) endlich und o,(w, 2) in unserem Fall nur für eine eindeutig be- 
stim mte Richtung von Null verschieden ist, muß die Dichte o, (w, 2) bezüglich 
des Winkels Q& den Charakter einer ö-Funktion besitzen: 


9 (w, 2) = 0,(w) 5(2). (88, 3) 


Integrieren wir (88, 3) über d@ und benutzen (88, 1), so finden wir die Ab- 
sorptionswahrscheinlichkeit pro Sekunde für eine sich (ohne Auseinander- 
laufen der Strahlen) in einer bestimmten Richtung fortpflanzende Welle 


W, = bn.04(0). (88, 4) 


Auf Grund des Erhaltungssatzes für die Energie muß die Wahrscheinlichkeit 
für die Absorption des Lichtquants hw,,„ gleich sein der Wahrscheinlichkeit 
für den Übergang des Atoms vom Zustand Z, in E„,d. h. W, = P,... Setzen 
wir (87, 16’) und (88, 4) einander gleich, so finden wir den EınstEinschen 
Koeffizienten für die Lichtabsorption: 


4° 
bm, = Tr Danl? cos? Guss (88, 5) 


Wir müssen uns nun genauer über die Bedeutung einer bestimmten Polari- 
sation des Lichtes klar werden. Die Formel für die Übergangswahrschein- 
lichkeit p,,„ (87, 16) wurde unter der Voraussetzung erhalten, daß das Licht 
in der Richtung e polarisiert ist, die mit der Richtung des elektrischen 
Moments ®,,„ den Winkel ©, ,„ bildet. In den Eınsteinschen Koeffizienten 
br, dagegen bezeichnet der Index «(@ = 1, 2) die Zugehörigkeit zu einer der 
unabhängig gewählten Polarisationen e, oder e,. Wir können ohne jede Ein- 
schränkung als die erste Richtung e, (@ = 1) jene wählen, die senkrecht zum 
Strahl in der Ebene des Strahls und des Vektors D,, „liegt, als zweite e,(« = 2) 
aber die senkrecht auf dieser Ebene stehende Richtung (s. Abb. 62). 

Setzen wire = e,, dann erhalten wir 


R 
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wo d,,„ der Winkel zwischen dem Polarisationsvektor ®,,„ und der Fort- 
pflanzungsrichtung der absorbierten Strahlung ist. Wir erhalten dann aus 
(88, 5) 

4n? 


dr, = I | Dual? Sin? Bm (88, 5) 


F I: n 
Setzen wir e = e,, dann bekommen wir On = 7 d.h. 


mn = 0. (88, 5”) 


Unter Verwendung der Formel (5, 11), die das Verhältnis des Koeffizienten 
der spontanen Emission a},, zum Koeffizienten der induzierten Emission 

br. = bi", [s. (5, 7)] bestimmt, können wir die Wahr- 
mir : scheinlichkeit dW/ für die spontane Emission eines 
Lichtquants kw = E,, — E, mit der Polarisation « 
inden Raumwinkel din folgender Form schreiben: 


R " hw® hw? 
dW, = amd = Ta Im 9 = ande (nd, 
F re (88, 6) 
wo= en = &,„n- Auf Grund von (88, 5’) 


und (88, 5’) erhalten wir 


j {} - 
dW, = Inch |Danl?sin?d ndQ (88,7) 
für parallel zu e, polarisiertes und 
Abb.62. Die Wahl dw, =0 (88, 7’) 


der unabhängigen nn ‚ 
Polarisationsrichtungen für parallel zu e, polarisiertes Licht. 


(e,&,) Um die Gesamtwahrscheinlichkeit der spontanen 

Emission beim Übergang vom Zustand E, in den 

Zustand E, zu erhalten, mul dW,, über alle Fortpflanzungsrichtungen sum- 
miert werden. Wenn wir diese Integration durchführen, erhalten wir 

; 408 

Wr = zes | Oma’. (88, 8) 

Sind die Niveaus E,, und E, entartet, so kann die gleiche Frequenz w,,, bei 

verschiedenen Übergängen von E., nach E, ausgestrahlt werden. Summieren 

wir (88, 8) über alle diese Übergänge, dann erhalten wir die Gesamtwahr- 

scheinlichkeit für die Strahlung mit der Frequenz w,,, pro Sekunde. Wir be- 


zeichnen sie mit Per 
An 1 Dynl®. (88, 9) 


Die Größe A}, wird auch der Eınsteinsche Koeffizient für die spontane Emission der 
Frequenz &,,„ genannt. Neben Ay, wird noch der entsprechende Koeffizient für die 
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Absorption der isotropen, nicht polarisierten Strahlung mit der Frequenz w„„ ein- 
geführt: 1 

ER Den m 88, 10 

BE = gar, 2 [in.a9, (88, 10) 


worin die Summe für beide Polarisationen (@ = 1,2) und alle Übergänge von dem 

Niveau E, in das Niveau E,„, genommen ist. Die Größe f,„ bedeutet den Entartungsgrad 

für das Niveau E,. Das Integral ist über alle Fortpflanzungsrichtungen des Lichts ge- 

nommen. Auf ähnliche Weise kann man auch den Koeffizienten BY, für die induzierte 
Emission einführen: 1 

N n ‚ 

Bu = ga 2 [ind (88, 10°) 


wo f„ der Entartungsgrad des Niveaus E,„ ist. Benutzt man die Eigenschaften von 
67,0, db, und @,, so kann man leicht beweisen, daß 
has 
ImBm = InBn, Am = —aı Bm (88, 11) 
Die Größe A# bestimmt die Lebensdauer des Atoms im angeregten Zustand. 
Haben wir im Zeitpunkt t insgesamt N,, Atome, die sich im angeregten 
Zustand E,, befinden, so wird die mittlere Zahl der Atome, die spontan in 
den niedrigeren Zustand E,„ übergehen, für die Zeit di 


dAN„=— ARN „dt, 


woraus folgt: 
t 


N „= Nie int = Nle mn, (88, 12) 
worin 


ma. (88, 13) 


Aus diesen Formeln folgt, daß r,,„ die mittlere Lebensdauer des Atoms im 
angeregten Niveau E,, ist. 
Aus (88, 9) erhalten wir 
FE 3c3h 
And Din? 
Wir wollen diese Größe für das sichtbare Licht w,,, = 4 : 1015 abschätzen. 


D,ın ist der Größenordnung nach gleich — ea, wo a den Atomradius be- 
deutet, so daß |D,„| 2 10-18. Daraus finden wir 7„,=10%s, d.h. 


2 
a — = 10-15 5.1) 


(88, 14) 


Wir berechnen jetzt die mittlere Energie, die in 1s in das Raumwaınkel- 
element dQ2 beim Übergang m — n ausgestrahlt wird. Da bei jedem Über- 
gang die Energie kw, ,„ = E„ — E, ausgestrahlt wird, so wird die mittlere, 


1) Gerade dieser Umstand gestattet es (wenigstens angenähert), die angeregten Atom- 
zustände als stationär zu betrachten. Vgl. $113. 


347 


äV. DIE EMISSION, ABSORPTION UND STREUUNG VON LICHT 


in den Winkel dQ je Sekunde ausgestrahlte Energie (die wir durch d ) 


bezeichnen wollen) dt 
# Fr) = Who. = u |D„nl? sind, ndQ. (88, 15) 
Ki erhalten die gesamte Strahlung pro Sekunde, wenn wir über alle Winkel 2 
integrieren: 
j nn ni. (88, 16) 


Sowohl die Winkelverteilung der ausgestrahlten Energie (88, 15) wie die 
pro Sekunde ausgestrahlte Gesamtenergie stimmen mit den entsprechenden 
Formeln für den klassischen Oszillator überein, der eine Eigenfrequenz 
= & mn und ein mittleres elektrisches Moment 


= 2 
besitzt. Br) = 2|Dynl (88, 17) 


Außerdem ist auch die Polarisation des Lichtes die gleiche wie beim klassi- 
schen Oszillator (und zwar wird nur Licht mit der Polarisationsrichtung e, 
ausgestrahlt, s. Abb. 62). 


$ 89. Das Korrespondenzprinzip 


Wir untersuchen die Strahlung eines geladenen Teilchens (mit der Ladung — e), 
das sich entsprechend den Gesetzen der klassischen Mechanik bewegt. Der 
Einfachheit halber beschränken wir uns auf den eindimensionalen Fall. Die 


Bewegungsperiode sei 7, = ni . Wir bezeichnen die Koordinate des Teilchens 


0 
mit x(t) und entwickeln sie in eine FouriIERreihe: 


k=+o . 
z(t) = I zei”, 
k 


=Wwk, k=+1l,+2%.., m sat; (89, 1) 


w, möge die Grundfrequenz sein und ®, die Frequenzen der Oberschwin- 
. Set i 5 
gungen. Setzen wir Te (89, 2) 


so können wir (89, 1) in der Form 
z() - 22 2.| cos(t + Pu). (89, 1’) 
schreiben. Das elektrische Moment D des Teilchens sei gleich ex(t), d.h. 
Di) = Dueio = 52]Du] contant + m) (89, 3) 
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wo 
D; = 


Die Strahlungsintensität der Frequenz ®;, ihre Raumverteilung und Po- 
larisation werden durch das Glied 


Du. = 2|D;,| cos(wx.t + 9) (89, 4) 


bestimmt. Die mittlere, von einem solchen Dipol in den Raumwinkel dQ 
ausgestrahlte Leistung ist 


(5) - Te eh (Du)? sin2# dQ (89, 5) 
und die Gesamtstrahlung 
dE 204 —— 
ga Bar» (89, 6) 
wo Be EEE 
(Du)? = 4 | D, |? cos (ot + 9) = 2 |D,]?. (89, 7) 


Dadurch erhalten wir an Stelle von (89, 5) und (89, 6) 


dE 
nn 2 2 ’ 
IE N sind dQ, (89, 5’) 


dE 4 wi 
3a Bl. 


Aus der Gegenüberstellung dieser Formeln mit (88, 15) und (88, 16) folgt, 
daß das Matrixelement ®,,„ des elektrischen Moments ein Analogon zu den 
klassischen FOUBIERkomponenten darstellt. Wir können diese Analogie wei- 
ter fortsetzen, wenn wir die zeitliche Änderung der elektrischen Momente D,,. 
im HEISENBERGbild untersuchen. Wir betrachteten ®D,,, als zeitunabhängig 
und übertrugen die Zeitabhängigkeit auf die Wellenfunktionen. Wir können 
aber auch umgekehrt die Wellenfunktion als zeitunabhängig betrachten und 
die Zeitabhängigkeit auf die Operatoren (Matrizen) übertragen, wie das in 
allgemeiner Form für eine jede mechanische Größe im $ 42 erläutert wurde. 
Wir haben dann 


(89, 6) 


Dan) = Dh)! = Dun ont. (89, 8) 


Die entsprechende Darstellung in der klassischen Theorie begeuket, daß 
wir die Zeitfaktoren e!®x in (89, 3) in D, aufnehmen: 
D;(t) = D,(0)ete: = D,el®it. (89, 8°) 


Ein sich klassisch bewegendes Teilchen kann somit in bezug auf das von 
ihm ausgestrahlte Feld durch eine Reihe harmonischer Oszillatoren (89, 8’) 
gekennzeichnet werden: 


Dee, Dyeat,.., Dyeat,,,, (89, 9) 
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die die Frequenzen 
= W%= 20; .:.; ZN: (89, 10°) 


besitzen, entsprechend der Grundschwingung und den Oberschwingungen des 
Systems. 

Das quantenmechanische System dagegen ist hinsichtlich der Strahlung 
zwar auch durch eine Gesamtheit harmonisch schwingender Dipole charak- 
terisiert, die aber in ihrer Menge bedeutend reichhaltiger sind. Und zwar läßt 
sich die ganze Gesamtheit dieser Oszillatoren durch die Matrix des elektri- 
schen Moments darstellen: 


Fa Di gelernt Seen eine a ner 1 
Dee Din FOR ALT RER 
DIE) || Aussen ee are Bea ne ee eakgelen e (89, 9) 
Dean! De Tr ER Dunn! 
mit den Frequenzen E_-E 
mn u ve » (89, 10) 
die ihrerseits eine Matrix bilden: 
0 @g--.-: din 
0731 0 aan“ Wan ae 
Wi Brenn (89, 10”) 
Omı Om - Omn 


Die Diagonalelemente D,, (£) der Matrix D(t) hängennicht von der Zeit ab, 
da &,„ = 0, und stellen das mittlere elektrische Moment des Atoms im n-ten 
Quantenzustand dar. Die nichtdiagonalen Elemente bestimmen die Strahlung 
des Atoms und oszillieren mit den BoHRschen Frequenzen. 

Damit gelangen wir zum Rırzschen Kombinationsprinzip, das seinen Aus- 
druck in (89, 10) findet, wonach im Gegensatz zur Schlußfolgerung der klassi- 
schen Mechanik, nach der alle Frequenzen w, ein Vielfaches der Grund- 
frequenz w, darstellen, die Atomfrequenzen durch die Differenzen der Terme 


= ausgedrückt werden. 

Schon lange vor der Quantenmechanik hat BoHR die Vermutung ausgesprochen, daß 
die Amplituden D, der klassischen Oszillatoren zur Bestimmung der Intensität und 
Polarisation der Strahlung von quantenmechanischen Systemen dienen können. Diese 
Annahme trug die Bezeichnung Korrespondenzprinzip. Jedoch war vor der Entwick- 
lung der Quantenmechanik die Anwendung dieses Prinzips vieldeutig, zum mindesten 
zweideutig. In der Bomrschen Theorie wurden die Bewegungen als Bewegungen in 
gequantelten Bahnen dargestellt. Die klassischen Amplituden D, beziehen sich auf die 
Bewegung längs einer bestimmten Bahn. Man erhält sie, wenn man den Radiusvektor t{t) 
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eines sich auf der n-ten Bahn bewegenden Teilchens in eine FourRIERreihe entwickelt. 
Die Strahlung dagegen entsteht beim Übergang aus einem Quantenzustand in einen 
anderen oder, in der Sprache der alten Bourschen Theorie, beim Übergang von einer 
Bahn (n) in eine andere (m). Offen blieb die Frage, welche dieser beiden Bewegungen in 
eine FOURTERreihe entwickelt werden muß, um die FovrıErkoeffizienten D;, welche die 
Strahlung bestimmen, zu erhalten. 

Die Anwendung des Korrespondenzprinzips auf Übergänge zwischen Niveaus mit 
eroßen Quantenzahlen (n > 1) war dagegen durchaus möglich, da diese mit kleinen 
Änderungen der Quantenzahl (|n — m| = |k| <n) verknüpft sind. Bei großen Quanten- 
zahlen n liegen die Quantenbahnen sehr nahe beieinander und bilden praktisch eine fast 
kontinuierliche Aufeinanderfolge klassischer (nicht gequantelter) Bahnen. Da die Ände- 
rung der Zahl n klein ist, konnte für Übergänge zwischen solchen Bahnen das Korre- 
spondenzprinzip eindeutig angewandt werden, indem man annahm, daß die Strahlungs- 
intensität durch die klassischen FouriErkomponenten D, bestimmt wird und es dabei 
infolge des geringen Unterschieds zwischen der n-ten und m-ten Bahn gleichgültig war, 
welche dieser beiden Bewegungen harmonisch (zur Ermittlung der Amplituden der 
einzelnen Grund- und Oberschwingungen, d. h. der Größen D,) zerlegt wurde. 

Eine wesentliche Schwierigkeit bereitete der BoH&schen Theorie die Unmöglichkeit, 
die Strahlungsintensität für kleine Quantenzahlen wegen deren verhältnismäßig großen 
Änderungen zu berechnen. In diesem für die Quantentheorie typischen Bereich versagte 
das Korrespondenzprinzip, und die Versuche, es auch aufkleine Werte für n auszudehnen, 
führten zu zweideutigen Ergebnissen, die bestenfalls qualitative, nicht aber quantitative 
Aussagen über den Charakter der Strahlung gestatteten. 

Wir schlossen aus der Theorie Einsteins, daß das quantenmechanische 
System Strahlung absorbiert und emittiert als eine Gesamtheit klassischer 
harmonischer Oszillatoren mit den Fourıerkomponenten des elektrischen 
Moments ®,„„e'®=*!. Folglich muß zur Berechnung der Absorption oder 
Emission von Licht durch das quantenmechanische System die Absorption 
oder Emission von klassischen Oszillatoren mit den Momenten D,„„e"""' 
berechnet werden. Haben wir die pro Sekunde absorbierte oder emittierte 
Energie berechnet und sie durch die Größe des absorbierten oder emittierten 
Lichtquants Ahw= E, — E, dividiert, so erhalten wir die Wahrscheinlich- 
keit für den entsprechenden Übergang pro Sekunde. 

Diese Behauptung kann als die moderne Fassung des Korrespondenz- 
prinzips, das zwischen der klassischen Theorie und der Quantentheorie der 
Strahlung vermittelt, angesehen werden.!) 


8 90. Die Auswahlregeln für die Dipoistrahlung 


Es kann vorkommen, daß einige der elektrischen Momente ®D,,,„ gleich Null 
sind. Dann findet der Übergang m —n unter der Einwirkung des Lichtes 
nicht statt, und die entsprechende Frequenz w,,„ wird ungeachtet dessen, 


1) Eine eingehendere und allgemeine Formulierung dieses Prinzips findet der Leser 
in [44]. Man kann außerdem zeigen (s. ebenda, $ 12), daß bei großen Quantenzahlen m 
und » und bei |k| = |m — n| & m, n die Matrixelemente Di n(t) = De «(£) angenähert 
gleich sind den klassischen Fourıerschen Komponenten — exz(l) = — ex(0) eikwst, 
sodaß die alte Form des Korrespondenzprinzips in der neuen enthalten ist. Die philo- 
sophische Analyse des Korrespondenzprinzips findet der Leser in [34]. 
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daß die Niveaus BE, und E, vorhanden sind, weder absorbiert noch emittiert. 
In einem solchen Fall spricht man von der Auswahlregel, d. h. von einer Regel, 
die gewissermaßen aus der Zahl sämtlicher denkbarer Übergänge E, = E, 
nur einige auswählt, die realisiert sind. Dabei ist zu berücksichtigen, daß der 
Übergang nur unter der Wirkung solcher Störungen V unmöglich wird, deren 
Matrixelemente proportional D,„ sind. So kann z.B. irgendein Über- 
gang m Zn, der unter Lichteinwirkung unmöglich ist, durchaus als Er- 
gebnis eines Zusammenstoßes mit einem Elektron verwirklicht werden. 

Wir wollen jetzt die Eigenschaften der Matrizen ®D,,, für die wichtigsten 
Fälle untersuchen und die Auswahlregel für die Absorption und Emission des 
Lichts ableiten. 


A. Die Auswahlregeln für einen Oszillator 


Wir nehmen an, wir hätten einen Oszillator mit der Masse u, der Eigen- 
frequenz w, und der Ladung e. Die Energieniveaus E, eines solchen Oszillators 
bestimmen sich näch der Formel 


5, = han +5), n=0(,1,2,3,... (90,1) 


Die Matrixelemente des elektrischen Moments sind 


Den 


Pan iomnt 
en (90, 2) 


ar a 


wo % „„n die Matrixelemente der Koordinate sind. Wir haben im $48 eine solche 
Koordinatenmatrix berechnet und gefunden, daß ihre Elemente nur für 
m =n + 1 von Null verschieden sind. Wir erhalten somit die Auswahlregel 


Dan#0, nurwenın m=n-+]1. (90, 3) 


Die entsprechenden Frequenzen werden dann gleich w,,„ = wy(m —n) 
= + 0, d.h. gleich der Eigenfrequenz des Oszillators sein. 


Verwenden wir (48, 9) und setzen D, =ex, =e ‚ so finden wir als 


@o 
Matrix D(f) in der HEISENBERGschen Darstellung 


0 D,e®t Y: 0 0... 


R 1 le 
Diet h/ _ iwt I/ —_ nö 
py=| V> 0 Dei, u (90, 4) 
3 


Ein Oszillator kann somit (genau wie in der klassischen Mechanik) nur seine 
Eigenfrequenz w, absorbieren oder emitlieren. 
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Diese Auswahlregel gilt aber nicht immer. Wir müssen bedenken, daß 
unsere Berechnungen der Wechselwirkung mit Licht zur Voraussetzung haben, 
daß die Wellenlänge A des Lichts bedeutend größerist als die räumliche Aus- 
dehnung a des Systems. Nur- unter dieser Bedingung wird die Wechsel- 
wirkung mit Licht durch die Matrix des elektrischen Moments ausgedrückt. 
Die räumliche Ausdehnung des Oszillators ist bestimmt durch seine Am- 


plitude. Der Größenordnung nach ist sie gleich \ Pr Yr + _ . Daher ist 
() 
die Auswahlregel (90, 3) nur unter der Bedingung 


> Yr+3. (90, 5) 


d. h. bei nicht allzu großen Schwingungsamplituden anwendbar. 

Dazu ist zu bemerken, daß die wirklichen Oszillatoren bei großen Ampli- 
tuden (großen n) anharmonisch werden, was an sich schon eine Abweichung 
von der Auswahlregel zur Folge haben kann. 


B. Die Ausuwahlregeln für das Leuchtelektron eines Atoms 


Wir untersuchen die Matrix für das elektrische Moment eines Elektrons, das 
sich in einem Zentralkraftfeld bewegt. In diesem Fall besitzen die Wellen- 
funktionen der stationären Zustände die Form 


Ynim(t, 9,9) = Ruılr) PP (cosd) eimr, (90, 6) 


Wir müssen mit Hilfe dieser Funktionen die Matrix des elektrischen Moments 
berechnen. Da die Matrizen der Komponenten des elektrischen Moments sich 
von den Matrizen der Elektronenkoordinaten nur durch den Faktor —eunter- 
scheiden, so brauchen wir nur die letzteren zu berechnen. Weiter ist es prak- 
tisch, nicht die Matrizen von x, y, z, sondern die der Kombinationen 


E=z+iy=rsinde?f, n=z2—iy=rsinde, 6=z (90,7) 


zu berechnen. 
Unter Benutzung der Funktionen (90, 6) erhalten wir 


oo n 27 
Ems nV’m = [Raı Ruur®dr [Pf PY sin?d dd [eimmietiogg, 
0 0 0 
oo rn 27 
Antm,nrm = | Rai Rwrr®dr [ Pf PX sin®d 49 [eitm-mie-iegg, (90, 8) 
0 0 0 


oo rn 2r 
Znim,n’’m = [RaıRwvrdar [PP PF sind cosd ad fein m)» dp. 
0 ö ö 
Die Integrale über p lassen sich ersichtlich zusammenfassen zu 
27 zn 


[em mrtir dp = 2nöm Fım; emamde do = 2nÖm,m- (90, 9) 
0 I) 
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Führen wir die Bezeichnungen ein: 


[Raı Ruvrdr = Iaıwrv; (90, 10) 
{) 
[ Pr Pf’ sin29 49 = 81”, (90, 11) 
ö 
[Pr Pf’ sind cosd dd = Op", (90, 12) 
ö 
so können wir die Matrixelemente (90, 8) auf folgende Form bringen: 
Enim, nm = 2nlnı,mr 7 Ss i Öm,m’-15 (90, 13) 
Nn Im, n’U’m’ = 27 Imı,nv £ Se Öm,m’ + 1» (90, 14) 
Znim, n’ Um’ = 27 Inı,nr : cn ® Öm, m’. (90, 15) 


Diese Formeln geben uns sofort die Auswahlregel für die Änderung der 
magnetischen Quantenzahl m. Die Matrixelemente £ sindnur bim’=m+J], 
die Elemente n bei m’ = m — 1 und die Elemente z bei m’ = m von Null 
verschieden. Somit sind nur Übergänge möglich, bei denen sich die magne- 
tische Quantenzahl nach der Regel 


mM —-m=-+]1 oder 0 


ändert. Untersuchen wir die Integrale 57” und C%”’, so können wir auch 
noch die Auswahlregel für die Bahnquantenzahl I aufstellen. Dazu müssen 
wir die Bedingungen angeben, unter. denen diese Integrale nicht Null werden. 
Untersuchen wir vorerst das Integral 077” . Uns interessiert nur der Fall, bei 


dem m’ = m: 


cn" = [ PY'Pf cosd sind dd. (90, 16) 
0 
Führen wir die Variable x = cos® ein, so erhalten wir 
+1 
CH" = [ PP(&) PF(x)z de. (90, 16°) 
1 


Auf Grund der Eigenschaften der Kugelfunktionen haben wir 
'zPY(z) = amPiı(®) + bimPiı(@); (90, 17} 


WO Gm und Dim gewisse Koeffizienten sind.!) 
Berücksichtigen wir, daß die Funktionen P7' zueinander orthogonal sind, 
und setzen (90, 17) in (90, 16’) ein, so finden wir, daß 0%" die Form 


Cr" = AmÖr,izı + BimÖr,ı-ı (90, 18) 
besitzt und folglich 07,” nur für / =1 + 1 von Null verschieden ist. 
2) Siehe Anhang V, Formel (30). 
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Auf ähnliche Art erhalten wir für die Integrale 57,” (90, 11) (mit m’ 
=m-+]) 


+1 
Spmtı= (Pfti(a)y1 —a®Pf(z) de. (90, 16”) 
-1 
Verwenden wir die Formel für Kugelfunktionen!) 
a 22 PPle) =amPRi' + BmPRR ld, 90,17) 
so erhalten wir " 
DT amd, + Bimdrrı,r- (90, 19) 


Wenden wir die vorige Formel für (l — 2) P?*! (x) an, so finden wir auf 
ähnliche Weise 
Se = %y,m+1Ödı,r 1 + Prm+ı Öur+ıe (90, 19°) 


Diese Formeln zeigen, daß SY® +0 nurfür’=!+1. 
Wir erhalten somit die Auswahlregel für die Bahnquantenzall !: 
’-i=}+l. (90, 20) 


Eine Auswahlregel für die Radialquantenzahl n, =n — 1! — 1 besteht 
nicht. Die letzte von uns gefundene Auswahlregel zeigt, daß die optischen 
Übergänge (für A > a, d. h. für eine Dipolstrahlung) nur zwischen Zuständen 
möglich sind, die in bezug auf die Änderung des Drehimpulses m? = A?l(l + 1) 
einander benachbart liegen. 

Wir haben schon erklärt, daß in der Spektroskopie der Zustand mit! = 0 
als s-Term, der Zustand mit! =1 als p-Term, der Zustand mit !=2 als 
d-Term usw. bezeichnet werden. Den Fachleuten der Spektroskopie war 
schon längst bekannt, daß optische Übergänge nur zwischen s- und p-, p- 
und d-, d- und /-Termen stattfinden. Wie wir sehen, gibt die Quantenmechanik 
eine Erklärung für diese Tatsache: Nur für solche Übergänge sind die elek- 
trischen Momente ®,„„ (Dipole) von Null verschieden. 


Wir wollen eingehender die Auswahlregel für die magnetische Quantenzahl m in ihrer 
Anwendung auf den einfachen ZerMaAneffekt untersuchen. Wir stellten im $ 62 fest, 
daß die Energieniveaus des Atoms in einem Magnetfeld aufgespalten werden, wo bei 
Richtung des Feldes 9 parallel zur z-Achse die möglichen Strahlungsfrequenzen nach 
der Formel (62, 15) ermittelt werden: 


Onim,n’l’m =.0.+ w;(m’ — m), (90, 21) 


wo w, die Frequenz bei fehlendem Feld 9 ist. Die den Zuständen Z,;„ entsprechenden 
Funktionen sind %,;m (90, 6) (in erster Näherung wird das Atom im Magnetfeld nicht 
deformiert). Daher bleiben auch die Matrixelemente Da im,n’ m’ die gleichen wie bei 
fehlendem äußerem Feld 9. Wir können also die Auswahlregeln, diewirunterder Annahme 
eines fehlenden äußeren Feldes abgeleitet haben, bei vorhandenem Magnetfeldaufoptische 


1) Siehe Nachtrag V, Formel (31). 
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Übergänge anwenden. Auf Grund dieser Regeln folgt, daß nicht sämtliche von der For- 
mel (90, 21) vorgeschriebenen Frequenzen emittiert und absorbiert werden können, 
sondern nur drei: 


oe=w-%+ wow, wenn m;’—-m=+4|]| wo= a, wenn m’ =m. (90, 22) 


Das ist genau jene Aufspaltung (das normale ZEEMAN-Triplett), die wir bereits im 
8 62 behandelten. Wir kommen jetzt zur Polarisation der zugehörigen Spektrallinien. 

Für die nichtverschobene Linie (m’ = m) ist nur das elektrische Moment längs der 
z-Achse von Null verschieden. Folglich rührt die Emission der nicht verschobenen Linie 
von einem Dipol in Richtung des Magnetfeldes 9 her. Der elektrische Vektor der Aus- 
strahlung des Dipols liegt in der Ebene des Dipols. Die ausgestrahlte Linie wird daher 
so polarisiert sein, daß die Polarisationsebene durch die Richtung des Magnetfeldes geht. 
Für m’ = m + 1 sind die Matrixelemente von z und n gleich Null [s. (90, 13), (90, 14) 
und (90, 15)]. Nach (90, 7) erhalten wir 


Ynim,n’’,m+1 > Tnim, #V’,m+1'e . (90, 23) 


Ähnlich erhalten wir fürm’ =m-— 1 
+i 
Ynım,n’!’,m-ı = Inim,n’V’,m-ı '€ 


(90, 23°) 


Diese Formeln zeigen, daß die Phase des Dipols längs dery-Achse um + 5 gegenüber 


derjenigen längs der x-Achse verschoben ist. Daher entspricht der Übergngm > m +1 
der Anregung von Schwingungen, die rechtszirkular, und der Übergang m ->m — 1 
solchen, die linkszirkular polarisiert sind. Dementsprechend ist die Strahlung mit der 
Frequenz » = w, + w; rechts- und die mit = &,-— w; linkspolarisiert. 

Sowohl die Frequenzen als auch die Polarisationen des einfachen ZEEMANeffekts sind 
somit nach der Quantentheorie die gleichen wiein der klassischen LORENTzschen Theorie. 
Der Vorzug der Quantentheorie liegt hier darin, daß sie außer diesen Schlußfolgerungen 
noch die relative (und wenn die Anregungsbedingungen gegeben sind, auch die absolute) 
Größe der Intensitäten für alle Komponenten » = &, ®p + w; des ZEEMAN-Tripletts 
zu ermitteln ermöglicht. 


8 91. Die Intensitäten im Emissionsspektrum 


Befindet sich das Atom im angeregten Zustand (m), so ist ein spontaner 
Übergangin dasniedrigere Niveau (n) unter Emission eines Lichtquants h w,,, 
möglich. Im $ 88 erhielten wir den Ausdruck C7 für die vom angeregten 
Atom in der Zeiteinheit ausgestrahlte Energie (88, 16). Um die gesamte 
beobachtbare Strahlungsintensität zu erhalten, müssen wir diese Größe mit 
der Zahl N der im angeregten Zustand (m) befindlichen Atome multi- 
plizieren. Diese Zahl hängt von den Anregungsbedingungen ab. Handelt es 
sich z. B. um thermische Anregung und befinden sich die angeregten Atome 
im Wärmegleichgewicht bei der Temperatur 7, dann gilt 


Em 
N„=C(TN)e Hr, (91,1) 
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wo C eine gewisse, von der Art der strahlenden Atome abhängige Temperatur- 
funktion ist. Erfolgt die Anregung durch Elektronenstöße und besteht ther- 
misches Gleichgewicht, so findet man die Zahl N, aus den Bedingungen für 
dieses Gleichgewicht: Die Zahl der Übergänge pro Sekunde in den durch 
Elektronenstöße angeregten Zustand muß gleich sein der Zahl der Übergänge 
pro Sekunde in die niedrigeren Zustände, die infolge spontaner Strahlung 
oder der Zusammenstöße mit Elektronen stattfinden. 

Im allgemeinen kann man, ohne die Form von N „ zu präzisieren, für die 
Intensität I,,„ der Strahlung mit der Frequenz w,„ beim Übergang vom 
Zustand (m) zum Zustand (n) setzen: 

oh 
u 


Imn =N Baal?- (91, 2) 


8 92. Die Dispersion 


Die Aufgabe der Dispersionstheorie besteht darin, die Lichtstreuung zu be- 
rechnen. Das Licht wird bei der Wechselwirkung mit einem Medium nicht 
nur absorbiert, sondern auch gestreut, indem es seine Fortpflanzungsrichtung 
und im allgemeinen auch seine Frequenz ändert. 

Eine der einfachsten Aufgaben der Dispersionstheorie ist die Berechnung 
des Brechungsindex für ein Gas. Nach der klassischen Feldtheorie ist, auf 
Grund der Maxweı.schen Beziehung, der Brechungskoeffizient n eines Me- 


diums gleich Ye, wo & die Dielektrizitätskonstante ist. Die Dielektrizitäts- 
konstante ist ihrerseits wiederum mit der Polarisierbarkeit « des Mediums 
durch die Beziehung e = 1 + 4r« verknüpft, so daß 


n?®— 1=4na. (92, 1) 


Ist N die Zahl der Atome in 1 cm? und f der Koeffizient der Polarisierbar- 
keit eines jeden einzelnen Atoms, dann ist «= ßN und folglich 


n®— 1=4rN. (92, 2) 
Der Koeffizient der atomaren Polarisierbarkeit ß ermittelt sich aus der Formel 
p=BßE, (92, 3) 


wo p das elektrische Moment des Atoms und € das elektrische Wechselfeld 
der Lichtwelle sind. Die Aufgabe läuft auf die Berechnung von f hinaus. 

In der klassischen Theorie wurde das Leuchtelektron als ein Teilchen be- 
trachtet, das sich unter dem Einfluß einer quasi-elastischen Kraft bewegt. 
Dieser Annahme entsprechend erhielt man für die Polarisierbarkeit ß den 
Ausdruck e 

Be e 1 


BEE SEEN 92,4 
ne (92, 4) 


wo e die Elektronenladung, u die Elektronenmasse, w, die Eigenfrequenz des 
Leuchtelektrons und w die Frequenz des äußeren Feldes sind.!) Besitzt das 

1) Siehe [2], 825. 
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Atom Elektronen mit verschiedenen Eigenfrequenzen wg, W, Wg; ++, Os +-- 
und ist die Zahl der Elektronen mit der Frequenz w, gleich f,, so ist an Stelle 
von (92, 4) die allgemeinere Formel 


e fr 
=, 2-0 Ss 
zu setzen. Die Zahl f, kann ebenfalls als die Anzahl von Oszillatoren im Atom 
betrachtet werden, die die Eigenfrequenz w, besitzen. Die Formel beschreibt 
die Streuung richtig hinsichtlich der Abhängigkeit des ß von der Frequenz des 
einfallenden Lichts (und somit auch des Brechungskoeffizienten). Erstaun- 
licherweise ergab aber das Experiment, daß die Zahlen f;kleiner als Eins waren. 
Wir behandeln nun mit Hilfe der Quantentheorie die Brechung, die für 
eine kohärente Streuung zur gleichen Formel (92, 5) wie die klassische Theorie 
führt. Dabei erscheinen aber die Größen f; nicht mehr als die Anzahl der 
Elektronen der Sorte k, sondern besitzen einen ganz anderen Sinn. Wir wer- 
den daher f, anders nennen, und zwar, der allgemein üblichen Terminologie 
entsprechend, als Oszillatorenstärke. 

Die Quantentheorie ermöglicht die Berechnung der Oszillatorenstärke f, 
in Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen. 

Das quantenmechanische Problem der Lichtbrechung kann völlig parallel 
der Quantentheorie der Emission und Absorption des Lichtes behandelt wer- 
den. Ähnlich wie in diesen beiden Fällen die Wahrscheinlichkeit für die Ab- 
sorption oder Emission eines Lichtquants gesucht wird, kann auch im Falle 
der Brechung die Wahrscheinlichkeit dafür gesucht werden, daß das primäre 
Lichtquant (daseinfallende Bündel) infolge der Wechselwirkung mit dem Atom 
seine Impulsrichtung und, im allgemeinen Fall, auch seine Energie ändert. 

Wir werden jedoch, gestützt auf das Korrespondenzprinzip, einen ein- 
facheren und der klassischen Theorie näherliegenden Weg wählen. Und zwar 
wollen wir das elektrische Moment des Atoms suchen, welches sich unter dem 
Einfluß des Wechselfeldes des Lichts befindet. Das Licht nehmen wir als 
monochromatisch mit der Frequenz w an. Wir beschränken uns wieder auf 
den Fall, in dem die Wellenlänge A wesentlich größer als die räumliche Aus- 
dehnung des atomaren Systems ist, und können dann das elektrische Feld € (f) 
der Lichtwelle innerhalb des Systems (des Atoms oder Moleküls) in folgender 


Form schreiben: 
€ = 6, cos wt. (92, 6) 


Das Atom möge sich vor Einschaltung des Lichtes in einem seiner Energie- 
niveaus E, befinden haben; die diesem Zustand entsprechende Eigen- 
funktion sei y£ (t, t). 

Bei vorhandenem Feld wird sich der Aenseränk ändern (es werden in 
ihm induzierte Schwingungen auftreten). Dieser Zustand möge durch die 
Funktion v,(t, t) beschrieben sein. Diese Funktion muß der SCHRÖDINGER- 
gleichung 


= Fe —=H’y, + Vy, (92, 7) 
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genügen, wo H° der Operator der Gesamtenergie des Systems (bei fehlendem 
Feld) und Y die durch die Lichtwelle hervorgerufene Störung ist. Nach (92, 6) 
ist 

V=e-&,r:coswti. (92, 8) 


Zur Lösung der Gleichung (92, 7) bringen wir %, auf folgende Form: 
v,vi= vr (t) e-ient +u,(t) e-tun-w)t +v,(t) e-ilan tot, (92, 9) 


wow,= und u, und v, die gesuchten Korrekturen für y! sind. Die Funk- 


tion y9 ist die Eigenfunktion des stationären Zustands im ungestörten 
System: 
Höy! = E,y2. (92, 10) 


Setzen wir (92, 9) in die Gleichung (92, 7) ein und vernachlässigen wir in der 
ersten Näherung die Produkte Yu, und Vv, ( da diese Glieder proportional &? 
sind und zur zweiten Näherung zu rechnen sind), so erhalten wir 


h(o, — 0) meiet 4 hl, + w) yyertet 
BTE . (92, 11) 


= H’u,ei®! + H'v,„e'®! + e&,t 3 N 


Durch Koeffizientenvergleich der FOURIERkomponenten bekommen wir die 
Gleichungen für u, und v,: 


hlo, — 0), =H%u, + a wo, (92, 12) 
e-&r , j 
h(o,+ wov,=H%, + 2 vn (92, 12’) 
Zur Lösung dieser Gleichungen entwickeln wir u und v nach dem Orthogonal- 
system yß: 
= > Anıyı, (92, 13) 
v„= 3 Baiyl. (92, 13°) 
’ 


Setzen wir die Ausdrücke für vw, und v, in (92,12) und (92, 12’) ein, und berück- 
sichtigen, daß die Funktionen y9 der Gleichung H’y? = EP y? genügen, so fin- 
den wir 


e-&,r 


RZ Anılo, - u a) = Heim, (92, 14) 
BZ Bla - at a. (92, 147) 
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Multiplizieren wir nun diese Gleichungen mit y%* und integrieren über den 
ganzen Raum, so erhalten wir wegen der Orthogonalität der Funktionen 


0 0%* 
Y,%r 


h(w, — — @) Ayr == 3 [errarmtar, (92, 15) 
Mason 3 [MrSrnar. (92, 15°) 
Daraus finden wir A, , und B,«: 
&®D 
Au ee PB) 
nk 2h(@,x a ©) ’ (9 ’ 16) 
. Co Den ’ 
Ba (92, 16) 
wo 
Bi 


die Eigenfrequenzen des Atoms sind und ®,,„ das Matrixelement des Vektors 
des elektrischen Momentes. 


Aus (92, 16) und (92, 16°) geht hervor, daß die von uns angewandte Methode zur 
Lösung der Gleichungen (92, 14) und (92, 14°) nur dann brauchbar ist, wenn die Frequenz 
des einfallenden Lichtes mit keiner der Eigenfrequenzen w, , des Atoms zusammenfällt, 
d.h. in gewisser Entfernung von der Resonanzstelle liegt. Die notwendige Entfernung 
von w = w,, ist durch folgende Bedingung gegeben: 


Gdnı <2hlo., + w|. 


Nur unter dieser Bedingung sind A,„, und B,„, <1. Um auch den Resonanzbereich zu 
erhalten, muß die Dämpfung der Oszillatoren ®,„ etw! berücksichtigt werden. 


Setzen wir die für A,, und B,,, gefundenen Werte in (92, 13) und (92, 13’) und 
u, und v, in (92,9) ein, so erhalten wir einen Näherungsausdruck für y,(t, £): 


ug ehem ED 
— 71 -iont _ 0-kn 1) 
Yn(t, t) iu Y(t) e 5 70,0 Y(t) 
(92, 17) 
RT 


&,Ddın (1) 
a Peer 


Nun berechnen wir in erster Näherung das elektrische Moment p,„„(t), das 
durch das Feld E(t) im Zustand yf induziert wird. Dieser Zustand geht beim 
Einschalten des Feldes in y,,(t, t) über. Das mittlere elektrische Moment istin 
diesem Zustand 


Pan = —e [vis t)iy,(i)dr= —e/|yntui)lerde. (92, 18) 
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Nach (92, 17) ist 2 t)|? bis zu Gliedern erster Ordnung in €, 


at [6 5) erwt E D 
2. — |150|2. —_ 0 kn 0%,,9 _ 0 “kn 0% 
[y.(t t)| Ival er nk — orn Ye 2h 3 Op + Pr yM— 
Aa sn, EEE NEE ed A 
2% = u "gen on Yn- 
Setzen wir das in (92, 18) ein und berücksichtigen, daß 
— e [ylrıyldr = Dun, 
so erhalten wir R 
an ae ee 
nt un 92, 19) 
= etut Eden ie Dar 2: En £ Den ( 2 
23h %\ w+tw a) 


Wir sehen, daß das elektrische Moment p,,„(t) sich aus zwei Teilen zusammen- 
setzt: aus dem nicht von der Zeit abhängigen Moment D,„ und einem induzierten, 
linear vom Feld abhängigen Zusatzmoment. D,,„ ist nichts anderes als das 
mittlere elektrische Moment des Atoms (oder Molcküls) im Zustand n. Da es 
von der Zeit nicht abhängt, nimmt es an der Lichtbeugung nicht teil. Das 
induzierte Moment ändert sich periodisch mit der Zeit, und zwar mit einer 
der Frequenz w des einfallenden Lichts gleichen Frequenz. Außerdem be- 
findet sich die Schwingungsphase des letzteren Moments ineinem bestimmten 
Zusammenhang mit der Phase des elektrischen Vektors für das einfallende 
Licht. Dieses Zusatzmoment regelt auch die kohärente Streuung, die Licht- 
brechung. Wir bezeichnen es mit p,,: 


Dan = Pan Dan: 
Nach (92, 19) läßt sich dieses induzierte Moment (in Komponenten) auf fol- 
gende Form bringen: 
(Bandz = Re (B,, Co," + PauCoye” + Be, 
(andy = Re PrzCoze®! + Bun Eoze'”! + By.Cn,e”, % (92, 20) 
(Pan), = Re IP... Soze®! + Bay Eove'! + Br. EN); 


wo mit Re gemeint ist, daß der Realteil zu nehmen ist. 
Die Gesamtheit der Größen ß,, bildet den Tensor der atomaren Polarisier- 


barkeit 
De Bzu Bis 
B= |Brz Bor Bir (92, 21) 
Bar ß.v ß,: 
dessen Komponenten 
1 (Der), (@ Dyr)z (Den)y (Den)z 
Pu=-7 z| a + er 1 (92, 22) 
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sind, wobei (D,.),, (D£n)y die Projektion der Vektoren ®,, und D£, auf die 
x- bzw. y-Achse sind. Die übrigen Komponenten des Tensors ß erhält man aus 
(92, 22) durch zyklische Vertauschung in z, y, z. Da D,, = D#,, so ist der 
Tensor (92, 22) hermitesch: 

er (92, 23) 


und folglich sind die Diagonalglieder ß,,; Byy, ß., reell. 

Im allgemeinen Fall, bei komplexen ß,,, ß,,; ß,.; fallen die Phase desindu- 
zierten Moments p,„ und seine Richtung nicht mit Phase und Richtung des 
elektrischen Vektors &(t) der Lichtwelle zusammen. Sind alle Komponenten 
des Tensors ß reell, dann stimmt zwar die Richtung von p,, nicht mit der 
Feldrichtung überein, aber ihre Phasen sind gleich. 

Zum Vergleich mit der klassischen Theorie untersuchen wir den ganz 
speziellen, aber sehr wichtigen Fall, wo der Tensor f sich auf einen Skalar 
reduziert, d. h., wo ß,, = ß.. = Br: = 9; Bzz = Buy = Bar > B- Unter diesen 
Bedingungen fallen sowohl Phase wie Richtung des induzierten Moments mit 
Phase und Richtung des elektrischen Vektors der Lichtwelle zusammen. 

In diesem Spezialfall läßt sich der grundsätzliche Unterschied zur klassi- 
schen Beugungstheorie am einfachsten erklären. Unter den gegebenen Vor- 
aussetzungen erhalten wir, unter a daB w,„ = —W,x, aus 


(92, 22) 
D 
B=Pß,. = Bır = Ba: = 53 > Sun n2)z u) 


ar a8 
(Dar, = —e[wR* zyldı 
und vorausgesetzt ist (Isotropie des Systems), daß 
Da = ID, ? = IBan)ı]?. 


Die erhaltene Formel (92, 24) für die Polarisierbarkeit ß können wir in eine 
der klassischen Formel (92, 5) völlig analoge Form bringen, und zwar 


(92, 24) 


wobei 


B= In (92 5’) 
nE OR —a 5 
wobei 
2u|x,:|? w 2u|(® [0 
Ins er u al kn — u|( zu Li (92, 25) 


Auch in der Quantentheorie ist es üblich, die Größe f„, als Oszillatoren- 
stärke zu bezeichnen. Sie ist direkt mit der Wahrscheinlichkeit des spontanen 
Übergangs A# verbunden, und zwar haben wir nach (88, 9) 


Im = 220%, 


Somit bestimmt die Oszillatorenstärke f„, die Intensität der spontanen 
Emission. 
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Die Größen f„,; lassen sich berechnen, wenn die Wellenfunktionen des 
Systems bekannt sind.!) 

Wir sehen, daß die Größen f, ‚inder Quantentheorie eine andere Bedeutung 
als in der klassischen Theorie haben, wo die entsprechende Größe f, die 
Anzahl von Elektronen der Sorte k bedeutete und somit eine ganze Zahl war. 
Die Oszillatorenstärken f„, sind in Übereinstimmung mit den experimen- 
tellen Ergebnissen keine ganzen Zahlen. Außerdem läßt sich beweisen, daß 
ihre Summe gleich 1 ist.!) Wie aus (92, 5’) folgt, ist nach der Quantentheorie 


die Summe der Dispersionsglieder der Form 7 bereits für ein 


(on — @) 
Elektron, das sich im Zustand y® befindet, gegeben. Diese Tatsache hängt 
unmittelbar damit zusammen, daß sich das quantenmechanische System bei 
der Wechselwirkung mit Licht wie eine Gesamtheit von Oszillatoren mit den 
Momenten ®,„e’®="! verhält, selbst wenn es sich nur um ein einziges Teil- 
chen handelt. 

Kann sich das Atom nicht nur im Zustand y°, sondern teilweise auch in 
anderen befinden (gemischte Gesamtheit), so muß man, um die gesamte 
Polarisierbarkeit ß zu erhalten, die von den im Zustand y? befindlichen 
Atomen bedingte Polarisierbarkeit mit der Wahrscheinlichkeit, daß sich das 
Atom im Zustand %? befindet, multiplizieren und die erhaltenen Ausdrücke 
addieren. Wenn wir mit w, die Wahrscheinlichkeit bezeichnen, daß das 
Atom sich im Zustand y® befindet, wobei 3’w, = 1, so erhalten wir für die 
Polarisierbarkeit & pro Volumeneinheit * 


eN ie 


wo N die Zahl der Atome pro Volumeinheit ist. Der Brechungskoeffizient als 
Funktion der Frequenz des einfallenden Lichtes ist nach (92, 2) und (92, 26) 


4rre!N fax 
2 ur % De n 
a) I er M- (92, 27) 


Unter den Gliedern in der Summe von (92, 27) überwiegen oft eines oder 
mehrere. Das tritt in jenen Fällen ein, wo die Frequenz w nicht sehr weit von 
der Resonanzfrequenz w,, entfernt ist. 

Die Oszillatorenstärken f„, können auch negative Werte annehmen. Be- 
findet sich ein Atom im angeregten Zustand (n), so wird es unter den Zu- 
ständen % auch solche geben, für die w,„ <0 (d.h. Z,< E,). In diesem 
Fall erhält die Kurve für den Brechungsindex eine ungewöhnliche Form, wir 
bekommen eine negative Brechung. Auf Abb. 63 ist links der Verlauf des 
Brechungsindex im Bereich der anomalen Dispersion für den klassischen 
Fall (/„„ > 0) dargestellt. Diese Brechung wurde in einer Reihe von Arbeiten 
untersucht, unter denen besonders eingehend die Arbeiten RoSHDEST- 


1) Siehe [4]. $ 
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wENSKIS sind.!) In der gleichen Zeichnung ist rechts die Kurve für die 
negative Brechung (f„„< 0) abgebildet; ein Fall, der in der klassischen 
Theorie nicht vorkommt. Die Erscheinung der negativen Brechung wurde 
von LADENBURG festgestellt.?) 

Der Zahlenwert der Oszillatorenstärke ist experimentell sehr schwer zu 
ermitteln.®) 

Um die Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment zu belegen, 
führen wir die Angaben von LADENBURG und Carst?) über das Verhältnis 


\ 
777 


Abb. 63. Die Kurven für den Brechungsindex für positive und negative Brechung 


der Oszillatorenstärke bei den Wasserstofflinien H, und H, der BALMER- 
Serie an. Diese Autoren erhielten 5,9:1> fa:fs > 4,66 :1. Theoretisch 
bekommt man fa: fg = 5,37: 1. 


893. Die kombinierte Streuung (Raman-Efiekt) 


Im vorigen Paragraphen berechneten wir das elektrische Moment p,,„, das 
im Zustand n des Atoms vom Licht induziert wird. Jetzt wollen wir unter- 
suchen, welches zusätzliche elektrische Moment p,,„ von dem Licht in einem 
quantenmechanischen System bei einem Übergang vom Zustand m in den 
Zustand n induziert wird. Diese Aufgabe ist mit Hilfe der Ergebnisse des 
vorigen Paragraphen leicht zu lösen. Die Formel (92, 17) gibt uns den Zu- 
stand y,„(t,) an, der unter der Einwirkung des Lichtes aus y$(t) e-i®»! ent- 
steht. Eine entsprechende Formel können wirfürden Zustand y,, (t, £) schrei- 
ben, der unter der Einwirkung des gleichen Lichtesausdem Zustand y], (t) e'@mt 
entsteht. Statt (92, 18) haben wir dann für das dem Übergang von m nach n 


1) ROSHDESTWENSKI wandte eine besondere „Hakenmethode“ an. Siehe D.S. RosH- 
DESTWENSKI: Zur Untersuchung der anomalen Brechung in Natriumdämpfen. J. Russ. 
fiz.-chim. Obs£., Ser. fiz. (1910) 42. 

2) LADENBURG, R.: Z. Phys. 65 (1930) 167. 

3) LADENBURG, R., und A. Cars: Z. Phys. 48 (1928) 192. 


364 


893. DIE KOMBINIERTE STREUUNG 


entsprechende Moment p,„„(t) folgende Formel: 


Pnnlt) = —e | yalı, !) put, t) dr. (93, 1) 


Setzen wir hier die Funktion y,(t,t) aus (92, 17) und entsprechend yi (t, t) 
ein, so bekommen wir 


Pant) = Dann! + et DE ed, (93,2) 


wo 
1 dr D EG DdmrD 
ENCHN o, uu 0>kn mk 0=mk kn 
mn 3h z( Ok — 0 + Omk + © ). (93, 3) 
1 Eden PD E dm D 
EN ee 0”kn mk 0 =mk nk n 
Tan = 7,2 (re Zu re a ey ) (93, 3°) 


Wir sehen somit, daß neben dem von uns bereits vorhin behandelten elek- 
trischen Moment ®,„„, das periodisch mit der Frequenz w,„,„ von der Zeit 
abhängt, noch zwei weitere, zusätzliche, vom Licht induzierte elektrische 
Momente (93, 3) und (93, 3) auftreten, deren Schwingungsfrequenzen kom- 
binierte Frequenzen wnn + w sind. Wie wir wissen, bestimmt das elek- 
trische Moment ®,„„ die Emission und Absorption bei den Übergängen 
E„ = E,„. Die von uns erhaltenen Zusatzmomente ©}, und D%), bedingen die 
Streuung des einfallenden Lichts, aber mit veränderter Frequenz. Diese ver- 
änderten Frequenzen stellen die Summe oder Differenz der Frequenz des 


einfallenden Lichts mit einer der Eigenfrequenzen w,, = Am — En dos Sy- 


stems dar. 

Um die Intensität dieses gestreuten Lichts zu bestimmen, wenden wir das 
Korrespondenzprinzip an, wonach das Atom bei Emission oder Absorption 
von Licht wie eine Gesamtheit von Oszillatoren zu behandeln ist. Nach (93,2) 
haben wir jetzt drei solcher Oszillatoren. Der erste von ihnen wurde bereits 
im $ 88 untersucht, die beiden anderen, 


DEH ettomn + o)t und Da, eramn-olt : (93, 4) 


geben nach der Formel (88, 16) für die vom Oszillator pro Sekunde aus- 
gestrahlte mittlere Energie folgende Intensitäten für die Emission der Fre- 
quenzen W =ow,„ tw und W = wyn —Ww: 


dE' Iwnn + o)* 


Een — a: 2m: (93, 5) 
dE” (On — w)* ’ 
2 em on, (93, 5’) 


wo ©) und Di, durch die Ausdrücke (93, 3) und (93, 3’) gegeben sind und 
von der Intensität des einfallenden Lichts abhängen. Unter Zuhilfenahme 
des Energiesatzes können wir auf Grund der Vorstellung von Lichtquanten 
die erhaltene Streuung als solche mit geänderter Frequenz deuten. Das Atom 
möge sich im Zustand n befinden und die Energie E, besitzen. Nun ‚‚stößt“ 
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ein Lichtquant mit der Frequenz w (mit der Energie e = kw) mit dem Atom 
zusammen. Als Folge des Zusammenstoßes kann ein Teil der Energie des 
Quants zur Anregung des Atoms (zum Übergang in den Zustand E„> E,) 
verbraucht werden. Dann wird das gestreute Quant die Energie 


e=hw"=hw-—- (E„- E, 
und die Frequenz ©’ = w — W,n; > W,n > 0 besitzen (Abb. 64a). 


Befindet sich aber das Atom im Zustand EZ, > E,„, dann kann das ge- 
streute Quant vom Atom, das in den niedrigeren Zustand E, übergeht, 


Emtho 
Enthw Ro 
| Een” Er’ 
ho 

Em Em 

EU (dar e 

aW=W)-W V=()+W 

rote Kompon violeife Kompon- 


Abb. 64. Schema der Übergänge bei der kombinierten Lichtstreuung 


Energie erhalten: In diesem Fall wird die Energie des gestreuten Lichtquants 
Abb. 64b 
( ) € =hwW =hw+(E„— E,) 


sein und die Frequenz w = w+ @„n, WO @,„ > 0. Die Intensitäten der 
Frequenzen w und w” ergeben sich aus den Formeln (93, 5) und (93, 5’). Wir 
sehen, daß die Anwendung des Energiesatzes keine Streuung mit Frequenzen 
wo’ < 0 zwischen einem quantenmechanischen System und Strahlung zu- 
läßt. Diese Schlußfolgerung geht nicht unmittelbar aus der Formel (93, 5) 
hervor und stellt, soweit wir innerhalb des Rahmens des Korrespondenz- 
prinzips bleiben, eine spezielle Forderung dar.!) 

Um die absoluten Streuintensitäten mit den Frequenzen w’ und w” zu 
finden, müssen wir (93, 5) mit derZahl N „der Atome multiplizieren, die sich 
im Zustand m befinden, und (93, 5’) mit der Zahl N, der Atome im Zustand n. 
Die Frequenzen w’ sind größer als w. Darum werden sie oft die „violetten“ 
Komponenten der gestreuten kombinierten Strahlung und ww” < w die 
„roten‘‘ Komponenten genannt. Folglich erhalten wir endgültig für die 
Intensitäten der violetten Komponenten 

4 ER, 
PZN ea + mal (ayzzja (93, 6) 


m 


!)Inder Quantentheorie der Strahlung ergibt sich dieser Schluß von selbst, siehe [48]. 
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und für die Intensitäten der roten Komponenten 


4(w 


= 4 - 
mn, @Z Om) oo . (93,6) 


3C4 
Das Verhältnis dieser Intensitäten ist 


T en N „(wo sts un)" R IS 
7 No amt BR _. 

Die kombinierte Streuung wurde an festen Körpern von LANDSBERG und 
MANDELSTAM und an Flüssigkeiten von RAMAN experimentell festgestellt. 
In beiden Fällen stellten die Frequenzen w,,„ Schwingungsfrequenzen dar. 
In Ramans Versuchen waren es Schwingungsfrequenzen von Flüssigkeits- 
molekülen. Bei den Versuchen von MANDELSTAM und LANDSBERG handelte 
es sich bei den Frequenzen w,,, um die Frequenzen der Molekularschwin- 
gungen eines Kristalls. Von besonderer Wichtigkeit war für diese Versuche die 
Schlußfolgerung aus der Formel für das Verhältnis I’: /”, daß die Intensität 
der violetten Komponenten mit der Temperatur zunehmen muß. Denn die 
Zahl der angeregten Schwingungszustände N „ eines Kristalls nimmt mit der 
Temperatur 7 nach dem Gesetz 


Me 


homn 


etktT 1 


zu, und dementsprechend muß auch die Intensität der violetten Kom- 
ponenten im Spektrum der kombinierten Streuung zunehmen. Diese Schluß- 
folgerung der Theorie wurde durch den Versuch bestätigt. 

Die Schwingungsfrequenzen eines Moleküls werden durch seine Struktur 
bestimmt. Die Untersuchung von Molekularschwingungen ist daher ein Mittel 
für das Studium des Molekülaufbaus. Diese Frequenzen liegen im ultraroten 
Bereich, und viele Molelülschwingungen werden überhaupt nicht von Än- 
derungen des elektrischen Moments begleitet (optisch inaktive Schwin- 
gungen). Diese beiden Tatsachen erschweren die unmittelbare Erforschung 
molekularer Schwingungsfrequenzen. 

Die kombinierte Streuung beseitigt diese Schwierigkeiten in erheblichem 
Maß. Bei der Untersuchung der kombinierten Streuung können wir sicht- 
bares Licht erhalten und aus seinen Frequenzänderungen die Frequenz der 
Molekülschwingungen unabhängig davon bestimmen, ob sie optisch aktiv 
sind oder nicht. Die Erforschung der kombinierten Streuung stellt gegen- 
wärtig ein großes Gebiet der physikalischen Wissenschaft dar. 

Einzelheiten bezüglich dieser Erscheinung findet der Leser in der bereits 

zitierten Arbeit von G. PLACZERr. 
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8 94. Die Berücksichtigung der Phasenänderung des elektromagnetischen Feldes 
innerhalb des Atoms. Die Quadrupolstrahlung 


Alle unsere bisherigen Berechnungen setzten voraus, daß wir es mit Licht zu 
tun haben, dessen Wellenlänge A größer ist als die räumliche Ausdehnung a 
des Systems. 

Es ist nicht schwer, die Theorie der Wechselwirkung zwischen Atom und 
Strahlung so zu modifizieren, daß man sich von der Voraussetzung A>a 
befreien kann. Dazu muß man von dem HAMILToNoperator (27, 9) ausgehen, 
der das Verhalten des Elektrons in einem beliebigen elektromagnetischen 
Feld beschreibt (wobei wir die geringe Wechselwirkung zwischen dem Elek- 
tronenspin und der Lichtwelle vernachlässigen können). 

Das Vektorpotential kann für die Lichtwelle stets so gewählt werden, daß 
divXA= 0 und das skalare Potential = 0 ist. Damit berechnet sich das 
Feld der Lichtwelle nach der Formel 


om. 
e 06° 
Vernachlässigt man außerdem (als von zweiter Ordnung klein) in (27, 9) die 


Größe W?, so kann man den HamIrTtonoperator (27, 9) auf folgende Form 
bringen: 


ee H= rot. (94, 1) 


ER si mr 
H=-,, +04, W=-H + (94, 2) 
Die Störung ist (in erster Näherung) 
e ihe 
A er re, (94, 3) 


Das Vektorpotential stellen wir als FourIERintegral dar: 
Ar, t) = [Ulo) ewig, (94, 3°) 


wo f der Wellenvektor ist.!) Dann ist die zur Frequenz w,„„ gehörende 
FovRIErRkomponente des Matrixelements der Störung 


;he a 
Vanlomn) = = Wlan) [vRet- vyndı. (94, 4) 


Nach (94, 1) ist 


H lan) = + — Elomn)|e 


wo &,(w,,„) € die FouRIErkomponente des elektrischen Feldes ist. 
Daher gilt 


anno? = Clan)? ar, d- |efvE etteuyndı (94,5) 


1) Wir wollen annehmen, daß in (94, 3) die Richtung der einzelnen Partialwellen und 
ihre Polarisation gleich sind. 
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Setzt man diesen Ausdruck in die Formel (87, 6) für die Übergangswahr- 
scheinlichkeit ein und geht man von | &,(®,,„)|? zur Strahlungsdichte genau- 
so über, wie das im $ 87 getan wurde, so erhält man die Übergangswahrschein- 
lichkeit pro Sekunde in folgender Form: 


4n? 
Prnn = a | Om Ol’ Elan); (94, 6) 
worin en 
Dal = [we VYn dr. (94, 7) 
u Van 


Die Formel (94, 6) ist analog der Formel (87,16). Man kann aus ihr die 
Eınsteinkoeffizienten b%,, b%,,, a#,, für den Fall kurzer Wellen erhalten. 

Der Unterschied zwischen (87,16)' und (94, 6) besteht darin, daß in der 
ersten Formel ®,,„ die Bedeutung eines vom Charakter der Strahlung unab- 
hängigen und durch die Eigenschaften des Atomsystems bestimmten elek- 
trischen Moments besitzt, während der Vektor ®,,„(f) vom Wellenvektor £ 
der Strahlung abhängt. Wir erhalten daher andere Eınsteinkoeffizienten als 
für die Dipolstrahlung (wobei aber ihre allgemeinen, im $5 festgestellten 
Eigenschaften unverändert bleiben). Zugleich damit wird sich auch die 
Winkelverteiluneg der Strahlung, ihre Polarisation und Frequenzabhängigkeit 
ändern. 

Die von uns im $ 89 gezogene Schlußfolgerung, daß ein quantenmechani- 
sches System mit einer Strahlung wie ein Oszillatorensystem in Wechsel- 
wirkung steht, bleibt für die Emission einer beliebigen Wellenlänge gültig. 
Der Fall langer Wellen (A >a) unterscheidet sich vom Fall kurzer Wellen 
(A< a) nur darin, daß im ersten Fall das System als eine Gesamtheit von 
Dipolen mit den Momenten ®,„„e®="! betrachtet werden kann, während 
im Falle kurzer Wellen die Änderung der Wellenphase innerhalb des Systems 
nicht mehr vernachlässigt werden darf und das quantenmechanische System 
in bezug auf die Wechselwirkung mit der Strahlung einem System von 
Oszillatoren mit den Frequenzen w,,„ gleichgesetzt wird, deren räumliche 
Ausdehnungen kleiner als die Wellenlänge sind. In diesem Falle ist es rich- 
tiger, von einer Gesamtheit von Strömen und Ladungen zu sprechen, die 
im Raum verteilt sind und periodisch von der Zeit abhängen mit den Fre- 
quenzen w,„„. Für lange Wellen kann die Phasenänderung innerhalb des 
Atoms vernachlässigt und e‘!* in der Gleichung (94, 7) nach Potenzen von fr 
entwickelt werden, und zwar: e'f!= 1] -+3i-fr + ---. Da die Funktionen y 
und y® nur innerhalb des Atoms merklich von Null verschieden sind, so 


2 
bedeutet diese Zerlegung eine solche nach ka = —, dem Verhältnis zwi- 


schen der räumlichen Ausdehnung des Atoms a und der Wellenlänge A. Wir 
erhalten dann aus (94, 7) 


he a ihe 
Dan) = | ok Zwldr + %* Er)yyldrt-- 
Omn a 2 is HOmn “ ) v 
= DU + Dt". (94, 8) 
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Das erste Glied ©), lautet 


zu = 


0% Jo yodr= — 4 


wo P„„ das Matrixelement des Impulsoperators ist. Auf Grund der Bewe- 
gungsgleichungen haben wir 


£ Pma = IH On Imn (94, 10) 
wo T,,„n das Matrixelement des Radiusvektors ist. Folglich ist 
Din = Dans (94, 11) 


d.h., wir erhalten für lange Wellen aus (94,6) in erster Näherung die 
Formel (87.16) für die Dipolstrahlung. Ist D,„ + 0, so kann das zweite 
Glied D{2, vernachlässigt werden. In jenen Fällen, wo ®,„ infolge der Aus- 
wahlregeln gleich Null ist, kann das zweite Glied in (94, 8) doch von Null 
verschieden sein. Bei D,,„ = 0 wird die Strahlung durch das zweite Glied Di, 
bestimmt werden. Wir werden zeigen, daß die mit diesem Zusatzglied ver- 
knüpfte Strahlung aus einer elektrischen Quadrupol- und magnetischen Dipol- 
strahlung zusammengesetzt ist. 
Nach (94, 8) kann Di, in folgender Form geschrieben werden: 


e 
Im=— (re . +) ; (94, 12) 
A mn u mn 
d. h,, es kann durch das Matrixelement des Operators 
»_,..% 
fr ig fr Ir 
ausgedrückt werden. Dieser Operator kann auf folgende Form gebracht 
worin: er 1 1 dt 
gen -zir(x) (94, 13) 


Gehen wir von den Operatoren zu den Matrixelementen über und benutzen 
wir den Umstand, daß 
2 de 1 1 
Iex— = —-ıx$=—m, 
d u u 


wo ıt der Operator des Bahndrehimpulses ist, so erhalten wir 


ug 
zen Pan = 2 (er t)an— Zu (EX M)an- (94, 14) 


Setzen wir dieses Ergebnis in (94, 12) ein und berücksichtigen, BL 


w 
= — wonder Einheitsvektor in der Fortpflanzungsrichtung der Strahlung 
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ist |man denke daran, daß ui == ne o= W„,„| sowie dieGleichung — AR" 
oc 2uc 


= M (M, das magnetische Moment des Atoms), so bekommen wir 
.e 
m = iz (tt Dani X Man (94, 15) 


Hier kann das erste Glied als Produkt des Vektors — if mit dem Matrix- 
element des Tensors zweiter Stufe 


[© e e 
5 52 5*8 
e e e TER 
a 27: 2 z7.|=ztt (94, 16) 
e e 
z°* 2° Piel 


dargestellt werden. Dieser Tensor heißt das Quadrupolmoment des Atoms. Mit 
seiner Hilfe erhält (94, 15) die Form 


= il, + Man (94, 17) 


Das erste Glied bestimmt die elektrische Quadrupol-, das zweite die magne- 
tische Dipolstrahlung. 

Benutzen wir die Auswahlregel für die Dipolstrahllung ”=1+ 1 (vgl. 
$ 90) und die Regel für die Multiplikation von Matrizen, dann lassen sich die 
Auswahlregeln für die Quadrupolstrahlung leicht finden. Wir haben 


(dr = z (rer (ri 


und, d ”’=!+1,7="+1lsoist’=loder!i +2. 

Das gleiche Ergebnis erhält man auch für die übrigen Tensorkomponenten. 
Die Auswahlregel für die Quadrupolstrahlung lautet somit ’=1! oder 
’=1>+ 2. Was die magnetische Strahlung betrifft, so ist die Matrix des 
Operators M diagonal in bezug auf !. Man erhält die Magnetstrahlung bei 
Übergängen mit Änderung der magnetischen Quantenzahl m, d. h., die Aus- 
wahlregel wird lauten: R r 

’=|, m"=m7+|1. 


Die Intensität der Quadrupolstrahlung ist bedeutend geringer als die 
Intensität der Dipolstrahlung (wenn letztere besteht). Denn D(2, ist ja rund 


ne mal kleiner als das nicht verschwindende Dipolmoment. Daher ist die 


Übergangswahrscheinlichkeit mit Quadrupolstrahlung der Größenordnung 
2 

nach =) mal kleiner als die Übergangswahrscheinlichkeit mit Dipol- 

strahlung. Dementsprechend ist auch die Lebensdauer eines Atoms im an- 
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; 5 EEE ER 2 
geregten Zustand, wenn eine Dipolstrahlung unmöglich ist, (5 mal größer 
na 


als die Lebensdauer bei nichtverbotenem Dipolübergang, die wir in $ 88 zu 
etwa 10-®s abgeschätzt hatten. Daraus folgt bei sichtbarem Licht von 
A=z5-10 Ä unda=1Ä die Lebensdauer r im angeregten Zustand, aus 
dem ein Übergang in den niedrigeren nur mittels Quadrupolstrahlung mög- 
lich ist, zu etwa 10-?s. Solche Atomzustände werden metastabile Zustände 
genannt. 

Da das magnetische Moment des Atoms bedeutend kleiner als das elek- 
trische Moment ist, so führt die magnetische Strahlung zu einer sehr geringen 
Übergangswahrscheinlichkeit, d. h. ebenfalls zu metastabilen Niveaus. 

Somit können bei Quadrupolstrahlung metastabile Zustände nur dann vor- 
kommen, wenn die Dipolstrahlung durch die Auswahlregeln verboten ist. 

In Atomkernen, die y-Strahlen emittieren, ist das Verbot der Dipol- 
strahlung die Regel. Die Emission von y-Strahlen ist daher oft durch das 
elektrische Quadrupolmoment oder magnetische Dipolmoment des Kerns 
bedingt.!) 


8 95. Der photoelektrische Effekt 


In diesem Paragraphen behandeln wir die Theorie des photoelektrischen 
Effekts an Atomen. Unsere Aufgabe besteht darin, die Wahrscheinlichkeit 
der Ionisierung des Atoms unter dem Einfluß einer Lichtwelle zu berechnen 
und die Winkelverteilung der emittierten Elektronen zu bestimmen. Es 
handelt sich somit um den Übergang des Elektrons vom Grundzustand (dem 
niedrigsten Niveau des diskreten Snektrums) in die Niveaus des kontinuier- 
lichen Spektrums. 

Wir bezeichnen die Energie des Grundzustands mit E,(E,< 0) und die 
zugehörige Wellenfunktion mit y,(t). Die zur Energie E gehörenden Wellen- 
funktionen des kontinuierlichen Spektrums können wegen der starken Ent- 
artung auf verschiedene Art gewählt werden. Sie- müssen aber ein voll- 
ständiges System orthogonaler Funktionen bilden. Wir wählen solche Funk- 
tionen, wie wir siein der Theorie der elastischen Stöße kennengelernt haben, 
d. h. die Überlagerung einer ebenen Welle mit einem bestimmten Elektronen- 
impuls p(p,, ?,, ?,) mit der vom Atom gestreuten Welle. Für große Ab- 
stände vom Atom werden diese Wellenfunktionen folgende Form (vgl. $ 77) 


haben: 
) (95, 1) 


wo k die Wellenzahl ist. Funktionen dieser Art stellen eine der möglichen 
Formen von Wellenfunktionen stationärer Zustände des kontinuierlichen 
Spektrums dar. Die Energie E des Zustands (95, 1) wird sein: 


-F- Mit 198,2) 
Zi 21 # 2 ; 


1) Einzelheiten hierzu siehe das Buch [1]. 
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VpzDyPi (t) = const ( s + fozp, 7 (8; p) 


r 
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Wir betrachten die Funktion (95, 1) als auf ö(p, — p:) ö{p, — P,) ö(p, — p,) 
normiert. Die Störung, welche die Übergänge hervorruft, wählen wir ei 
sprechend (94, 3) in der Form 


Vr,t) = -FeUV, (95, 3) 


wo W das Vektorpotential der Lichtwelle ist. Die Welle nehmen wir als 
monochromatisch an und wählen W in der Form 


= 5 Meiwi-to + Weit, (95, 4) 


wo ft der Wellenvektor der Welle ist. Da es sich um eine transversale Welle 
handelt, ist divA=0,d.h. 
%t=0. (95, 5) 


Um die uns interessierende Übergangswahrscheinlichkeit zu berechnen, 
können wir unmittelbar die Formel (84, 24) anwenden, da diese für Über- 
gänge aus dem diskreten in das kontinuierliche Spektrum unter dem Einfluß 
einer zeitlich periodischen Störung gilt. 

Fassen wir E in (84, 24) als die Energie Z, des Grundzustands des Atoms 
auf und den Impuls p,, ?,, p,(P, 9, 9) als den Impuls des Photoelektrons, so 
haben wir nach (95, 3), (95, 4) und (84, 12) die Größe 

ihe ; ; 
V 5,800 = Von 2,90 = — Inc ol Warm e"v ydedydz (95,6) 


als Matrixelement der Störung zu nehmen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit 
für den Übergang des Elektrons aus dem Zustand E, in den Zustand E 
= E, + kw mit einem innerhalb des Raumwinkels d.Q liegenden Impuls pro 
Sekunde 


P,(E,®, Ma zen (Eu + ho |V mmol dR, (95,7 


wobei hier nur solche Impulswerte »,, p,, p, einzusetzen sind, die der 
Resonanzbedingung 


MR _.1 
a a er (95, 8) 
genügen. Übergänge in andere Niveaus von E sind unmöglich. Berücksich- 
tigen wir, daB E, = — I, wo I die Ionisierungsarbeit ist, so lautet (95, 8) 
p? 
rn = 9 
2 hw (95, 9) 


Das ist die EINsTEINsche Gleichung für den Photoeffekt am Atom. 
Um den endgültigen Ausdruck für P,(E, ®, 9) zu erhalten, müssen wir das 
Matrixelement (95, 6) berechnen. Zu diesem Zweck müssen wir die Wellen- 
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funktion des Ausgangszustands 'y, und die Funktion y,,,,, des kontinuier- 
lichen Spektrums kennen. Nehmen wir an, wir interessieren uns für den 
Photoeffekt der X-Schale (dann ist — EZ, = I das Ionisierungspotential der 
K-Schale). Diese Schale liegt nahe am Atomkern, und wir können daher 
(unter Vernachlässigung der Wechselwirkung der beiden K-Elektronen) für 
y, die CovLoMBeigenfunktion des Grundzustandes (E = E,) nehmen. 
Das gibt (n = L,i1=m=0) 

23 \% -27 
Y% = Yıoo = (er) Bra (95, 10) 


wo Z die Kernladungszahl und a der Radius der ersten BoHrschen Bahn ist. 

Eine solche Funktion ist der wirklichen sehr gut angenähert. Wir beschrän- 
ken uns bei den Funktionen des kontinuierlichen Spektrums auf eine sehr 
grobe Näherung, und zwar vernachlässigen 
wir die Veränderung der ebenen Welle in 
der Nähe des Atoms infolge der Einwirkung 
seines Feldes und nehmen dementsprechend 
an Stelle der genauen Funktion die von der 
Einwirkung des Atomfeldes unbeeinflußte 
ebene Welle 


wPer+ PyY + Pzz 
A. (95, 11) 
Vz DyPs ar (Arch)! . 


(In der p-Darstellung auf die ö-Funktion 
normiert.) Eine solche Näherung eignet sich 
wenig zur genaueren Berechnung, aber 
immerhin werden dabei die wesentlichen 


Abb. 65 Kennzeichen beschrieben. Sie wird um so 
Die Lage der Vektoren W,fund’yp genauer, je größer die Energie des Photo- 
beim Photoeffekt elektrons ist, d.h, wenn E>—- E,=[, 


stellt sie einegute Näherung dar. Bei diesen 
Funktionen für das kontinuierliche Spektrum läßt sich das Matrixelement 
(95, 6) ohne große Schwierigkeiten berechnen. Setzen wir (95, 10) und (95, 11) 
in (95, 6) ein, so erhalten wir 


he 1 Zz3 \} (t-5E) >28 
v o=—- 2. RE ie h “/dxdyudz. 9 i 1 
PzPyPs;0 Zuc (2 | f aloe ) xdydz. (95, 12) 


Die Welle möge sich in der Richtung der x-Achse fortpflanzen und der elek- 
trische Vektor (d. h. auch die Polarisation) in die Richtung der z-Achse fallen; 
dann weist der Vektor fin die x-Richtung und W, in die z-Richtung. Also ist 
A, = (0, 0, A,) und folglich 


ihe 1 N N / :(t-$): ut 
a a N A rl, 0 dedırda, 12’ 
RT) Inc (Zmh)i (22) 4, 2 |. - e dx dydz. (95,12') 
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Die Lage der Vektoren f, p und , ist in Abb. 65 wiedergegeben. Um die 
Integration in (f5, 12’) durchzuführen, betrachten wir den Vektor At — P 
als Achse des Polarkoordinatensystems ©, ®. Es ist 


z = (rt, = rcos (02, tr). 
Hat die z-Achse in diesem System die Polarkoordinaten ©’, ®’ und hat der 
Vektor t die Polarkoordinaten ©, d, so ist der Kosinus des Winkels zwischen 
0zundr 2x 
co8(0z,t) = c080 c080’ + sin sin’ cos(®’ — DB). 
Der Winkel zwischen At — p und r ist ©. Daher können wir (95, 12’) wie 


folgt schreiben: ; u 
Bas ee E. ee An (95, 12”) 
ne 2uc (2rh)? |ra? a 


wo n 2n 


3= [rar | [sinoa0ane 
ö od 


x [c08© &080’ + sin © sin ©’ cos(®’ — ®)]. 
Das Integral von cos(® — ©’) über © ist offensichtlich Null, so daß 


I-&|reose-&# 
(95, 13) 


ijt-&|rone- 


J = 27.0080’ | r?dr [sinO dOe @ .c080. (95, 13’) 
ö ö 


=. 


Führen wir die Variable &= cos® ein und bezeichnen r abkürzend 


mit g, so erhalten wir 


oo +1 Se 
J=2n cos ©’ [ r?dr Y E dE ge & 
ö -1 


und nach Ausführung der Integration endgültig 


srilt — 2 
J= 000 Ser (95, 13”) 
Bam) 


Jetzt müssen wir noch c0os®’ durch Winkel in dem Koordinatensystem aus- 
drücken, in dem als Polarachse die Fortpflanzungsrichtung des Lichts (die 
x-Achse) gewählt ist. Der Winkel zwischen der durch die Vektoren p und 


t— 2 gebildeten Ebene und der zx-Ebene sei 9 (s. Abb.65). Bezeichnen wir 


außerdem noch den Winkel zwischen der x-Achse und p mit d, so erhalten wir 
Eu 


aus dem sphärischen Dreieck mit den Seiten ©°, 9’ und 2 


c080’ = sind’ cosp 
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und aus dem Dreieck mit den Seiten hf, p, ht —.p 


sind’ = sind ee 


Ikt—p 


Daher ist 
J=sindoosp — I. (95, 14) 


Auf Grund von (95, 13’) ist aber 


—8ne 1 z2\}, zZ \ 
Vena; = Ge anf (=) Az ge | ST zsind cosp. 
(a BE z 
a (95, 15) 
Ferner gilt » 
ER pP? _ 2kp 
1-7] =r+g- z cos d 
2 
Mit Hilfe des Energiesatzes (95, 9) finden wir mit der Annahme, daß I >1 
u 
(das ist die Bedingung für die Anwendbarkeit unserer Näherung): 
SE LER U 
2uc c 


Bezeichnen wir mit v die Geschwindigkeit des Elektrons 2 ‚so bekommen wir 


v ; 
hk = 3.2 und folglich 
en 


2 


2 2 
9» v v 
az Zi er 47) 
Wir haben es hier mit einer nichtrelativistischen Theorie zu tun; die An- 
wendbarkeit unserer Formeln ist also nicht nur von seiten der kleinen Ge- 


2 
schwindigkeiten #3 > ı) ‚sondern auch von seiten.dergroßen eingeschränkt. 
Die Geschwindigkeit des Photoelektrons muß bedeutend geringer als die 
Lichtgeschwindigkeit c sein. Wir können daher die Glieder der Größenord- 
2 

"vernachlässigen (ihre Berücksichtigung liegt jenseits der Grenzen 
c 

der Anwendbarkeit einer nichtrelativistischen Theorie). Daher ist 


nung 


2 2 
El 
= ( a cos). (95, 16) 


p} 
Ii— - ver- 


ae 2 
Wir bemerken noch, daß wir auch das Glied = gegenüber 
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2 


2 2 
nachlässigen können. Denn esist |E — u 2 De unda = 3 Folglich ist 
zZ Zue 2u Z’ue 
Du ne ur 1 
Nach der Baımerformel ist aber 
2,68 
a et, 


2h? 


2 2 
d.h., die Bedingung zZ < = ist äquivalent mit 1 < 3. Somit können wir, 
wenn es sich um schnelle Photoelektronen handelt, tatsächlich in (95, 15) das 
2 
Glied = im Nenner vernachlässigen. 


Setzen wir (95, 16) in (95, 15) ein, so finden wir den endgültigen Ausdruck 
für das gesuchte Matrixelement: 


4ne |1 | Z3 ig zZ h* sind cosp 


N a 3 (95, 17) 
HE (2nh)? \na’) a »{1 — 2 eosB) 


Va, PyP:;0 


Setzen wir schließlich diesen Wert des Matrixelements in den Ausdruck (95,7) 
für die Wahrscheinlichkeit ein, so bekommen wir!) 


2e2 (2 u)? hi 5 472 2 
e?( a 42) (h w)? sin?9 cos? dR. (95, 18) 
zu®c a 


4 
p8 (1 = " cosß) 


An Stelle von A? können wir den Energiestrom des Lichtes einführen. Aus 
(95, 4) erhalten wir das elektrische Feld €: 


P,(#E,9,y)dQ =- 


BEN rn RE — Yosin (wi — fr). 


Die Größe des Magnetfeldes 9 ist die gleiche, und da dieses senkrecht auf & 
steht, so ist der Poyntinasche Vektor dem Betrage nach 


2 
e re EH= Br —- Adsin? (ot =: 
Sein Mittelwert ist 
=. wi Snc 
S- E = 3 S. (95, 19) 


1) Wir haben beim Übergang von von 7) die Anfangsenergie E, des Elektrons gegen- 
über Aw vernachlässigt. 
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Setzen wir diesen Wert von A in (95, 18) ein, so finden wir 


2 na 75 H in? 2 = 
Pins ee DIE eg. (0 


TER 
PS ? “ (1-2e0s8) 


Vereinigen wiralleKonstantenzu der neuen Konstanten b und berücksichtigen 
außerdem, daß p® = (24E)? = (2uh w)?, so erhalten wir 


.g_sin?d cos?p 


P,(E,9, \dQ=bw = ‚542, (95, 21) 
( _ > co0B) 


wo 
e® Z\5 
= — $ -3 = 
b=4Y2 nt (2) - (95, 22) 


Aus den von uns erhaltenen Formeln folgen die wesentlichsten Grundzüge 
der photoelektrischen Emission. Erstens ist die Zahl der Photoelektronen 
proportional der Intensität des einfallenden Lichts, während die Geschwindig- 
keit der Photoelektronen nach (95, 9) nur von der Frequenz w des einfallenden 
Lichts abhängt. Wir erhalten also die Erklärung 
gerade jener Eigentümlichkeiten des Photoeffek- 
tes, die von der klassischen Theorie grundsätz- 
lich unerklärbar waren. Ferner gibt die Formel 
(95, 21) die Winkelverteilung der Elektronen. 
0,5 Da der Winkel 9 von der Fortpflanzungsrichtung 
des Lichts ab gezählt wird und p vom elektrischen 
Vektor, das Maximum der Photoemission aber bei 


d=+ S 9 = Oliegt,bedeutet.das, daß die größte 
0777 0,5 Zahl der Photoelektronen in die z-Richtung, d.h. 
e ß e in die Richtung deselektrischen Vektors der Licht- 

Abb. 66. Die Verschiebung welle fliegt. 
des Mazimums beim Photo- Bei steigender Frequenz des einfallenden Lichts 


effekt. Ömaz (Winkel zwi ; nmtdie Geschwindigkeit der Photoelektronen so 
schen der Fortpflanzungs- 


Fi : er 
richtung des Lichtes und zu, daß der Faktor (1 — cos#| in (95, 21) we- 
der Richtung des Maxi- c 


mums der Photoemission) sentlich wird, wodurch sich das Maximum der 
als Funktion von =v/jce Photoemission in die Richtung kleinerer d, d.h. 

indie FortpflanzungsrichtungdesLichts verschiebt. 
Diese Schlußfolgerung stimmt mit der Versuchserfahrung überein. Auf der 
Abb. 66 ist das Versuchsergebnis dargestellt. Auf der Ordinatenachse ist der 
Kosinus des Winkels d zwischen der Fortpflanzung des Lichts und der Richtung 
der maximalen Emission aufgetragen und auf der Abszissenachse die Ge- 
schwindigkeit der Photoelektronen, wobei als Einheit die Lichtgeschwindig- 
keit c gewählt ist. cos®max = 0 entspricht der Richtung des elektrischen 
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Wellenvektors und cos Ömax = 1 der Richtung des Lichtstrahls. Die Rechnung 
stimmt gut mit den Versuchsergebnissen überein. Mit Hilfe der Formel (95, 22) 
können wir die absolute Größe des Photoeffekts erhalten. Gewöhnlich be- 
rechnet man in solchen Fällen den Absorptionskoeffizienten 7 für das ein- 
fallende Licht. Um ihn zu finden, gehen wir wie folgt vor: 

Wir stellen uns vor, auf eine Substanzschicht von der Dicke 4x falle ein 
Lichtstrom 8. Sind pro cm? Substanz n Atome vorhanden, so werden dann 
im Volumen von 1 cm?- Ar je Sekunde im Mittel 


lcm?- Axzn:[P,(E,d,9)dQ 


Atomionisierungen vor sich gehen. Die dabei absorbierte Energie wird gleich 
dieser Größe, multipliziert mit } sein (da bei jeder Ionisation ein Lichtquant 
wh absorbiert wird). Andererseits empfängt diese Schicht in 1 s eine Energie 
8-1 cm?. Folglich ist die Abnahme des Energiestroms $ beim Hindurchgehen 
durch die dünne Schicht Az 


4S = —hwndz[P,(E, d,9)dQ. 


Setzen wir hier P,(E,d, ) aus (95, 21) ein, so bekommen wir 


a in? 2 
AS= —hundebuts [ ER gg. 
v 
(1 2.0080) 
c 
Mit 
s in2 2 
a „d@ (95, 23) 
v 
( _ 2 cd) 
c 
erhalten wir un 
AS=— ı8 Az, 


woraus folgt, daß z der Absorptionskoeffizient ist. Die Anzahl der Atome pro 
Volumeinheit ist proportional der Dichte der Substanz, 


4 
- . 1023 
n = 6,03 - 10 zZ’ 


wo A das Grammatom der Substanz ist. Setzen wir diesen Wert in (95, 23) 
ein und setzen 


6,03 - 1023 :n2 2 
Er an, 
( _ — cos) 
c 

so erhalten wir die Größe des sogenannten Massenabsorptionskoeffizienten a2 
in Form von eh eg 
en (95, 24) 

w” 
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Diese Abhängigkeit von der Frequenz ist ebenfalls durch Absorptions- 
versuche mit RönteEnstrahlen bestätigt. Übrigens muß berücksichtigt 
werden, daß (95, 24) für die Absorption in der K-Schale abgeleitet wurde. 
In Wirklichkeit erfolgt die Absorption zugleich durch mehrere Schalen. Wir 
werden die darauf bezüglichen Komplikationen nicht untersuchen und ver- 
weisen den interessierten Leser auf die Fachliteratur.!) 


2) SToBBE, M.: Ann, Phys. 7 (1930) 661. 
SOMMERFELD,A., und C. Scuur: Ann. Phys. 4 (1930) 409. 
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XFI. Der Durchgang von Partikeln 


durch eine Potentialschwelle 


$ 96. Problemstellung und die einfachsten Fälle 


Haben wir zwei Raumbereiche, in denen die potentielle Energie des Teilchens 
kleiner ist als an der Trennfläche, so sagen wir, daß eine Potentialschwelle die 
Bereiche trennt. 

Als einfachstes Beispiel mag die eindimensionale Schwelle dienen, wie sie in 
Abb. 67 dargestelltist. Auf der Ordinatenachse ist die potentielle Energie U (x) 
als Funktion der Koordinate x des Teilchens aufgetragen. Im Punkt x, hat 
die potentielle Energie ihr Maximum U „. Dadurch wird der gesamte Raum 
—o<x2< + © in zwei Bereiche getrennt: x < x, und £ > z,, in denen 
U< U „ist. Die Bedeutung der Bezeichnung ‚Potentialschwelle‘‘ wird sofort 
klar, wenn wir die Bewegung des Teilchens im Feld U(x) auf Grund der 
klassischen Mechanik betrachten. Die Gesamtenergie E des Teilchens ist 


RE 
= 2, + Um), (96, 1) 


wo pder Impuls und # die Masse des Teilchens sind. Lösen wir (96, 1) nach p 


auf, so erhalten wir 
plz) = + Y2u(E — U(e)). (96, 2) 


Je nach der Bewegungsrichtung des Teilchens ist das Plus- oder Minus- 
zeichen zu nehmen. Ist die Energie E des Teilchens größer als die ‚Höhe‘ der 
Schwelle U „, so wird es bei dem Anfangsimpuls p > 0 ungehindert von links 
nach rechts die Schwelle durchlaufen bzw. in entgegengesetzter Richtung, 
wenn der Anfangsimpuls p < 0 ist. 

Nehmen wir an, das Teilchen bewege sich von links mit einer Gesamt- 
energie E< U,. An einem bestimmten Punkt x, wird die potentielle 
Energie U(xz,) =E und daher p(xz,) =, d.h., das Teilchen kommt zum 
Stillstand. Es besitzt nur noch potentielle Energie. Dann setzt eine rück- 
läufige Bewegung ein: x, ist ein Umkehrpunkt der Bewegung. Bi E<U, 
wird daher ein von links kommendes Teilchen nicht durch das Potential- 
maximum (x = x,) hindurchgehen und nicht in den anderen Bereich x > x, 
gelangen. 
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Genauso wird ein von rechts kommendes Teilchen bei 2 < U, nicht in 
den Bereich jenseits des zweiten Wendepunktes x, gelangen, in dem U(z,) 
= E ist (s. Abb. 67). Die Potentialschwelle ist daher für.alle Teilchen ‚‚un- 
durchlässig‘, deren Energie kleiner als U, ist (dagegen für alle Teilchen mit 
einer Energie E> U, „durchlässig‘‘). Das erklärt den Namen ‚‚Potential- 
schwelle‘“. 

Ganz anders verlaufen die Erscheinungen in der Nähe der Potential- 
schwelle, wenn es sich um die Bewegung von Partikeln in atomaren Feldern 
handelt, d.h. um Bewegungen, bei denen die Quantenerscheinungen nicht 
mehr vernachlässigt werden dürfen. In diesem Falle können, wie wir sehen 


Abb. 67. Eine eindimensionale Potentialschwelle 


werden, im Gegensatz zu den Schlußfolgerungen der klassischen Mechanik, 
Teilchen mit einer Energie E, die größer als die Höhe der Potentialschwelle U „ 
ist, zum Teil an der Schwelle reflektiert werden und Teilchen mit einer 
kleineren Energie als U „ zum Teil die Schwelle passieren. 

Zum Beweis wollen wir den einfachsten Fall einer Schwelle untersuchen, 
wie erin Abb. 68 dargestellt ist. Wir nehmen an, daß die potentielle Energie 
U (x) des Teilchens überall Null ist, ausgenommen im Bsreich0 Sr s I, wo 
sie einen konstanten Wert U, besitzt. Eine solche Schwelle stellt natürlich 
eine Idealisierung dar, aber an ihr lassen sich die uns interessierenden Seiten 
des Problems besonders leicht untersuchen. Wir können uns vorstellen, daß 
diese rechteckige Schwelle durch eine stetige Deformation der in Abb. 67 
dargestellten stetigen Schwelle entstanden ist. 

Wir suchen die stationären Zustände eines sich im Feld einer solchen 
Schwelle bewegenden Teilchens. Bezeichnen wir die potentielle Energie 
mit. U(x). so erhalten wir die ScHRÖDINGERgleichung in folgender Form: 


h? day 

2u da? 
Wir bezeichnen im folgenden die Ableitung nach x durch einen Strich und 
führen die Ausdrücke aus der Optik 


2uE 
K= 


+ U(e)y=Ey. (96, 3) 


‚ ER — U) = Kintke) (06, 4) 
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ein, wo n(x) den Brechungsindex bedeutet (s. $36). Dann nimmt (96, 3) 
folgende Form an: 


v" + Enla)y=0. (96, 5) 

Gleichung (96, 5) zerfällt für die drei Raumbereiche in drei Gleichungen: 
vV'+Ry=0, z<o0, U() =0, (96, 5’) 
y’+tkonna)y=0, 0<z<i, Ula)=U,„, (96,5”) 
v’+ky=0, >|, U(x) =0. (96, 5”) 


Wir können die Lösungen für diese Bereiche sofort hinschreiben 
y(z)=Y, (x) = Aetkız + Betkız, (94, 6) 
ya) = Yır (8) = aetkınne + Betknmz, (94, 6') 


—Ü 
Ya) = ynı (ae tberne, 0) | | 5 
wo A, B,«, ß,a und b beliebige Konstanten sind. Das Al “ 
sind aber allgemeine Lösungen der drei unabhängigen 0 14 
Gleichungen (96, 5’), (96, 5’’) und (96, 5”), dieim all-_ Abb.68. Die einfache 
gemeinen keine einheitliche, den Teilchenzustand bei Potentialschwelle 
der Bewegungim Kraftfeld U (x) beschreibendeWellen- 
funktion bilden. Damit sie wirklich eine einzige Funktion y(x) darstellen, 
müssen die Randbedingungen befriedigt sein, die wir nun aufstellen wollen. 
Dazu betrachten wir y” als integrabel. Die Integration der Gleichung (96,5) 
ergibt über ein kleines Intervall um x = 0° 


+4 +4 
[v" dc + 15 [ n*(«) ydı=0. 
4 -4 
Daraus folgt 
+4 
y’(+4) - y(- A = —- K[ne) yia)de. (96, 7) 
-4 


Gehen wir zur Grenze A — 0 über, so bekommen wir die Randbedingungt): 
v(+9)=y(-0). (86, 7) 


Ferner haben wir, entsprechend der allgemeinen Stetigkeitsbedingung für die 
Wellenfunktion, die zweite Randbedingung: 


y(+9)=yY(—09). (£6, 7°) 


Der Punkt x = 0 ist durch nichts ausgezeichnet; daher sind die Bedingungen 
(96, 7’) und (96, 7’) in jedem Punkt, so auch bei x = ! zu erfüllen. 

Damit die Lösung (96, 6) der drei Gleichungen (66, 5) als Grenzlösung 
_ einer einzigen Gleichung beim Übergang von stetigem U (x) zu einer Sprung- 


1) Vgl. Anhang VIII. 
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funktion betrachtet werden kann, müssen diese Lösungen in den Punkten 
x=0 und x =! den Randbedingungen (96, 7’) und (96, 7’) genügen, d.h.: 


Y% (0) = yı (0), Yı (0) = yıı ol (96, 8) 
Yı() = Yın W), Ya (Ü) = Yin Ü- 
Setzen wir hier die Funktionswerte aus (96, 6) ein, so erhalten wir 
A+B=aH+Bß, 
ik,(A — B) = ik,n.(x — P), 
o( ) 0 mi [) (86, 9) 


@etkonmi 4 Be-ikınim — geikel 4 be-ikel, 


ikon „(xetkenmi e> Be-kmmi) == ik, (aetkel — be-ikt), 


Wir haben somit vier Gleichungen für sechs willkürliche Konstanten. Die 
Willkür in der Wahl der Konstanten erklärt sich dadurch, daß es Wellen 
geben kann, die sowohl von links als auch von rechts die Schwelle treffen. 

Nehmen wir z.B. A,B=+0,b= (0, dann kann Ae'%* als die einfallende, 
Beikz als die reflektierte und ae‘*= als die hindurchgehende Welle auf- 
gefaßt werden. Hätten wir b + 0 genommen, so hätte das bedeutet, daß auch 
auf der anderen Seite der Schwelle eine Welle einfällt. Das entspricht in der 
klassischen Mechanik der Tatsache, daß sich die Teilchen von links oder von 
rechts auf die Schwelle zu bewegen können. 

Wir untersuchen den Fall’ von links kommender Teilchen. Dann müssen 
wir b=0 nehmen. Außerdem können wir ohne jede Einschränkung die 
Amplitude der einfallenden Welle gleich Eins setzen: A=1. Die Glei- 
chungen (96, 9) erhalten dann die Form 


1+B=aH+tß, 
1-B=n,„a@—P), 


wetten! 4 Bertkonmi — geikl, (96, 10) 
Nm etkonm! _ Be-'kenmi) — aetkot, 
Aus diesen algebraischen Gleichungen finden wir «, , Bund: 
nr 2e !krmi(] + n,) 
etkemi(] + N)? — ekemmi(] —n,)? 3 (96, 11) 
Zeikmi(] —n,,) 
Pi etkonmi(] + N)? — ekanmi(] — N) 3 (96, 12) 
(e”tkıtmt — eikenmt) (] — m)? 
= 1 
ertkenmi(] + 2.) ver eikonmi(] a N) ’ (96, 3) 
BER Enm (96, 14) 


ertkenmi(] + Ru ar erkonmi(] a E 
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Ist die Teilchenenergie E größer als die Höhe der Schwelle U, „, so ist der 
Brechungsindex n,, reell. In diesem Fall ist die Intensität | B|? der reflek- 
tierten Welle 

4(1 — n3,)? sin?(kyn,.l) 


ESSENER SB) ne ini... | Ewa en! Di: ARE 
IB TER F anne — 201 — n2Foos@keni)” 90 18) 
und die der durchgehenden Welle 
16n3, ; 
alt (96, 15°) 


(1+n,)% + (1 nn.) — 2(1 — n2,)? cos(2kyn,l) 


Wir berechnen nun mit Hilfe der Formel für die Stromdichte den Teilchen- 
strom .J, der einfallenden, J, der reflektierten und J, der durchgehenden 
Welle. Aus (29, 5) haben wir 


hk hk hk hk 
J= —|4®=- —, J=-—1B, J,=—lal?. (96, 16 
= Al 2 r = IB] in la] ( ) 
Das Verhältnis zwischen dem Strom der reflektierten zu dem der einfallenden 
Teilchen J IB]? 
Eh en 
T, ja || R (96, 17) 


heißt Reflexionskoeffizient. Das Verhältnis zwischen dem Strom der durch- 
gehenden zu dem der einfallenden Teilchen 


heißt Durchlässigkeitskoeffizient der Schwelle. 
Aus dem Erhaltungssatz für die Teilchenzahl (der Kontinuitätägleichung 


für %) folgt, daß BED“, (96, 19) 


(Die oben angeführten Ausdrücke für R und D ermöglichen es, sich von der 
Richtigkeit dieser Gleichung unmittelbar zu überzeugen.) 

Ist 2 > U „,so muß nach derklassischen Mechanik R=0undD=1sein: 
Die Schwelle ist ohne Einschränkungen durchlässig. Aus (96, 15) folgt, daß 
|2|?® + 0, daher ist in der Quantenmechanik R>0, D< 1. Die Teilchen 
werden zum Teil ebenso reflektiert wie Lichtwellen an der Grenze zweier Medien. 

Ist die Teilchenenergie E kleiner als die Höhe der Schwelle U „, so findet 
nach der klassischen Mechanik eine Totalreflexion statt: D=0, R=1. Die 
Teilchen dringen dabei überhaupt nicht in die Schwelle ein. In der Optik 
entspricht dieser Fall der Totalreflexion. Nach der geometrischen Optik drin- 
gen die Lichtstrahlen nicht in das zweite Medium ein. 

Eine eingehendere Untersuchung auf Grund der Wellenoptik zeigt, daß 
das Lichtfeld bei der Totalreflexion in Wirklichkeit doch in das Medium, 
an dem die Reflexion stattfindet, eindringt. Wenn dieses Medium eine sehr 
dünne Platte darstellt, so wird das Licht zum Teil hindurchgelassen. Die 
Quantenmechanik gelangt im Fall #< U, (Fall der Reflexion) zu einer 
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Schlußfolgerung, die dem Ergebnis der Wellenoptik analog ist (s. die Ana- 
logien im $36). Ist nämlich E< U,,, dann ist der Brechungsindex n,, 
imaginär [s. (96, 4)]. Wir setzen daher fest: 


—E 
„= iln.| = Va. (96, 20) 
E 
Nun setzen wir diesen Ausdruck für n,, in (96, 14) ein und berechnen |a|?. 
Unter der Annahme von ek!=i! >] bekommen wir 


2 
D=ja— _Olrn _ miemit, (96, 21) 
m 


Bezeichnen wir den Faktor vor der e-Funktion mit D, (er ist nicht sehr von 
Eins verschieden) und berücksichtigen den Wert für k,, so erhalten wir 


2 
DD a REN! (96, 22) 


Im Gegensatz zu den Schlußfolgerungen der klassischen Mechanik durch- 
dringen also die Teilchen bei E < U „die Schwelle. 

Die Erscheinung des Durchgangs durch eine Potentialschwelle bezeichnet 
man als Tunnelefekt.!) 

Offensichtlich tritt der Tunneleffekt nur in jenen Fällen merklich auf, 
wenn D nicht allzu klein ist, d. h. wenn 


ZERO, Biz1. (96, 23) 


Es ist leicht einzusehen, daß wir dem Tunneleffekt nur im Bereich der 
atomaren Erscheinungen begegnen können. So erhalten wir z.B. bei U,„— E 
= 10-11erg (etwa zehn Elektronenvolt) u = 102” g (die Masse des Elek- 
trons) und 1 = 10-® cm, aus (96, 22) D= D,  e"!. Nehmen wir aber! = 1 cm, 
so erhalten wir nach der gleichen Formel D = D,  e-!®. Eine Vergrößerung 
der Teilchenmasse und Steigerung von U, gegenüber E werden D noch mehr 
verringern. Ähnlich kann gezeigt werden, daß die oben untersuchte Reflexion 
mit wachsender Teilchenenergie verschwindet und die Quantenmechanik in 
die klassische Mechanik übergeht. 

Wir können die Formel (96, 22) für den Durchlässigkeitskoeffizienten D, die 
wir für eine rechteckige Schwelle ableiteten, auch für den Fall einer Schwelle 
beliebiger Form verallgemeinern. Diese Verallgemeinerung wollen wir jetzt 
auf einem einfachen, wenn auch nicht ganz korrekten Weg durchführen. 

Wir nehmen die in Abb. 67 dargestellte Potentialschwelle U(x) an und 
stellen sie angenähert als die Gesamtheit rechteckiger Schwellen je von der 
Breite dx und der Höhe U (x) (in der Figur schraffiert) dar. Das Teilchen mit 


!) Diese Erscheinung wurde erstmals von MANDELSTAM und LEONTOWITSCH im Zu- 
sammenhang mit der Quantentheorie des anharmonischen Oszillators untersucht (vgl. 
Schluß des $ 67). 
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der Energie & trittim Punkt x = x, in die Schwelle ein und verläßt sie wieder 
im Punkt 2=x,. Nach (96, 22) ist der Durchlässigkeitskoeffizient einer 


dieser Schwellen 2 
D = Die’r V2a [U (z)-E)dz £ 


(Damit dx genügend groß genommen werden kann, muß die potentielle 
Energie genügend glatt verlaufen.) Als Durchlässigkeitskoeffizienten aller 
dieser Schwellen zusammen wird man das Produkt der Koeffizienten der 
einzelnen Zellen nehmen. (Gerade diese Annahme ist in unserer Schluß- 
folgerung nicht vollständig begründet.) Man hat dann die einzelnen Exponen- 
ten in den Formeln für D’ zu addieren und erhält!) 


% 
4 [RT -Biar (96, 24) 
D = De z 


$ 97. Das scheinbare Paradoxon des Tunneleffektes 


Auf den ersten Blick erscheint der Durchgang eines Teilchens durch eine 
Potentialschwelle paradox. Das Paradoxon meint man darin zu sehen, daß 


das Teilchen mit der Gesamtenergie E< U,, wenn es sich im Innern der 


Potentialschwelle befindet, eine negative kinetische Energie T = .- hat, 


da die Gesamtenergie, wie wir sie in der klassischen Mechanik haben, als 
Summe aus kinetischer und potentieller Energie erscheint: 


am 
a 


Für den Energiebereich mit U(x) > E wird — <.0. Das aber ist nicht sinn- 


voll, da p reellist. Wie wir aus der klassischen Mechanik wissen, ist gerade 
dieser Bereich dem Teilchen nicht zugänglich. Nach der Quantenmechanik 
dagegen kann das Teilchen auch in diesem „‚verbotenen‘‘ Gebiet vorgefunden 
werden. Es scheint also, daß man nach der Quantenmechanik zu dem Schluß 
kommen muß, die kinetische Energie eines Teilchens könne negativ und 
daher sein Impuls imaginär sein. Diesen Umstand bezeichnet man als das 
Paradozon des Tunneleffektes. 

Tatsächlich aber liegt hier gar kein Paradoxon vor, da die gezogene SchluBß- 
folgerung nicht richtig ist; denn der Tunneleffekt ist eine typische Quanten- 
erscheinung (bei A — 0 strebt der Durchlässigkeitskoeffizient N gegen Null). 
Man muß sie also auch im Rahmen der Quantenmechanik erörtern. Nur auf 
Grund der klassischen Mechanik kann die Gesamtenergie des Teilchens als 
die Summe aus kinetischer und potentieller Energie angesehen werden. Die 


ı) Diese Formel kann strenger mit Hilfe der WKB-Methode abgeleitet werden ($ 37). 
Vgl. auch [44], $ 12. 
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Formel E = —— + U (x) fordert, daß gleichzeitig der Wert der kinetischen 


Energie und E3 der potentiellen Energie bekannt ist. Mit anderen Worten, 
wir schreiben, entgegen den Prinzipien der Quantenmechanik, dem Teilchen 
gleichzeitig bestimmte Werte seiner Lage x und seines Impulses p zu. Die 
Zerlegung der Gesamtenergie in potentielle und kinetische ist hier nicht 
sinnvoll. Damit klärt sich das Paradoxon auf, das sich auf die Möglichkeit 
der Darstellung der Gesamtenergie als Summe von kinetischer Energie (eine 
Funktion des Impulses) und potentieller Energie (eine Funktion der Ko- 
ordinate) gründet. 

Uns bleibt nur noch übrig zu untersuchen, ob es nicht doch möglich ist, 
durch Ortsmessung das Teilchen innerhalb der Schwelle festzustellen, wobei 
es dann eine geringere Energie als die Höhe der Schwelle besitzt. 

Die Auffindung des Teilchens innerhalb der Schwelle ist tatsächlich mög- 
lich, auch wenn E< U,„. Denn wenn man die möglichen Werte der Ko- 
ordinate vorgibt (indem man sie auf ein gewisses Gebiet beschränkt), so ent- 
steht nach der Unschärferelation eine zusätzliche Impulsschwankung (4 2), 
so daß man nicht mehr behaupten kann, daß bei dieser Fixierung der Lage 
des Teilchens seine Energie noch gleich E ist (vgl. $$ 14, 15). 

Aus der Formel für den Durchlässigkeitskoeffizienten folgt, daß die Teil- 
chen merklich nur in eine Tiefe ! eindringen, die durch die Gleichung (96, 23) 
bestimmt wird. Um das Teilchen innerhalb der Schwelle festzustellen, müssen 
wir seine Koordinate mit der Genauigkeit Az < I fixieren. Dann entsteht 
aber unvermeidlich eine Impulsschwankung 


ein h2 Re 
Ap:> —— =, 
2 as: am 
Setzen wir hier !? aus (96, 23) ein, so finden wir 
Ip 
Bu >U„-B: (97,1) 


d.h., die Änderung der kinetischen Teilchenenergie, die durch die Messung 
verursacht wird, muß größer sein als die Energie, die dem Teilchen bis zur 
Höhe U,„ der Schwelle fehlt. 


Zur Veranschaulichung unserer Behauptung bringen wir ein Beispiel: Wir nehmen an, 
wir wollten die Koordinate eines innerhalb der Potentialschwelle befindlichen Teilchens 
dadurch bestimmen, daß wir ein schmales Lichtbündel in einer auf die Bewegungs- 
richtung des Teilchens senkrechten Richtung senden. Wird das Bündel gestreut, so 
bedeutet das, es ist ihm ein Teilchen begegnet. 

Wie vorhin erklärt wurde, muß unsere Meßgenauigkeit so sein, daB Ax<l ist. 
Andererseits kann man kein Lichtbündel herstellen, dessen Breite kleiner als die Wellen- 
länge A ist. Daherist Ar > A, und demzufolge muß die Wellenlänge kleiner als /sein, d.h. 

iA< & 
240, A) ne) 
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Dai = = wo » die Frequenz der Lichtschwingungen und c die Lichtgeschwindig- 
v 
keit bedeuten, so folgt hieraus, daß 
hav2 > 2uc(Um — E). 


Die in der nichtrelativistischen Mechanik vorkommenden Energien müssen kleiner sein 
als die Ruheenergie sc? des Teilchens. Daher ist 


r>Un—E, (97, 3) 


d. h., die Energie der im Lichtbündel angewandten Lichtquanten muß größer sein als 
die Differenz zwischen der Höhe der Potentialschwelle und der Teilchenenergie. 

Dieses Beispiel zeigt, daß für die Koordinatenmessung Vorrichtungen mit hinreichend 
großer Energie angewandt werden müssen, um das Teilchen lokalisieren zu können. 


8 98. Die kalte Emission von Elektronen aus Metall 


Legt man an ein Metall als Kathode ein starkes elektrisches Feld an (der 
Größenordnung 108 Volt/cm), so entreißt ihm dieses Feld Elektronen: es 
entsteht ein elektrischer Strom. Diese Erscheinung hat die Bezeichnung „kalte 
Emission“ erhalten. Sie läßt sich auf der Grundlage der Quantentheorie des 
Teilchendurchgangs durch eine Potentialschwelle und dabei in ihren all- 
gemeinen Zügen in Übereinstimmung mit der experimentellen Erfahrung 
deuten. 

Wir untersuchen in diesem Paragraphen die Theorie dieses Effekts, die eine 
der einfachsten Anwendungen der Theorie des Durchgangs durch Potential- 
schwellen darstellt. Wir betrachten zunächst die Bewegung der Elektronen 
im Metall bei fehlendem äußerem Feld. 

Um ein Elektron dem Metall zu entreißen, muß eine gewisse Arbeit auf- 
gewandt werden. Die potentielle Energie des Elektrons ist somit im Metall 
geringer als außerhalb des Metalls. Diese Tatsache können wir am einfachsten 
ausdrücken, wenn wir die potentielle Energie U(xz) des Elektrons im Metall 
gleich Null und außerhalb gleich © > 0. annehmen, so daß die potentielle 
Energie die in Abb. 69 dargestellte Form erhält. Indem wir auf diese Weise 
den wirklichen Verlauf der potentiellen Energie schematisieren, arbeiten wir 
im Grunde genommen mit dem mittleren Feld im Metall. Denn in Wirklich- 
keit ändert sich das Potential innerhalb des Metalls von Punkt zu Punkt mit 
einer der Gitterkonstanten des Kristalls gleichen Periode. Unsere Näherung 
entspricht der Hypothese freier Elektronen. Denn da U (x) = 0, so bestehen 
im Metall keine Kräfte, die auf das Elektron wirken. 

Wir können hier die Frage, inwieweit eine solche Näherung zulässig ist, 
nicht behandeln.!) Wir beschränken uns auf den Hinweis, daß die Betrach- 
tung der Elektronen im Metall als frei bewegliche Teilchen (,‚Elektronengas‘‘) 
viele Erscheinungen in Metallen erklärt und daher innerhalb gewisser Grenzen 
gerechtfertigt ist. Die Energieverteilung der Elektronen dieses Gases ist so, 


1) Siehe z.B. [5]. 
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daß die große Mehrheit der Elektronen die Energie E< C besitzt (bei 
absoluter Temperatur Null füllen die Elektronen sämtliche Energiestufen 
von E=0 bis E=.,< Ü aus, wo e, die sogenannte Grenzenergie ist 
(s. $ 120)). Den Elektronenstrom, der aus dem Metallinnern an die Oberfläche 
tritt, bezeichnen wir mit J,. Da die Elektronen die Energie E < C besitzen, 
wird dieser an dem an der Grenze zwischen Metall und Vakuum bestehenden 
Potentialsprung total reflektiert. 

Wir stellen uns nun vor, wir hätten ein elektrisches Feld in Richtung auf 
die Metalloberfläche eingeschaltet. Dann wird zur potentiellen Energie U (x) 
des Elektrons (Abb. 69) die potentielle Energie —e| | x(— e die Elektronen- 


‚Ulx) 


Abb.69. Das Feld an der Grenze des Metalls. 
Die ausgezogene Linie bei fehlendem Außenfeld, 
die gestrichelte bei vorhandenem Außenfeld Z. 
Bei vorhandenem Feld bildet sich die Schwelle O BC’ 


ladung) des Elektrons im konstanten Feld & hinzutreten. Die gesamte poten- 
tielle Energie des Elektrons wird jetzt 


U’()=Ulk)—elE|e=C-elE|jx(2>0), 
U’(z) =0 («<0). 


Die Kurve für die potentielle Energie erhält damit eine andere Form. Sie 
ist in Abb. 69 gestrichelt dargestellt. Wir bemerken, daß innerhalb des 
Metalls kein starkes Feld erzeugt werden kann. Die Änderung von U (x) wird 
also nur außerhalb des Metalls vor sich gehen. 

Wir sehen, daß sich eine Potentialschwelle bildet. Nach der klassischen 
Mechanik könnte ein Elektron diese Schwelle nur passieren, wenn seine 
Energie E > C ist. Von solchen Elektronen sind nur wenige vorhanden (sie 
bedingen die schwache Thermoionenemission). Der klassischen Mechanik zu- 
folge dürfte also beim Anlegen einer Feldspannung kein Elektronenstrom ent- 
stehen.!) Ist aber das Feld stark genug, so wird die Schwelle sehr schmal. Wir 
haben es mit einer plötzlichen Änderung der potentiellen Energie zu tun, und 
die klassische Mechanik ist nicht mehr anwendbar: Die Elektronen passieren 
die Schwelle. 


1) Senkt das Feld die Schwellenhöhe, so tritt, wenn die Höhe C” kleiner als e, wird, 
das gleiche auch nach der klassischen Mechanik ein. Aber das wird dann ein sehr großer 
Strom: Die Elektronen durchbrechen als Lawine die Schwelle. In Wirklichkeit findet 
aber mit zunehmendem Feld eine allmähliche Zunahme des Stroms statt. 
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Wir wollen den Durchlässigkeitskoeffizienten dieser Schwelle für Elektronen 
mit einer Bewegungsenergie E, längs der z-Achse berechnen. Nach (96, 24) 
handelt es sich hier um die Berechnung des Integrals 


Bl Ver [U’@) - Bjdz, 


wo z, und z, die Koordinaten der Wendepunkte sind. Der erste Wendepunkt 
liegt (s. Abb. 69) offenbar bei z, = 0, so daß die den Wert der Bewegungs- 
energie längs der z-Achse darstellende horizontale Gerade E, bei jeder 
Energie E,< C die Kurve der potentiellen Energie im Punkt x = O schneidet. 
Der zweite Wendepunkt z, liegt, wie aus der Zeichnung ersichtlich, bei 


E,=C-elf€|le. 


C-E, 
ele| ’ 


Daraus folgt 
I, = 
und folglich en 
elEı 


Ss= [Y2ulC —e]Ejz — E,)dz. (98, 2) 
0 
e|C| 


-n x ein. Dann erhalten wir 


Wir führen die Integrationsvariable £ = 


G— Bj; Ir 2 C— E,}% 
0 


Der Durchlässigkeitskoeffizient D ist also für Elektronen, die längs der 
x-Achse eine Bewegungsenergie E, besitzen, 


4 Van (0-28 


D(E)=De: » el, (98, 4) 


Dieser Koeffizient istfür verschiedene E, etwas verschieden, aberdaC >E en 
so wird der (über die Elektronenenergien gemittelte) Durchlässigkeits- 


koeffizient folgende Form haben: 
& 


D= Die U, (93, 5) 
wo D, und &, Konstanten sind, die von der Art des Metalls abhängen. Der 
Strom der kalten Emission wird 

JE) = J,D = Ace (98, 6) 
sein. Diese Abhängigkeit des Stroms wird durch Versuche bestätigt.!) 


1) Sie wurden von LUkIBSEI durchgeführt. 
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8 99. Die dreidimensionale Potentialschwelle. Die quasistationären Zustände 


Der in den $$ 97 und 98 untersuchte Durchgang durch eine Potentialschwelle 
war dadurch gekennzeichnet, daß dabei von einem Teilchenstrom die Rede 
war, der aus dem Unendlichen kam und auf die Potentialschwelle traf. Im 
folgenden (bei der Theorie des radioaktiven Zerfalls, der Selbstionisation von 
Atomen) werden wir Fällen begegnen, wo es sich um einen Teilchenstrom 
handelt, der aus einem bestimmten Raumbereich (Atomkern, Atom) kommt, 
der von einer Potentialschwelle umgeben ist. 

Eine Kugel mit dem Mittelpunkt in 0 und dem Halbmesser r, (Abb. 70a) 
möge die Oberfläche sein, auf der die potentielle Energie U(r) den Maximal- 
wert erlangt, so daß für r <r, die Energie U<.U,, und für r > r, eben- 


Ur) 
0 | 
Uelm To 
} 
a [7] 


Abb.70aundb 
Die einen geschlossenen Bereich umgebende Potentialschwelle (r < r,) 


falls U < U,, ist. Ein entsprechendes Beispiel für die Kurve U (r) bringt die 
Abb. 70b. Wir betrachten nun den Durchgang von Teilchen durch die 
Schwelle, wobei sich die Teilchen ursprünglich innerhalb der Schwelle be- 
fanden. Nach der Annahme, daß keine von außen einfallenden Teilchen vor- 
handen sind (keine „‚Beschießüng‘“‘), müssen wir außerhalb der Schwelle nur 
auslaufende Wellen voraussetzen: 


estr 
y=0——, k>0. (99, 1) 


Diese Bedingung nennen wir die Ausstrahlungsbedingung. Es ist klar, daß 
die SCHRÖDINGERgleichung 
0 Bi 
Mar 9% y+ Ulr)y (99, 2) 
in diesem Fall nur nichistationäre Lösungen besitzen kann. Denn wenden wir 
den Erhaltungssatz für die Teilchenzahl auf eine Kugelfläche vom Halb- 
messer r an, so haben wir 


2 re 18,3) 
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Aus (99, 1) folgt 


_ihl Op Op „\_ Akjoje 
le ur 72.00 er zu ie 
und somit 
= vrde= 7 [1ora0<0, (99, 5) 
v 


d.h.,die mittlere Zahl der Teilchen nimmt im Volumen der Kugel V ab, so 
daß y nicht periodisch von der Zeit abhängen kann. 

Die Aufgabe, den Austritt der Teilchen aus der Schwelle zu bestimmen, 
kann man nur lösen, wenn man von der Gleichung (99, 2) ausgeht. Dabei gilt 
für y (r, 0) die Anfangsbedingung, daß die Funktion y (r, 0) nur innerhalb der 
Schwelle von Null verschieden ist (d. h., das Teilchen befand sich bei t = 0 
innerhalb der Schwelle). Man kann jedoch auch von einer anderen Bedingung 
ausgehen, die in gewisser Hinsicht entgegengesetzt ist. Man kann annehmen, 
daß der Austritt schon lange vor sich geht und ein beträchtlicher Teil der 
Teilchen sich bereits außerhalb der Schwelle befindet. Diese Annahme ge: 
stattet eine Trennung der Variablen r und t in der Gleichung (99, 2). Wir 


setzen an: 
Ei 


yint)=yl)e (99, 6) 


Dabei wird die Größe E komplex und kann nicht mehr als Teilchenenergie 
angesehen werden (siehe später). Mit der Annahmel). 


E=E, a (99, 7) 


wird die mittlere, innerhalb der Schwelle im Volumen V, befindliche Teilchen- 
zahl nach (99, 6) und (99, 7) 


Nt) = [y*y di= ei [y*(r) y(r)dt, 
v v 


d.h.: 
Nit)=e*.N(0). (99, 8) 
Die Größe A werden wir als Zerfallskonstante bezeichnen. Das Einsetzen von 
(99, 6) in (99, 2) ergibt 
h? ihA 
TR + ev =(E, -7 )v (99; 9) 


Um die grundsätzliche Bedeutung zu erkennen, untersuchen wir ein 
schematisches Beispiel, indem wir die in Abb. 71 dargestellte Form der 


1) Aus (99, 6) und (99, 7) ist ersichtlich, daß man stationäre Zustände erhält, wenn 
man A = 0 nimmt, was nach (99, 5) der Ausstrahlungsbedingung widerspricht. 


393 


ZVI.DER DURCHGANG VON PARTIKELN DURCH EINE POTENTIALSCHWELLE 


Schwelle U(r) wählen. Ferner untersuchen wir der Einfachheit halber Zu- 
stände mit dem Bahnmoment Null: ! = 0. Setzen wir dann 


u(r) 


y(r) = =: (99, 10) 
80 erhalten wir aus (99,9) 
h? d?u hi 
rt ln = (2, = 5 )e- (99, 11) 


Nach Voraussetzung über die Form von U (r) wird die Gleichung (99, 11) in 
drei Gleichungen zerfallen: 


W“"+Ru=0 (<r<e,), (99, 12) 
u" gu=0 (n<r<n), (99, 12°) 
W“"+Ru=0 (n<e), - (99, 12°) 

” . . 
e-(n-%) e-Zlun-2+3). om 

Die Lösungen dieser Gleichungen haben die Form 

u =A et + Beh OW<r<e,), (99, 14) 
u act +ßee" (r‚<r<r), (99, 14°) 
U act bett (n<r). (99, 14”) 


Aus der Bedingung der Endlichkeit von y im Nullpunkt folgt 
A’=—-B, u=Asinkr. (99, 15) 


Außerdem gibtdie Austrahlungsbedingungb = O (nur auslaufende Wellen). 
Die Randbedingungen an den Grenzen r=r, und r=r, führen, wie wir 
im $ {6 sahen, zu der Gleichheit der Funktionen und ihrer ersten Differential. 
quotienten: 


Asinkr, = aettı + Bern, (99, 16) 
kAcoskr, = g(zen: — Ber) für sven, (99, 16°) 

wear + Beat — aetkr, (99, 17) 
q(aean: — Beer) =ikaetr für r=n. (99, 17°) 


Diesmal haben wir vier homogene Gleichungen für vier Koeffizienten A, «, 
ß, a. Daher ist es erforderlich, daß die Determinante A des Gleichungs- 
systems (69, 16) und ($9, 17) verschwindet. Eine elementare Rechnung ergibt 


ik +gq 
ik —q 


A(k) = en! (4 tgkr, — 1) + ent (Aieen, = ı) =0, (99, 18) 
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wol.die Breiter, — r, der Schwelle bedeutet. (99, 18) ist eine transzendente 
Gleichung für k. Wir ermitteln näherungsweise ihre Wurzeln, wobei wir 
ql> 1 annehmen. Dann kann in nullter Näherung das Glied mit e-«' fortge- 
lassen werden. Wir erhalten 


: kr, +1 fi, (99, 19) 


Das ist genau die Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte für die Poten- 
tialmulde (0, r,, U), die in Abb. 71 dargestellt ist und die man aus der Poten- 
tialschwelle Abb. 71 erhält, wenn man rg = & setzt. In einer solchen Potential- 
mulde bestehen (für E<U,) diskrete 'Energie- 
niveaus. Bezeichnet man die Wurzeln der Glei- un) 
chung (99,19) mit kyı, koa»--- » Kon s--. , so wird die 
Energie dieser Niveaus nach (99, 13) 
h? ihA, 
Eon =, Fön t p) n=1,2,3,... (99, 20) 


Die Wurzeln sindreell!), wennA= 0,undvonder 


Abb.71 
Eine Potentialschwelle, die 


tionäre Erlindr Tor uns. Bei einer endlichen Breite eingeschlossenesGebiet um- 


Größenordnung — In diesem Fall haben wir sta- 


grenzt(r,)undeineeinfache, 


der Schwelle verhält sich die potentielle Energie Fechtwinktige/Morm heniiät 


Re daß U(r),—.< E wird und daß wanannbatt ge Die Potentialkurve 0, r,U 
diskreten Spektrums (99, 20) ein kontinuierliches entspricht einer Potential. 
erhalten. Die Ausstrahlungsbedingungwählt jedoch „ulde, die aus der Schwelle 
aus dem kontinuierlichen Spektrum Niveaus aus, durch Grenzübergangr, +» 
die nahe an EN liegen, aber sie werden jetzt nicht entsteht. 2% und Z9sind die 
mehr stationär sein (A, + 0). Bei kleinen A, werden Niveaus in dieser Mulde 
sie nahezu stationär. Das sind die quasistationären 

Niveaus, die im 867 erwähnt wurden. Wir wollen die Größe A,, die wir als klein 
betrachten, ermitteln. Dazu entwickeln wir das Glied mit e®! in (99, 18) nach 
Potenzen von Ak=k— k,, wo k, eine der Wurzeln der Gleichung (99, 19) 
für stationäre Zustände der Potentialmulde ist, und setzen in dem Glied mit 
e-2! die Größe k = k, ein. Dabei bemerken wir, daß 


daq_ ko 
Wir erhalten dann 


(+ ik,)? 
—_— 2 Aal —I— 
1 n+k 


Daraus finden wir Ak. 


7 2 
He EB + gr) Ak+ = 


1) Für eine hinreichend tiefe Mulde (U„— oo) wird 9,— ©. Wir bekommen an 
Stelle von (99, 19) tg kr, = 0, k,r, = rn, n=1,2,3,.... 
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Dabei können wir die kleine Korrektur für den Realteil von k, fortlassen, 
da sie nicht von Interesse ist. Der Imaginärteil dagegen wird 


deimikugt 
(45 + ka? (l + gorı) 


Indem wir auch die kleine Korrektur zum Realteil von k in (99, 13) ver- 


Im(k — k,) = Im(Ak) = ik, (99,21) 


nachlässigen, können wir ansetzen: —= %2. Aus (99, 13) erhalten wir 
iAu 


a 19 


(99, 22) 


Setzen wir diesen Ausdruck dem vorangehenden für Ak gleich, so finden wir 


Lit 


un I — eg Mel, 99, 23 
(+ H go) ) 


ge 
u 


Berücksichtigen wir, daß at die Teilchengeschwindigkeit v,innerhalb der 


Schwelle ist und k, = n = - (r, ist der Halbmesser der Mulde), so erhalten 


1 
.wir aus (99, 23) und (99, 13) 
4 =e 17) = Nanezamr 


Sr (99, 24) 


v 
Diese Formel besitzt eine einfache, anschauliche Deutung. 2, ist die Zahl 
\ 0 


der Stöße von den Teilchen auf die Innenwand der Schwelle in ls und der 
Exponentialfaktor der Durchlässigkeitskoeffizient. 


Wir nennen noch einige Eigentümlichkeiten der untersuchten Aufgabe. Der kom- 
plexe Wert des Wellenvektors E führt dazu, daß die Intensität der ausgestrahlten 


ikr 
Welle 4° unbegrenzt mit der Entfernung von der Potentialschwelle zunimmt: 
r 
2 ip 
Pa 7 


aeikr 
7 A 


yıı = = 

yırı wächst, weil nur Ausstrahlung vorhanden ist und weil sich in größeren Ent- 
fernungen Teilchen befinden, die schon früher die Schwelle passiert hatten, als noch die 
Intensität |yı |? innerhalb der Schwelle selbst größer war. Jedoch haben wir bei unserer 
Lösungsmethode nicht den Umstand berücksichtigt, daß die Emission in Wirklichkeit 
irgendwann begonnen haben muß (und nicht die ganze Zeit von t = — oo an gedauert 
hat) und daß zu Beginn der Emission |y; |?endlich war. Daher ist unsere Schlußfolgerung, 
daß yııı > für r— ©, nicht richtig für lange vorher emittierte Teilchen. Die ge- 


fundene Lösung ist nur bei kleinen r, und zwar beir & u gültig. 
[ai 
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Ferner bemerken wir, daß im Zusammenhang mit der Formel (99, 7) in der Literatur 
oft von komplexer Energie gesprochen wird. Man muß berücksichtigen, daß ein solcher 
Ausdruck nur einen rein formalen Sinn besitzt. Der von uns gefundene Zustand 


yet) =yolt)e 3 2 (99, 25) 


ist kein stationärer Zustand mit einem bestimmten Energiewert (stationäre Zustände 
hängen periodisch von der Zeit ab). 


Um die Wahrscheinlichkeit für das Auffinden irgendeines Energiewertes 
in diesem Zustand zu ermitteln, muß y(t, t) nach den Eigenfunktionen y,(t) 
des Energieoperators H entwickelt werden. Da U (t) > 0, bilden die Eigen- 
werte dieses Operators ein kontinuierliches Spektrum 0 < E < oo (vgl. $ 49). 
Setzt man = 


„Et 
y(t,t) = n C(B)e * y,(ı)dE, (99, 26) 


0 


so ist w(E) dE = |C(E)|? dE die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Wir können 
aber für die Berechnung von C(E) nicht die Funktion y(t, t) (99, 25) ver- 
wenden, da sie nur für nicht allzu große r riehtig ist. Wir nehmen deshalb an, 
daß sich y(t, t) im Unendlichen regulär verhält und die Anfangsfunktion 
y(t, 0) nur innerhalb der Schwelle merklich von Null verschieden ist, so daß 
die Form der Funktion y (t, 0) der Tatsache entspricht, daß das Teilchen sich 
bei € = 0 innerhalb der Schwelle befand. Wir wollen die Amplitude a(f) er- 
mitteln, mit der der Zustand y(t,0) im Zustand y(t, t) vertreten ist. Wir 


haben a(t) = [vl t) y*(1,0)dr. (99, 27) 


Setzen wir hier y(r, £) und y*(t, 0) aus (99, 26) ein und benutzen die Ortho- 
gonalität der Funktionen y,(t), so finden wir 


Et PCGEE 
at) -(« » C(E)C*(E) dE |: "w(E)dE. (99, 28) 
0 


ö 

Die Größe P(t) = |a(t)|? gibt offensichtlich das Zerfallsgesetz des Zu- 
stands y(t,0) an. Wie man sieht, wird die Form dieses Gesetzes durch die 
Energieverteilung w(E) dE im Anfangszustand bestimmt.) 

Wir kehren jetzt zu unserer Aufgabe zurück. Wir wählen y(t,0) so, daß 
y(t,0) = yo(t) innerhalb der Schwelle und y(t, 0) = 0 außerhalb. Setzen wir 
jetzt y(t, t) aus (99, 25) in (99, 27) ein, so können wir das Anwachsen von 
%o(t) außerhalb der Schwelle vernachlässigen, weil dort y (tr, 0) = 0 ist. Da 
innerhalb der Schwelle y(t,0) und y,(r) übereinstimmen und wir y(t,0) als auf 
Eins normiert annehmen, so bekommen wir 

u R, 
alte. 82, (99, 29) 

1) Dieser Satz stammt von KryLow, N.S., und W.A.Fock: J. eksp. teor. Fiz. 17 

(1947) 93. 
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Jetzt kann man sich auf Grund von (99, 28) leicht davon überzeugen, daß 


wir)an = at ME. (09, 30) 
(E > Ev)" + u 


sein muß!), d. h., wir erhalten die Dispersionsformel für die Energieverteilung. 
Die Größe AE = En nennt man die Breite des quasistationären Zustandes E,- 


2 
Bezeichnen wir mit = die mittlere Lebensdauer eines Teilchens im Zu- 


stand y(rt, 0) = y,(t), dann bekommen wir 
AE:r -5 (99, 31) 


als Verhältnis zwischen der Breite des quasistationären Zustands und der 
Lebensdauer eines Teilchens in diesem Niveau. 


8 100. Die Theorie des «-Zerfalls 


Bekanntlich zerfallen viele radioaktive Elemente unter Emission von «-Teil- 
chen. Das «-Teilchen, das eine doppelte positive Ladung (+ 2e) besitzt, 
wird nach Verlassen des Kerns im Couzompfeld des Atomkerns, dessen 
Ladung wir mit Ze bezeichnen wollen, beschleunigt (unter Z verstehen wir 
die Kernladungszahl nach dem Austritt des «-Teilchens, also Z= Z’ — 2, 
wenn Z’ diejenige vor dem radioaktiven Zerfall ist). 

Diegroße Stabilität des«-Teilchens läßt die Annahme zu,daßesinnerhalb des 
Kerns als selbständiges Gebilde besteht und eines der einfachsten Bausteine 
darstellt.2) Es ist klar, daß das «-Teilchen sich nur dann lange im Atomkern 
befinden kann, wenn ein Bereich mit einem Minimum der potentiellen Energie 
des «-Teilchens um den Kern existiert. Die potentielle Energie des «-Teilchens. 


2 
im CouLompfeld des Kerns ist — ‚wo r der Abstand zwischen Teilchen 


und Kern ist, und nimmt zum Kern hin, wie in Abb. 72 dargestellt, monoton 
zu. Ein Energieminimum in Kernnähe kann daher nur in dem Fall entstehen, 
wenn auf das a-Teilchen bei nahen Abständen außer der elektrischen noch 
gewisse andere Kräfte wirken. Die Natur dieser Kräfte ist zur Zeit noch un- 
bekannt. Bekannt ist nur, daß sie sehr groß sind und nur innerhalb sehr 
kleiner Abstände wirken. Gerade diese Kräfte bedingen die Ablösung der 
CovLomgschen Abstoßung durch eine kräftige Anziehung in Kernnähe, wie 
sie auf Abb. 72 durch die ausgezogene Kurve dargestellt ist. Einen sol- 
chen Verlauf des Potentials nennt man eine Potentialmulde oder einen 


1) Das Integral in (99, 28) kann in diesem Fall leicht durch Übergang zur komplexen. 
Ebene mit Hilfe des Residuensatzes berechnet werden. 

%) Diese Voraussetzung ist nicht bindend. Es ist möglich, daß sich das a-Teilchen vor 
Verlsssen des Kerns aus einfachen Teilchen, Neutronen und Protonen, erst bildet. Wir 
nehmen im folgenden an, daß es ständig im Kern existiert. 
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Potentialtopf. Wenn diese Kräfte vorhanden sind, wird das «-Teilchen, das 
sich im Bereich r < r,, d.h. im Feld der Anziehungskräfte befindet, lange 
im Kern festgehalten. 

Wie geht dann der «-Zerfall vor sich? Das blieb lange Zeit rätselhaft. Noch 
J.J. Tuomson nahm an, daß die von radioaktiven Elementen emittierten 
Teilchen gewissermaßen im Potentialtopf ‚„sieden‘“. Von Zeit zu Zeit ge- 
winnt eines der Teilchen eine den Durchschnitt übersteigende Energie, über- 
windet die Schwelle, wird danach durch das abstoßende Feld beschleunigt 
und gewinnt eine große Energie. 

Wie aber RUTHERFORD zeigte, widerspricht dieses anschauliche Bild der 
Versuchserfahrung. 

um) 


£=13-0°erg 


E=6,5:10"®erg 


r’_ 1 73=3-10 "cm T3=6-10 72cm 2 
Abb.72. Die Kurve der potentiellen Energie des «-Teilchens 


als Funktion des Abstandes vom Kern (r, Un, r’)- 
Die gleiche Kurve schematisch für (r, U,,,ro) (scharfer Abfall nach r,) 


RUTHERFORD beschoß Atome des radioaktiven Urans mit «-Teilchen des 
Thoriums C’. Die Energie der «-Teilchen des Thoriums C’ ist gleich 
13 - 10% erg. Solche Teilchen können nach Überwindung der CouLoMBschen 
Abstoßung sehr nahe an den Kern herankommen. Wir nehmen den Abstand 
der größten Annäherung mit r, an. Offenbar ist r, jener Abstand, bei dem 

!g2 


die potentielle Energie des Teilchens gleich der ursprünglichen kine- 


R 

2) 
tischen Energie ist, d.h. a = 13: 10%erg. Z’ ist die Kernladungszahl 

1 
des Urans, gleich 92. Wir finden daher r, = 3 - 10-1? cm. 

Die Beobachtung zeigt, daß die Streuung dieser Teilchen genauso ist, wie 
sie bei der Emwirkung eines CouLomgfeldes auf ein «-Teilchen sein muß. 
Das bedeutet, daß die Kernkräfte auf das «-Teilchen erst in kleineren Ab- 
ständen als 3 - 10-12 cm wirken. Die im Kern eingeschlossenen «a-Teilchen be- 

- finden sich alsoin einem Bereich, dessen Halbmesser kleiner als 3 - 10-12 cm ist. 

Andererseits ist aber das Uran selbst ein radioaktives Element, das «-Teil- 

chen emittiert. Die Messung der Energie dieser Teilchen ergab 6,6 - 10 erg. 
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Diese «-Teilchen fliegen aus dem Kern, d. h. aus Abständen, die kleiner als 
3.10-12 cm sind. Sie müssen danach, nachdem sie im CovLompfeld be- 
schleunigt wurden, eine der Potentialschwelle gleiche Energie erhalten 
(s. Abb. 73), jedenfalls eine größere als 13 - 10-*erg. Das Ergebnis war aber 
so, als kämen die Teilchen aus einem Abstand r = 6 - 10-1? cm. Der Versuch 
führte also vom Standpunkt der klassischen Physik zu einer paradoxen 
Situation: Entweder mußte man annehmen, daß das CouLoMpfeld nur auf 
die von außen einfallenden, nicht aber auf die von innen heraustretenden 
«-Teilchen einwirkt, oder voraussetzen, daß beim radioaktiven Zerfall der 
Energiesatz nicht erfüllt wird. 

Die Lösung dieses Paradoxons ergibt sieh aus der Quantenmechanik, die 
zur Möglichkeit des Tunneleffekts durch eine Potentialschwelle führt, welche 
den Anziehungsbereich (r < r,) vom Abstoßungsbereich (r > r,) trennt. 

Dadurch wird das Paradoxon tatsächlich gelöst: Ein innerhalb des Kerns 
befindliches Teilchen kann eine geringere Energie als die Höhe der Schwelle 
besitzen und sie dennoch durchdringen. Ein von außen heranfliegendes Teil- 
chen dagegen kann infolge der geringen Durchlässigkeit der Schwelle nur in 
sehr seltenen Fällen vom Kern eingefangen werden (da seine Aufenthaltszeit 
in Kernnähe sehr kurz ist). Die Streuung der von außen einfallenden «-Teil- 
chen wird daher durch die CovroMzkräfte bedingt, die vor dem Bereich 
der Schwelle wirken. Die angenommene geringe Durchlässigkeit der Schwelle 
stimmt mit der Tatsache überein, daß die Zerfallszeiten beim radioaktiven 
a-Zerfall sehr groß sind. 

Wendet man die Theorie des Durchgangs durch Potentialschwellen an, 
so kann man einen mathematischen Ausdruck für die Konstante A des radio- 
aktiven Zerfalls finden. Wir erinnern daran, daß diese Konstante auf folgende 
Weise definiert wird. Ist die Zahl der nichtzerfallenen Atome im Zeitpunkt t 
gleich N, so wird im Laufe der Zeit di das Mittel der zerfallenen Atome 


dN=—A-N-dt, Ni)=N(0)e*. (100, 1) 


Um die Zerfallskonstante A zu berechnen, müssen wir die Quantentheorie 
des Durchgangs von Teilchen durch eine Potentialschwelle anwenden 
(vgl. den vorigen Paragraphen). Nach dieser Theorie muß man annehmen, 
aß sich das «-Teilchen innerhalb des Kerns im ‚„quasistationären‘‘ Zustand 
befindet. Bezeichnen wir die Geschwindigkeit des Teilchens in diesem Zu- 
stand mit v,, den Halbmesser der Schwelle mit r, und schließlich seinen 
Durchlässigkeitskoeffizienten mit D, so bekommen wir 

% 


i= er D. (100, 2) 


Es bleibt noch D zu berechnen. Infolge der komplizierteren Forın der 
Schwelle erhalten wir statt (99, 24) [siehe (96, 24)] 


!ı 
% -; [Venton-Bar 100,3 
A = Di De n . ( ’ ) 
0 
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Aus Abb. 72 ergibt sich, daß dererste Wendepunkt r, gleich r, (dem Kern- 
halbmesser) ist. Der zweite (r,) ermittelt sich aus der Bedingung 


2Z’e 2Z’e 
7, = E, = "m . (100, 4) 
Somit ist son 


Y% E 
- (Won Bar =y&n | — — Edr. (100,5) 


Führen wir hier eine neue Variable & = TE ein, so erhalten wir 


1 & 
S = 2Ze v# [y: _1de, (100, 5’) 


und nehmen wir schließlich noch £ = cos?u an, so können wir das angeführte 
Integral berechnen: 


r, r,E 


m =gya (100,6) 


S=Ze V* (24, — sin 2%,), cos’ = 


Wir benutzen jetzt den Umstand, daß das Verhältnis =, kleiner als Einsist, 
p} B 

und entwickeln v, und sin 2u,in eine Reihe nach Potenzen von ae (es genügt, 
r 


2 
sich auf die beiden ersten Glieder zu beschränken). Dann bekommen wir 


2z' 
Be ze — 4e Ya YZ’r., (100, 7) 


„22. 
wo v die Geschwindigkeit weit vom Kern gleich y# ist. Der’ Ausdruck für 


die Zerfallskonstante (100, 3) läßt sich also wie folgt schreiben: 


4nerz BeYn - 
er Er ul m. (100, 8) 
2ur, 
oder 
4ne?2Z' 
n}=-. “ir yet YZr, + In I (100, 9) 


Besonders auffallend ist dabei die en des A von der Geschwindig- 
keit v des «-Teilchens. Diese Abhängigkeit wurde schon lange vor der 
Quantentheorie dieser Erscheinung von GEIGER und NTTTALL experimentell 
gefunden. 
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Ferner sehen wir, daß In A von der Kernladungszahl Z des Elements 
(Z = Z’ — 2) und von dem Halbmesser des Kerns abhängt. 

Aus den Experimenten ist bekannt, daß die Zerfallskonstanten innerhalb 
sehr weiter Grenzen variieren: von 10° s-1 bis 10-18 3-1. Müßte man die A 
bestimmenden Parameter auch innerhalb dieser Bereiche variieren, so wäre 
die Theorie bestimmt falsch. Eine bemerkenswerte Folge der Formel (100, 9) 
istaber, daß die Halbmesser in sehr engen Grenzen, etwa zwischen 5 - 10-1?cm 
bis 9: 10-12 cm liegen, wenn man die Halbmesser des Kerns auf Grund der 
empirischen Angaben für A bestimmt. Die bedeutenden Unterschiede in der 
Größe von A für die verschiedenen Elemente sind nicht durch Unterschiede 
der Kernhalbmesser, sondern der Energie der herausfliegenden Teilchen be- 
dingt. Die schwache Abhängigkeit des A von r, und die starke von v muß als 
Bestätigung der Theorie angesehen werden.!) 


8 101. Die Ionisierung der Atome in starken elektrischen Feldern 


Ähnlich wie ein starkes elektrisches Feld den Metallen Elektronen entreißt 
(kalte Emission, $ 98), entreißt es sie auch einzelnen Gasatomen. Diese Er- 
scheinung wird oft ‚‚Selbstionisation‘“ genannt. Ihre Ursache ist zu erkennen, 
wenn man die Formder potentiellen Energie 
eines Elektrons im Atom bei Vorhanden- 
sein eines äußeren elektrischen Feldes unter- 
sucht. Bei fehlendem äußeren Feld möge 
die potentielle Energie des Elektrons gleich 
U(r) sein. Das äußere elektrische Feld € 
verlaufe in Richtung der z-Achse. Dann ist 
die gesamte potentielle Energie des Elek- 


fon pn Un +eikiz. ol;ı) 


Wir wollen nun die Form der Potential- 
kurve längs der z-Achse untersuchen (x=y 
=(,r= |z|). Beifehlendem äußeren Feld 

Abb. 73 (€ = 0) ist U’= U(r) und besitzt die in 

Die Zusammensetzung des Atom- Abb. 73 gestrichelt dargestellte Form. Die 
feldes und des äußeren Feldes. Bei zusätzliche potentielle Energie im äußeren 
2, bildet sich eine Potentialschwelle Feld e | € z wird durch die Gerade aa’ dar- 
gestellt. Die durch Addition entstehende 

Kurve der gesamten potentiellen Energie U’ ist in Abb. 73 durch die ausge- 
zogenen Linien a’b’ und ab dargestellt. Wir sehen, daß sich beim Punkt 2, eine 
Potentialschwelle bildet, die den Raum in zwei Bereiche teilt: den inneren 
z> z, und den äußeren z<z,. In beiden ist die potentielle Energie U’ kleiner 
als U’(z,) = U „. Auf der Zeichnung sind außerdem auch die beiden Energie- 


1) Einzelheiten über die Theorie des radioaktiven Zerfalls findet man bei Haspınog, A. 
C.: Teopna aromnHoro anpa (DawyDow, A.S.: Theorie des Atomkerns), Moskau 1958; 
deutsche Übersetzung im VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1963. 
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niveaus E’ und E’ angegeben. Ist die Energie E =E'’ > U, so wird das 
Elektron nicht mehr in der Nähe des Atoms festgehalten. Es wird sich in den 
Bereich der negativen 2 entfernen. Ist dagegen die Energie des Elektrons 
E=E'< U, so bleibt nach den Gesetzen der klassischen Mechanik das 
Elektron innerhalb des inneren Bereichs. Es entsteht dabei eine dem radio- 
aktiven Zerfall analoge Situation. 

Jetzt ist die Ursache der Ionisation der Atome durch das Feld leicht zu er- 
kennen. Beim Einschalten des Feldes entsteht eine Schwelle, durch die die 
Elektronen in den Außenraum dringen. Ist die Höhe der Schwelle U „ kleiner 
als die Energie des Elektrons, so passieren die Teilchen diese (‚über der 
Schwelle‘) auch nach der klassischen Mechanik. Daher führt auch die klas- 
sische Mechanik zur Möglichkeit einer Ionisation des Atoms durch ein äußeres 
elektrisches Feld. Der Unterschied besteht nur darin, daß diese Ionisation 
nach der Quantenmechanik bei kleineren Feldern eintreten muß, als es die 
klassische Mechanik vorschreibt. Nach der Quantenmechanik ist es für die 
Möglichkeit der Ionisation nicht notwendig, daß die Schwelle unter der 
Energie des Elektrons liegt. Es ist aber klar, daß bei schwachen Feldern die 
Schwelle sehr breit und ihre Durchlässigkeit sehr gering sein wird. 

Die Erscheinung der Selbstionisation kann auf folgende Art beobachtet 
werden: Wir nehmen an, wir beobachten eine Spektrallinie, die durch den 
Elektronenübergang aus dem Zustand E’ in den Zustand E, bedingt ist 
(s. Abb. 73). Mit zunehmendem elektrischem Feld wird sich diese Linie ver- 
schieben (STARKeffekt), und wenn das Feld schließlich eine solche Stärke er- 
reicht, daß die Durchlässigkeit der Schwelle groß wird, so wird das Elektron 
im Zustand Z’ häufiger aus dem Atom fliegen (Ionisation) und dabei die 
Schwelle passieren, als in den niedrigeren Zustand (Z,) unter Ausstrahlung 
von Licht zurückfallen. Demzufolge wird die Spektrallinie immer schwächer 
werden und schließlich verschwinden. Diese Erscheinung läßt sich an der 
BaLmErserie des atomaren Wasserstoffs beobachten.!) 

Um die Möglichkeit zu haben, die Wirkung verschieden starker elektrischer 
Felder zu beobachten, wird angenommen, daß die verschiedenen Teile der 
Spektrallinie aus dem Licht von Atomen herrühren, die sich in verschieden 
starken Feldern befinden. Im Volumen des leuchtenden Gases wächst das 
elektrische Feld in der dem Spektroskopspait parallelen Richtung (bis zu 
einer Grenze, wonach es wieder abfällt). 

Wir wollen noch etwas eingehender die Bedingungen formulieren, unter 
denen eine Spektrallinie im elektrischen Feld verschwindet. Die Wahrschein- 
lichkeit des optischen Übergangs eines Elektrons in den niedrigeren Zustand 


1 
sei > (t ist die Lebensdauer im angeregten Zustand). Die Lebensdauer des 


Elektrons im angeregten Zustand ist 7 = 10-® s. Die Wahrscheinlichkeit des 
Übergangs eines Elektrons in den niedrigeren Zustand ist dann pro Sekunde 


1) Wir bemerken, daß die Beobachtung der durch das Feld entrissenen Elektronen in 
diesem Fall erschwert ist, da unter den Bedingungen der Gasentladung schwer fest- 
zustellen ist, auf Grund welcher Ursachen der Elektronenstrom zunimmt. 
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gleich n. Die Wahrscheinlichkeit des Tunneleffekts (der Ionisierung) wird 


dann (ebenso wie bei der Berechnung des radioaktiven Zerfalls) gleich der 
Zahl der Stöße des Elektrons gegen die Innenwand der Potentialschwelle je 
Sekunde sein, multipliziert mit dem Durchlässigkeitskoeffizienten D. Die 


Zahl der Stöße gegen die Schwelle ist von der Größenordnung I: wo v die 


{) 
Elektronengeschwindigkeit und r,, der Halbmesser der Schwelle, annähernd 
gleich dem Bahnhalbmesser a ist. Die Geschwindigkeit ist von der Größen- 


2 21el ‚wo |Z| die Energie und # die Masse des Elektrons 


27, ua? 


2 2 
(da E=-— Er ‚a= FE Folglich ist die Wahrscheinlichkeit der Selbst- 


ionisation gleich 1018 D s- 


ordnung v = 


sind. Daraus folgt 


Damit die en überwiegt (die Be- 


dingung für das Verschwinden der Spektrallinie), muß Z < D 101% werden, 
d.h. D> 10°. 

Die quantitative Theorie der Selbstionisation stimmt mit den Versuchs- 
ergebnissen gut überein.!) 


2)8.[4]. 
404 


XVII. Das Mehrkörperproblem 


8102. Allgemeine Bemerkungen zum Mehrkörperproblem 


Die Quantenmechanik eines Teilchens in einem äußeren Feld kann auf den 
Fall der Bewegung vieler Teilchen verallgemeinert werden. Dazu genügt es, 
wie in der klassischen Mechanik, ein System aus N Teilchen als ein Teilchen 
mit 3 N Freiheitsgraden zu betrachten (ohne den Teilchenspin zu berück- 
sichtigen; bei Berücksichtigung des Spins haben wir 4 N Freiheitsgrade). 
Alle allgemeinen Grundsätze der Quantenmechanik, die für ein System mit 
mehreren Freiheitsgraden gelten, können dann sofort auf ein aus N Teilchen 
bestehendes System übertragen werden. Trotzdem bestehen hier gewisse 
Besonderheiten, die den Mehrteilchensystemen eigen sind und die eine spe- 
zielle Untersuchung verdienen. 

Unter diesen Besonderheiten sind die wichtigsten diejenigen, die für 
Systeme gleicher Teilchen zutreffen. Wir werden uns im folgenden eingehend 
mit ihnen befassen müssen. Die Eigenschaften von Systemen aus gleichen 
Teilchen bilden eines der bemerkenswertesten Kapitel der Quantenmechanik. 
Wir lassen aber vorläufig diese Besonderheiten der Systeme gleicher Teilchen 
außer acht und wenden uns einigen Fragen zu, die den Systemen aus be- 
liebigen Teilchen gemeinsam sind. 

Kann man eine Teilchengesamtheit stets als ein mechanisches System mit 
einer entsprechend großen Zahl von Freiheitsgraden betrachten? Die Ant- 
wort muß ‚Nein‘ lauten. Die Betrachtung eines Teilchensystems mit den 
Koordinaten 2, ,Y1>21 > Ya» %2» 22, --- Zn» Yn: Zy als mechanisches System mit 3N 
Freiheitsgraden ist nur möglich, wenn zwischen den Teilchen keine retardier- 
ten Potentiale auftreten (oder diese nur näherungsweise betrachtet werden). 
Anders gesagt, alle Wechselwirkungskräfte dürfen nar von den augenblick- 
lichen Werten der sich auf unsere Teilchen beziehenden mechanischen Größen 
abhängen (z. B. von ihren Koordinaten und Geschwindigkeiten im gegebenen 
Zeitpunkt), nicht aber von ihren Werten in der Vergangenheit, wie das bei 
retardierten Potentialen der Fall ist. Diese Bedingung ist keine Eigentümlich- 
keit der Quantenmechanik allein, sie gilt auch für die klassische Mechanik. 

Wir wollen diese Bedingung am Beispiel der elektromagnetischen Kräfte 
erklären. Der Abstand zwischen dem Teilchen mit der Nummer 3 und dem 
Teilchen mit der Nummer k sei r,,. Dann wird die Zeit, im Laufe derer sich 
die elektromagnetische Störung vom einen Teilchen auf das andere überträgt, 


= =, wo c die Lichtgeschwindigkeit ist. Damit die Wirkung der Kräfte 
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als konstant betrachtet werden kann, darf sich der Abstand der Teilchen im 
Zeitraum r nur wenig verändern. Ist dierelative Geschwindigkeit der Teilchen 
in Richtung r,,, gleich v,, dann ist die Änderung von r,„innerhalb der Zeit r 


Ar, =, T= en. Folglich lautet unsere Bedingung 


Er, das heißt v,,<.c. 


Die relativen Teilchengeschwindigkeiten müssen also bedeutend kleiner als 
die Lichtgeschwindigkeit c sein. Das ist stets erfüllt, wenn wir uns auf den 
nichtrelativistischen Bereich der Geschwindigkeit beschränken. 

Ist v=zc, dann müssen wir sowohl die relativistischen wie die Quanten- 
wirkungen berücksichtigen und zugleich mit den mechanischen Gleichungen 
der Teilchen auch die Gleichungen des elektromagnetischen Feldes unter- 
suchen, die die Ausbreitung der Wechselwirkung zwischen den einzelnen 
Teilchen beschreiben. 

Die dazugehörenden Fragen liegen außerhalb dieses Buches und sind auch 
durch die moderne Theorie noch nicht vollständig gelöst.!) 

Solange jedoch v & c bleibt, können wir die Quantenmechanik eines 
Teilchensystems als die Mechanik eines Teilchens mit vielen Freiheitsgraden 
betrachten. 

Haben wir N Teilchen mit den Koordinaten 2,, %, 2(k =1,2,3,..., N) 
und den Massen m;,, so wird die Wellenfunktion y auch in diesem Fall eine 
Koordinatenfunktion sämtlicher Freiheitsgrade unseres Systems und der 
Zeit t, d.h. eine Funktion mit 3N + 1 Argumenten sein?): 


yv=y(X Yo 2 ++ Cr Yar Bes tm: Yan 2m Ö)- (102, 1) 


Sie ist definiert in einem Raum mit 3 N Dimensionen, dem sogenannten 
Konfigurationsraum des Systems. Der Name dieses fiktiven Raumes stammt 
daher, daß die Angabe der Punktkoordinaten in diesem Raum die Angabe 
dreidimensionaler Koordinaten (%,, y,, 2) für sämtliche Teilchen unseres 
Systems (k= 1,2, ..., N) bedeutet und somit die Lage (Konfiguration) sämt- 
licher Teilchen im dreidimensionalen Raum bestimmt. Ein Punkt des Kon- 
figurationsraumes mit 3 N Koordinaten (z,, %ı, 2%, ---, Zn: Yn: ?y) heißtda- 
her Darsiellungspunkt (des Systems). 

Wir bezeichnen ein unendlich kleines Volumelement im Konfigurations- 
raum mitd2: 


AR = da, dyıdz,... da. dy.dz,... dzydyydın. (102, 2) 

Dann ist die Größe 
w(X,, Yı> 213 ++ Un» Yrs rs ++ En, Ins m 0) d2 = yry dQ (102, 3) 
1) 8. [30, 16, 60] undAxnesep, A.M.,u B. B. Bepecreuknä: Kpantosan dneKkTponnHa- 


Muka (ACHIJESER, A.I., und W.B. BERESTEZ&1: Quantenelektrodynamik), Moskau 1959 


(deutsche Übersetzung: Leipzig 1960). 
®) Um die Frage nicht zu komplizieren, vernachlässigen wir den Elektronenspin. 
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die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Darstellungspunkt zum Zeitpunkt t 
im Volumelement d2 des Konfigurationsraumes liegt, d. h. die Wahrschein- 
lichkeit der Konfiguration des Systems, bei der im Zeitpunkt t die Koordina- 
ten des k-ten Teilchens zwischen x, und x, + dx,, y, und y, + dy,, 2, und 
2, + dz, liegen (k=]1,2,..., N). 

Neben dem Volumelement (102,2) untersuchen wir noch die Volum- 


elemente in den Teilräumen der Art dQ,, dQ,, ... usw., die durch die 
Formeln dR = da, dy, dx. dQ,, (102, 4) 
daR = da,.dy,dz,dz,dy,d2,dQ,, usw. (102, 4’) 


definiert sind. Integrieren wir (102, 3) über. die Koordinaten aller Teilchen 
mit Ausnahme des Teilchens &, d. h. über d.Q,, so finden wir die Wahrschein- 
lichkeit, mit der die Koordinaten des k-ten Teilchens in dem Intervall 
X + A, Yes Ye + IYrs 2, 2 + d2, bei beliebiger Ortslage der anderen 
Teilchen liegen, mit anderen Worten, wir finden die Wahrscheinlichkeit da- 
für, daß das %-te Teilchen sich nahe einer gegebenen Stelle des Raumes be- 
findet. Bezeichnen wir diese Wahrscheinlichkeit mit w(x;, Y, 2%, f), SO er- 
halten wir 


vw, y, 2, 1)d dydz, —da,dyyda,[y*ydn,. (102,5) 
Auf ähnliche Art ist die Größe 


WR, Ya 22: 2% 9 2, 8) da. dyı de, day dy, day = (102, 5’) 


= dx. dy; d2, da, dy, dz, | y*y Ag 


die Wahrscheinlichkeit dafür, daß %-te Teilchen sich beim Punkt 2,, Ye, & 
befindet, und das Teilchen j gleichzeitig beim Punkt z,, %,, 2,. Kennen wir 
also die im Konfigurationsraum gegebene Wellenfunktion y, so können wir 
die Wahrscheinlichkeit für eine gegebene Konfiguration (102, 3) des Systems, 
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines beliebigen Teilchens (102,5) und 
schließlich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines beliebigen Teilchenpaares 
(102, 5’) usw. bestimmen. In gleicher Weise lassen sich nach den allgemeinen 
Formeln der Quantenmechanik durch Entwicklung von y nach den Eigen- 
funktionen irgendeines uns interessierenden Operators auch die Wahrschein- 
lichkeiten für den Wert einer beliebigen mechanischen Größe berechnen. 

Wir nehmen an, daß die Wellenfunktion y(2,, ..., 2»; £), wie die Wellen- 
funktion eines einzigen Teilchens, der SCcHRÖDINGERgleichung 


Iy 
ijh— =H 102, 6 
Ze Y ( ) 
genügt, wobei H hier der HamILTonoperator des Teilchensystems ist. Dieser 
nimmt, in Analogie zur klassischen Hamıwronfunktion für ein System von 
N Teilchen mit den Massen m,, ..., Mg, -.., My; 


2m, 


N 2 N 
H -2| BE + U,(&%; Yes % > 9) 2 Unia, Yes &x > %,, %;; 2)» 
= 17 
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wo U,(k,, %r, 2x, t) die potentielle Energie des Teilchens % im äußeren Feld 
und U,,(& , -. ., 2,) die Wechselwirkungsenergie zwischen den Teilchen k und j 
ist, folgende Form an: 


= u- 2, “, + U, (&; Ye» 2%» a) +3 Ua; Ya» 2%» %; Yj,2;); 


+j=1 
f (102, 6’) 
worım 2? 02 2? 


2 _ 
Li tat de 


Offenbar stellt der HAmMILToNXoperator eine einfache Verallgemeinerung des 
HAMILTONoperators für ein einzelnes Teilchen dar.!) 

Aus der Gleichung (102, 6) folgt die Kontinuitätsgleichung für die Wahr- 
scheinlichkeit w im Konfigurationsraum. Um sie zu finden, multiplizieren 
wir (102, 6) mit y* und subtrahieren davon die entsprechende konjugiert- 
komplexe Größe. Unter Berücksichtigung des Wertes, den der HAMILTON- 
operator (102, 6°) hat, bekommen wir 


;h Ir WS * * 
Sal aa =. w vip — y vip*l. 
Setzen wir 
ih 
%,= Im, typ vay* - y* var), (102, 7) 
0) 0 d. E 
wo V, der Operator mit den TB omsponenteng re REES —— ist, so geht die 
erhaltene Formel über in Y« 02 
dw 8 
— + dvd, = 0. (102, 8) 
0 +71 


Diese Gleichung zeigt, daß die Änderung der Konfigurationswahrscheinlich- 
keit w durch den Strom dieser Wahrscheinlichkeit bestimmt wird. So ist $, 
eine Funktion der Koordinaten sämtlicher Teilchen (und der Zeit) und be- 
deutet die durch die Bewegung des Teilchens k bei gegebenen Koordinaten 
aller übrigen (N — 1) Teilchen verursachte Stromdichte. Um die Strom- 
dichte j, des k-ten Teilchens bei beliebiger Lage der anderen zu erhalten, muß 
(102, 7) über alle Koordinaten, ausgenommen die des Teilchens k, integriert 
werden: 


ie (&% 5 Ya» 22; ©) = (m, en Dir Dr cn Fra) (102, 9) 


!) Esließe sich auch der HAamILToNoperator bei vorhandenem Magnetfeld und unter 
Berücksichtigung des Spins hinschreiben. Er ist gleich der Summe der HAMILToN- 
operatoren der einzelnen Teilchen plus Gliedern, die die gegenseitige Wechselwirkung be- 
stimmen. 
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Dieser Strom genügt ebenfalls der Kontinuitätsgleichung, aber bereits im. 
dreidimensionalen Raum. Integrieren wir nämlich (102, 8) über dQ,, so er- 
halten wir 


[0) [0] {0} 
fare zu VAL = [vr 20, 1)d& = » W(%x, Ye: 26: Ü)- 


Ferner ist r 


> [( divedydQ2, - [än a2, + 3, [arrra0. 
W=1 K+k 
Da d.2,[s. (102, 4)] gerade die Koordinaten sämtlicher Teilchen mit Ausnahme 
des Teilchens % enthält, lassen sich die Integrale der Form [ divvIpdQ2, 
in Oberflächenintegrale verwandeln und sind, wenn y im Unendlichen ver- 
schwindet, gleich Null. Da im Integral : div, 8, d@, das Differenzieren und 
Integrieren nach verschiedenen Variablen erfolgt, so ist 


[ir = div, (9,49, = divii- 


Wir haben somit das Erhaltungsgesetz jedes der Teilchen bereits im drei- 
dimensionalen Raum (z;, %;, 2x): 


Ow (x, Yr2rs E) 


3 + div (u y%2,8) = 0. (102, 10) 


8 103. Das Gesetz der Erhaltung des Gesamtimpulses eines Systems 
von Partikeln 


In der klassischen Mechanik bleibt der Gesamtimpuls eines nur unter der 
Einwirkung innerer Kräfte befindlichen Teilchensystems konstant. Dabei 
bewegt sich der Schwerpunkt des Systems nach dem Trägheitsgesetz gerad- 
linig mit gleichförmiger Geschwindigkeit. Sind jedoch äußere Kräfte vor- 
handen, dann ist die Änderung des Gesamtimpulses in der Zeiteinheit gleich 
der Resultierenden aller auf die Teilchen des Systems einwirkenden äußeren 
Kräfte. Wir werden zeigen, daß diese Grundsätze der klassischen Mechanik 
auch im Bereich der Quantenerscheinungen ihre Gültigkeit behalten. Wir 
nehmen zu diesem Zweck einen Operator p des Gesamtimpulses sämtlicher 
Teilchen des Systems an. Unter dem Operator des Gesamtimpulses des ge- 
samten Teilchensystems werden wir die Summe der Impulsoperatoren Pf, 
sämtlicher Teilchen k = 1,2, ..., N verstehen: 


N N 
kol k=1 


Wir berechnen den Operator des Differentialquotienten des Impulses p nach 
der Zeit. Nach den allgemeinen Formeln der Quantenmechanik ist 


ap ii 
ne pH). (103, 2) 
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Setzen wir hier H aus (102, 6’) ein und bemerken, daß p mit dem Operator 
h2 

der kinetischen Teilchenenergie T= — zT DI ee v7 vertauschbar ist, so er- 

halten wir k=1 


2 ände)-Eo)ldnsän)] ven 


k=1 k+j=l k+j 


Ferner bemerken wir, daß 
N N 
v.[2, (2, v.)U, = - ver. (103, 3) 


Schließlich berechnen wir die Vertauschung des Operators > 9, mit der 
Wechselwirkungsenergie der Teilchen & a x,. Dabei sei Vensteune daß 
k4 


die Kräfte zwischen den Teilchen uor on den gegenseitigen Teilchen- 
abständen r,;, abhängen, so daß U,, = U,,(r.,). Dann wirken auf U,, nur 
N 


jene Operatoren V, aus der Summe e3 v9. ein, für die =koder ” =j, 


d.h., auf U,, wirkt das Paar vx + a "Wir haben 


U (9 + v;) = (7x + v,) U, = VrÜy ==: YUr;: (103, 4) 
Aber es ist 
er e8 18 e dU,, Pe _ U 
Le dr; u dry, 27 “ 
U dU,, tr 
v,0U4, = d Vila = 7 u Fu 
Folglich gilt 
8 8 Vk Ur: + v7 U;; = 0. (103, 5) 


Das ist der Ausdruck des Gesetzes der Aktion und Reaktion. Nach (103, 4) 
folgt, daß die Operatoren U,, und (yz + V,) vertauscht werden dürfen. 
Wir erhalten somit dp 


at 


d.h., der Operator des zeitlichen Differentialguotienten des Gesamtimpulses 
ist gleich dem Operator der Resultierenden der Kraft, die von den äußeren 
Feldern auf unser System einwirkt. 

Dieser Satz ist das Analogon zum klassischen Schwerpunktsatz. Der Unter- 
schied liegt nur darin, daß er in der Quantenmechanik nicht für die eigent- 
lichen mechanischen Größen, sondern für die diese Größen darstellenden 
Operatoren und folglich für die Mittelwerte der Größen formuliert wird. 

Sind keine äußeren Kräfte vorhanden (U, = 0), so folgt aus (103, 6), daß 

ap 


—- 103, 7 
7-0 (103, 7) 


N 
= 2 YUr(%; Ye, 2 d); (103, 6) 
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d. h., der Gesamtimpuls eines Systems gegenseitig in Wechselwirkung befind- 
licher Teilchen bleibt bei Abwesenheit von äußeren Kräften erhalten. 

Wir erinnern, daß die Operatorengleichung (103, 7) bedeutet: 1. der Mittel- 
wert des Gesamtimpulses ändert sich nicht im Laufe der Zeit, 2. auch die 
Wahrscheinlichkeiten w(p’) eines bestimmten Wertes von p’ bleiben un- 
verändert. 


8 104. Die Bewegung des Schwerpunkts eines Systems von Partikeln 


Wir wollen den für die Anwendungen wichtigen Satz beweisen, daß die 
Bewegung des Systemschwerpunkts von den relativen Bewegungen der dieses 
System bildenden Teilchen unabhängig ist. Dazu rechnen wir den HAMILTON- 
opcrator H des nurder Wirkung innerer Kräfte ausgesetzten Teilchensystems, 


2 
H=--D4+ W, (104, ]) 
ferner 
N 1 N 
D=y—v und W=}% Ur) (104, 2) 
k=1M k+i=1 


auf neue Koordinaten um: auf die Koordinaten X, Y, Z des Systemschwer- 
punkts und 3 N — 3 Relativkoordinaten. Es ist bequem, die sogenannten 
JacogBiIschen Koordinaten zu wählen, die wie folgt definiert werden: 


M% 
Ka - (=): 
1 
_ Mat Mmm 
62 = m, + m, u 
2 a M,%, + + m;z, u (104, 3) 
mm tetm +0 
M% + "+ My 
= X). 
a ee 
Analoge Formeln gelten auch für die y- und 2-Achse: 
my + + my, 
= er Yıı n=P: 
104, 3’ 
RE. U 00. nn 
3 m+"+m j+1> N 
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Diese Formeln stellen die Verallgemeinerung der üblichen Formeln für die 
Schwerpunktskoordinaten und die Relativkoordinaten zweier Teilchen dar. 
Die JacogIschen Koordinaten sind orthogonal. Mit Hilfe des Übergangs von 
der Differentiation nach den einen Variablen zu der Differentiation nach den 
anderen läßt sich beweisen, daß!) 


1 
= er 104,4 
yM’ +3 m v; ( ) 
ist, worin 
02 .02 0° 02 92 92 
'= or a,3 = — 
vegan amtamtaz MAD 
und 
2 2 2 
; j . (104, 6) 


= set? tar 


M ist dabei die Masse des ganzen Systems und u, die reduzierte Masse des 
Schwerpunkts der j ersten Teilchen und des (j + 1)-ten Teilchens: 


N 
M=Ym, (104, 7) 
k=1 
En ! (104, 8) 
2 5 Fr My+1 ; ; 
Pi 
und 
N od ö [0] 


dm 75 X" (104, 9) 


Aus diesen Formeln folgt, daß der Hamrtronoperator (104, 1) in folgender 
Form geschrieben werden kann: 


h2 Nam 5 
H= -53y”722, mt Wenns N1>.,» NN Ey-3)s 
S (104, 10) 
wobei der Operator 
h? ha 1.08 0° 0° 
use ae -urlontamtse) ea) 


der Operator der kinetischen Energie des Schwerpunkts des gesamten Systems 
und der Operator N-1.32 
T= = Y_—y 104, 12 

; 2 2u, ü ( ) 
der Operator der kinetischen Energie der relativen Teilchenbewegung ist. Wesent- 
lich ist, daß die Koordinaten des Schwerpunkts in der Wechselwirkungs- 


I) Siehe Anhang XI. 
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energie nicht enthalten sind. Formen wir £&,, ..., &Ex-1> N1» +» Nn-ı u 
£n-ı auf beliebige Relativkoordinaten q,, , .--, 9gy-s um, so ändern wir 
damit den Operator T nicht. Daher kann man an Stelle von (102, 6’) ganz 
allgemein schreiben: 


h? 
UI= 23M 9“ + H, (91> 42» ... dan-3)» (104, 13) 


woH, der HamıLTonoperator der Relativbewegung ist und die Schwerpunkt- 
koordinaten nicht enthält. Ferner erhalten wir auf Grund von (104, 9) und 
(103, 1) einen neuen Ausdruck für den Operator des Gesamtimpulses: 


3.0 = 0 1. 0 
Pı = Hay P, = say P. = —ih 3Z° (104, 14) 


Die Wellenfunktion y werden wir als Funktion der Schwerpunktskoordinaten 
X, Y, Z und der Relativkoordinaten g,, 93; ---, Qgn-s betrachten. Die SCHRö- 
DINGERgleichung mit dem HAamıtTonoperator (104, 13) läßt sich separieren, 
wenn man voraussetzt: 


wiX, Y, Z, 91>9a> re G3N-3; t) — D(X, y, Z, ) y(q, 9» ee) G3N-3> b). (104, 15) 


Setzt man (104, 15) in die SCHRÖDINGERgleichung ein, erhält man 


[10] nz 0y er 
a ee Te era ®+9DHy. (104, 16) 
Wenn wir aus dieser Gleichung ®y herausheben und getrennt die Glieder 
gleichsetzen, die von X, Y, Z und von g,, 9, ---, Qgx- s abhängen, so finden 
wir zwei Gleichungen: 
9» h? 
RL EEE N 
ih 31 au ° ®, (104, 17) 
[0] 
ih Hy. (104, 18) 


dt 


Die erste der Gleichungen bezieht sich auf die Bewegung des Schwerpunkts, die 
zweite auf die relative Bewegung. Dabei ist die erste Gleichung die für die 
Bewegung eines freien Teilchens mit der Masse M. Bei abwesenden äußeren 
Kräften bewegt sich der Schwerpunkt wie ein freier materieller Punkt. Die 
einfachste spezielle Lösung der Gleichung (104, 17) ist die DE BRoGLIEsche 
Welle r 
1 5 Ei-72X-mY-92) 

€ (104, 19) 

(2rch)} 


Sieist außerdem, wie sich aus (104, 9) ergibt, die Eigenfunktion des Operators 
des Gesamtimpulses p,, p,, P,, die zu den Eigenwerten p,, P,, P, gehört. 
E ist der Eigenwert der kinetischen Bewegungsenergie des Systemschwer- 
punkts: 


D(X,Y,Z,t)= 


l 
E= Sy P + +). 
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Die Wellenlänge A dieser Wellen ist, wie sich aus (104,19) ergibt, ebenso 
wie für ein Elementarteilchen, 


2rch 2rch 5 
i=—Z - wPr-ietmntm (104, 20) 
wo V die Gruppengeschwindigkeit des Schwerpunkts ist. 

Diese Schlußfolgerung ist wichtig, da sie besonders hervorhebt, daß die 
DE BrogLieschen Wellen nicht irgendwelche mit der Natur (z. B. der Struk- 
tur der Teilchen) verbundene Schwingungen sind, sondern im Quanten- 
bereich das allgemeine Gesetz der Bewegung freier Teilchen oder das Be- 
wegungsgesetz des Schwerpunkts eines nicht unter der Einwirkung von 
äußeren Kräften stehenden Systems ausdrücken. 


8 105. Das Gesetz der Erhaltung des Drehimpulses eines Systems von Partikeln 


Wir setzen ein System von N Teilchen voraus und bezeichnen die Pro- 
jektionen des Drehimpulses eines Teilchens * auf die Koordinatenachsen 
mit mk, m}, m}: 


[0] ö 
EN RN Ze u — 
m; = in(% DE; 2 35) (105, 1) 
0 [0] 
E—.; ger ; 
m, = ih (a 2 % 3) fi (105, 1 ) 
[0] ö 
Bi BEER, ee ren „ 
m, — in(® dy Yr 3)" (105, 1 ) 


WO %;, Ye, 2% die Koordinaten des Teilchens &% sind. 

Dementsprechend bestimmen wir die Operatoren der Komponenten des 
Gesamtimpulsmoments des ganzen Teilchensystems, m,, m,, m, nach den 
Formeln 


N 
m, = 3 mt, (105, 2) 
k=1 
N 
m, = 3 mt, (105, 2°) 
k=1 
N 
me De, (105, 2”) 
k=1 


Wir wollen zeigen, daß der Operator des zeitlichen Differentialquotientendes 
Drehimpulses gleich dem Moment der auf das System einwirkenden Kräfte 
(genauer, gleich dem Operator des Kräftemoments) ist. Nach der allgemeinen 
Definition des Differentialquotienten eines Operators haben wir 


dm, 


“2 - Z (Hm, — m,R). (105, 3) 
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Der Hamıtrtonoperator H ist nach (102, 6°) 
N x N 
H=Y er v2+ 2 +0 (105, 4) 
N% k+j 


Bei der Berechnung der Operatorenvertauschung in (105, 3) müssen wir 
berücksichtigen, daß jeder Summand m im Operator m, nur auf jene Glieder 
von H einwirkt, die die Koordinaten des Teilchens k enthalten. 

Die Operatoren v? sind mit dem Operator m* vertauschbar. Wir wissen, 
daß wir den Operator der kinetischen Energie in folgender Form darstellen 
können: 

Ro, (mi)? 
2m, MmerzT 


u (105, 5) 


wo T,, der Operator jenes Teils der kinetischen Teilchenenergie ist, der der 
Bewegung des Teilchens in Richtung des Radiusvektorst,entspricht,und (m)? 


das Quadrat des Drehimpulses des k-ten Teilchens ist. m& ist sowohl mit T,, 
h2 

als auch mit (m%)? vertauschbar. Daher ist m* auch mit — 3 v2 ver- 

tauschbar. au 


Wir berechnen jetzt die Vertauschung von m“ und U;: 


ER", RER N ET FE 
U, m; m;Ü; ch [v.(u d2, 3) (" Ö2, Lrp 2 


OU, OU, 
= ln Er — 2% a) ; (105, 6) 
Schließlich suchen wir noch die Vertauschung 
[0] U [0] U;; 
U,,mi — miU,,= in(% Era 2, 5 
., 90; %— 2% Y%—Y a oU,, 1 
=ih ! = Yng AN we Ei 
® Orr, (1 rn, 2% rn ih (2. Y; — 2,%x) dr,, nn, 
(105, 7) 
Setzen wir (105, 6) und (105, 7) in (105, 3) ein, so finden wir 
dm N/ OU, El OU,, 1 
= — —— — 4. — 2 2) —— — 
dt Zu 02, "oye rer Gr Yet) Or, Tu 


Die letzte Summe ist Null, wovon wir uns sofort überzeugen, wenn wir die 
Indizes k und j vertauschen. Wir bekommen daher 


dm | U, _ - 


u (105, 8) 
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Der rechts stehende Ausdruck ist nichts anderes als der Operator der Pro- 
jektion des Gesamtdrehmoments auf die x-Achse. Auf gleiche Weise erhalten 


wır 
dm, es N OU, OU, f 
dt = z ( — % ze) » (105, 8 ) 
dm, m: au OU, OU, „ 
= - 2a = a) (105, 8”) 


Wir erhalten somit den aus der klassischen Mechanik bekannten Satz: Die 
Änderung des Drehimpulses in der Zeiteinheit ist gleich dem Moment der auf 
das System einwirkenden äußeren Kräfte. Ähnlich wie der Satz vom Gesamt- 
impuls wird auch dieser Satz in der Quantenmechanik für Operatoren formu- 
liert. 
Ist das Moment der äußeren Kräfte gleich Null, so bleibt der Gesamtdreh- 
impuls des Systems erhalten: 
dm, dm, _ dm, 


Tal: ala 7 =(. (105, 9) 
Folglich ändern sich bei fehlenden äußeren Kräften weder der Mittelwert m, 
m,, m, des Drehimpulses noch die Wahrscheinlichkeiten w(m,), w(m,), 
w(m;), einen bestimmten Wert für eine beliebige Drehimpulskomponente zu 
finden, mit der Zeit. 

Berücksichtigt man den Spin der Teilchen, dann muß der Operator des 
Gesamtdrehimpulses nach folgenden Formeln ermittelt werden: 


N 
m,= 2% (mi + s}), (105, 10) 
k=1 
N 
m, = 3 (mi + s}), (105, 10°) 
k=1 
N 
m, = 5 (mi + s}), (105, 10”) 
£=1 


wo st, s}, s? die Operatoren (zweireihige Matrizen) der Komponenten des 
mechanischen Eigenmoments (Eigendrehimpulses) des %-ten Teilchens sind. 
Der Satz der Erhaltung des Gesamtdrehimpulses bleibt auch für diesen Fall 
gültig. Sind keine auf die Spins einwirkenden Kräfte vorhanden, so unter- 
scheidet sich die Beweisführung dieses Satzes in nichts von dem vorher ge- 
brachten, da unter dieser Voraussetzung der HAMILTONoperator des Systems 
mit sämtlichen Operatoren 8, vertauschbar ist. 

Da die Operatoren m*, m}, m&, st, s}, sf, die verschiedenen Teilchen (ver- 
schiedenes k) angehören, untereinander vertauschbar sind, so kann man nach 
den bekannten Regeln für die Vertauschung der Komponenten des Bahn- 
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moments (25,5) und Spinmoments (59, 1) leicht die Vertauschungsregeln 
für den Gesamtdrehimpuls des Teilchensystems finden: 


m,m, — m,m, =ihm,, (105, 11) 
m,m, — m,m, =ihm,, (105, 11’) 
m,m, — m,m, = ihm,. (105, 11”) 
m:m, — m,m? =, (105, 12) 
m:m, — m,m? =0, (105, 12’) 
m?’m, — m,m’=0, (105, 12°) 


wo m? der Operator des Quadrates des Gesamtdrehimpulses ist: 
m? = m? + m}, + m). “ (105, 13) 


Weiter unten wird auf Grund dieser Vertauschungsregeln bewiesen, daß der 
Gesamtdrehimpuls eines Teilchensystems sich nach folgenden Formeln 
quantelt: 

m?=MJ(J +1), (105, 14) 


m, =hm,, Im,| s J, (105, 15) 


wobei .J entweder eine ganze Zahl 0, 1, 2, 3... oder ein ganzzahliges Viel- 
faches einer halben Sn = =. 
Spins. Die Ungleichung |m,| < J bedeutet, dadßBm,=J, J—1,J —2, ..., 
— J ist. Anders gesagt, wir haben insgesamt 2. + 1 quantenmechanische 
Orientierungen des Gesamtdrehimpulses in bezug auf eine beliebige Rich- 
tung 2. 

Wir bemerken, daß J für eine gerade Zahl Elektronen stets eine ganze, für 
eine ungerade ein ganzzahliges Vielfaches einer halben Zahl ist, da ein Elek- 


..., ist, je nach der Zahl der Teilchen und ihres 


tron halbzahligen Spin 5 besitzt. 


Die Komponenten (105, 2, 2’, 2’) des Gesamtbahndrehimpulses 


Mm, — > m, (105, 16) 
k=1ı 
und des Gesamtspinmoments 
N 
=, (105, 17) 
k-1 
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folgen den gleichen Vertauschungsregeln wie die Komponenten des Gesamt- 
drehimpulses. Sie quanteln sich daher nach den analogen Formeln 


mi =MLL+1), L=0,12,3,... (105, 18) 
m,,—=hm,, |m,| <L. (105, 19) 
m; = RS(S +1), s‘=(, l, 2, 3, ... oder 8 =2.2,2.... (105,20) 


m;s=hm,, |m;|=<sS8. (105, 21) 


Bei gegebenem Wert des Gesamtbabndrehimpulses L und gegebenem Wert 
des Gesamtspinmoments S sind je nach der gegenseitigen Orientierung der 
Vektoren m, und m, verschiedene Werte von J möglich. Abb. 45 (S. 253) 
kann als Veranschaulichung der Addition dieser Drehimpulse dienen. 

Offensichtlich kann J sämtliche Werte von L-+ $, entsprechend der 
parallelen Orientierung von m, und m,, bis |L — S|, entsprechend der anti- 
parallelen Orientierung dieser Vektoren, annehmen, d. h. 


JETis lot =i, [2822.57 >38, a0) 


Insgesamt sind (28 + 1) Werte vorhanden. Alle Zustände mit dem gleichen 
L und S bilden ein Multiplett, eine Gruppe von Niveaus, die infolge der 
schwachen Wechselwirkung zwischen Spin und Bahnbewegung (vgl. $ 65) 
benachbart liegen. Die Zahl der Niveaus beträgt im Multiplett, wie wir sahen, 
2S +1 

Der Gesamtdrehimpuls J des Systems, sein Bahndrehimpuls L und Spin- 
moment 8 kennzeichnen den Term des ganzen Atoms. Wie für ein Elektron 
(vgl. $65) werden die Terme mit L=0,1,2,3,,.. (diesmal mit großen 
Buchstaben) entsprechend als 8,P,DF,... bezeichnet. Rechts unten wird 
das Zeichen angefügt, das den Wert des Gesamtdrehimpulses J angibt, links 
oben das Zeichen, das die Multiplizität des Terms angibt und damit gleich- 
zeitig auch den gesamten Spin anzeigt. Zum Beispiel bedeutet “P; den 


Term, für den L=3, J = 5’ Ss- . 08; bedeutet den Term mit L= 0, 
5 5 
er 


Die Formel (105, 15) läßt sich sofort beweisen, wenn man bemerkt, daß die einzelnen 
Glieder der Summe (105, 10°) untereinander vertauschbar sind und folglich gleichzeitig 
so in Diagonalform Eebradk meren können, daß der Eigenwert von m, gleich der Summe 
der Eigenwerte von m -- ., ist. Aber die Eigenwerte der letzteren sind gleich hmk, wo 
m& eine ganze Zahl oder ein ganzzahliges Vielfaches einer halben Zahl ist, je nach dem 
Wert des Teilchenspins. Daher ist (wir lassen den Index J weg) 


N N 
= Yhmk=hm, m= ) mE. (105, 23) 
k=1 1 
Um die Eigenwerte von m? zu bestimmen, führen wir die Operatoren 
4=m,-+im,, B = m, — im, 
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ein. Unter Verwendung von (105, 12) erhalten wir 
Am, —- m,A=-hA, Bm, — m,B=+hB. (105, 24) 


Wir schreiben nun diese Gleichungen als Matrizenprodukte auf, wobei wir die Dar- 
stellung wählen, in der m, diagonal ist. Wir erhalten dann 


A, machm’ -hmA. nom — hAm 
Ba m’ hm’ — hm’ Bu m + hBy m’ 
oder 
Ay mm’ - m’+1)=0, Bumelm” - m —1)=0. (106, 26) 


Daraus folgt: Die einzigen nicht verschwindenden Elemente von A und B sind 
Am,m-ı und Bu,m-1- Der Operator des Quadrats des Gesamtmoments m? kann auf 
zweierlei Art durch die Operatoren A und B ausgedrückt werden, nämlich 


m: = AB + m? — hm, (105, 27) 
=BA+ m! + hm,. (106, 27°) 
Daraus folgt 
h2 h\: 
AB=Smr 7, (mı - 3) (105, 28) 
h2 h\3 
BA=m!+ 7 — (m: + 3) R (105, 28°) 
Nehmen wir das Diagonalelement (m, m) dieser Gleichungen, so erhalten wir 
ha 1\2 
(A Blum = Amm-ı BEn-ı,m = m? + We h2 (m = 3) , (105, 29) 


h® 1\8 
(BA)mm = Bm,m+ıAm+ı,m = m’ + Erz ie (m = 3) . (105, 29°) 


Wir nehmen jetzt die Größe m? als gegeben an. Dann sind die möglichen Werte von | m) 
begrenzt. Denn es gilt 
m? = m} + m}, + m}, 
und der Eigenwert von m? + m}, kann nıcht negativ sein. Wir bezeichnen nun den niedri- 
geren Wert von m mit m’ und den höheren mit m’. Dann folgt aus (105,29) und (105,29°) 

(da Amı, w-ı 7 0, Bar, „-ı 7 O und Ay’ +.,m" = 0, Ba’ m’ +1 = 0): 


Daraus folgt 
m? 1 
. > - y er zT (106, 30) 
1 m? 1 
Pan DER T = YF JE 7 (106, 30°) 
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Die Differenz m’’ — m’ + 1 ist eineganze Zahl, diegleichderZahlder verschiedenen mög- 
lichen m, bei gegebenem m? ist. Wir setzen m’’ — m’ +1 = 2J +1. Dann erhalten 
wir aus (105, 30) und (105, 30) * 


ee LE 
a en 
oder 
mi=RJ(J +1). (105, 31) 


Infolge der Gleichberechtigung der positiven und negativen Werte von m, müssen 
wir m’ gleich — m’ setzen. Das ergibt zusammen mit (105, 15): 


1 3 
Im|<J, w m=0,+1,+2,..,+.J oder m-t 3, ty» 3J- 


Bei der Beweisführung verwandten wir nur die Vertauschungsregeln für die Opera- 
toren der Impulsprojektionen (105, 11). Da den gleichen Vertauschungsregeln getrennt 
für sich auch die Projektionen des Operators des Gesamtbahndrehimpulses (105, 16) und 
des Gesamtspinmoments (105, 17) folgen, so sind damit zugleich auch die Formeln 
(105, 18), (105, 19) und (105, 20), (105, 21) bewiesen. 

Aus diesen Formeln und aus (105, 14) folgt, daß der Operator des skalaren Produkts 


2zmm, = m? — m}, = m} 
die Eigenwerte 
zum, = WI +) LL+ND+SSH+D) (105, 32) 


besitzt,so daßdie Formel (64,14) fürein Teilchen einen Sonderfall von (105, 32) darstellt. 
Wiederholt man die Überlegungen des $ 74, kann man leicht die Formel für die Energie 
eines Teilchensystems in einem Magnetfeld ableiten: 


rn JJ+)- UKL+D+S$+1 
2J(J +1) 
so daß (74, 23) den Sonderfall von (105, 33) fürein Teilchen darstellt. Die Formel (105,33) 


gibt die Niveauaufspaltung im Magnetfeld für ein System von Elektronen (kompli- 
ziertes Atom) an. 


W=hO,m 1 R (105, 33) 


8 106. Die Figenfunktionen des Operators des Drehimpulses eines Systems. 
Die CLEessca-GoRDAN-Koeffizienten 


Die Eigenfunktionen des Operators des Gesamtdrehimpulses eines Systems 
sind komplizierte Funktionen der Winkel- und Spinfunktionen des Systems 
und der Quantenzahlen. Man kann sie jedoch häufig durch Eigenfunktionen 
von Drehimpulsen von Teilsystemen ausdrücken. 

Wir betrachten als einfachsten Fall ein System, das aus zwei Teilsystemen 
bestehen möge. Die Operatoren der Drehimpulse der Teilsysteme, die mit- 
einander vertauschbar sein sollen, seien m, und m,. Sie können Bahndreh- 
impulse und Spins von zwei Teilchen, Bahndrehimpulse und Spin eines Teil- 
chens usw. darstellen. 

Der Gesamtdrehimpuls soll ein Integral der Bewegung sein. Der Zustand 
des Systems kann durch die Quantenzahlen j}, j2, 9}, Mg (jı; ja sind die 
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Quantenzahlen der Drehimpulse der Teilsysteme und m,, m, die Quanten- 
zahlen der z-Komponenten der Drehimpulse) oder durch die Quantenzahlen 
J, m, jı , ja charakterisiert werden (J und m sind die Quantenzahlen des Ge- 
samtdrehimpulses und seiner z- Komponente, wobei m = m, + my gilt [vgl. 
(105, 23)]). 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Wellenfunktionen des Systems durch 
die Wellenfunktionen der Teilsysteme auszudrücken. 

Die Funktionen Y;,m, (Yj,m,) mögen gemeinsame Eigenfunktionen der 
Operatoren m} (m}) und m,, (m,,) sein. Dann! ist das ProduktY,„, Y;,m, 
Eigenfunktion des Operators der 2-Komponente des Gesamtdrehimpulses 


Mm, = m. + Mg, 
zum Eigenwert m = m, + m,. 
Mit y7,;,;, bezeichnen wir die gemeinsame Eigenfunktion der Operatoren 
m? und m,. Sie kann als Linearkombination der Produkte Y;,m, Y;,m, ge- 
schrieben werden: 


Win = 3: er (dem my | Jm) Y;m, Im: (106, 1) 


m =-jı 


Die Koeffizienten (j,j, m, m,| J m) sind reelle Zahlen. Man nennt sie CLEBSCH- 
GorDan-Koeffizienten.!) Sie sind für m + m, + m, gleich Null, so daß die 
Doppelsumme in (106, 1) in Wirklichkeit eine einfache ist. Die Funktionen 
Yy;,, hängen von denselben Variablen ab wie die Funktionen Y,;,„, und Y;,m,- 
Ist insbesondere eine von ihnen eine Winkel- und die andere eine Spinfunk- 
tion, so hat man es mit einer Spin-Winkel-Funktion y7;, ;, zutun. Gerade dieser 
Fall wurde im $ 64 betrachtet, wo die Eigenfunktionen des Operators des Ge- 
samtdrehimpulses (Spin- und Bahndrehimpuls) eines Teilchens gesucht wur- 
den. Die Koeffizienten bei Y;,„ und Y, „+ 1in den Formeln (64,28) und (64,28°) 
sind die CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten für j, =!/,.?2) Für die Spinfunk- 
tionen werden in diese Formeln ihre Werte eingesetzt (0,1). 

Der Ausdruck (106, 1) gestattet eine inverse Transformation: 

ht 
Y;mı Y;,m, = >) 5 (jjam, m, |J m) Wahr: (106, 2) 


J= lı-3sl m= 


(Die Summe über m enthält praktisch nur den einen Term mit m =m, + 
+ mz.) 

Aus der Bedingung, daß die Funktionensysteme Y;„ und y7;,j, orthogonal 
sein müssen, ergeben sich die folgenden Orthogonalitätsbedingungen für die 


I) Näheres findet man im Buch von E. U.CoNnpon und G, H. SHORTLEY, Theory of 
Atomic Spectra, Cambridge University Press, London, 1935. 

Bezüglich der Bezeichnungen vgl. A.C. Naszınos, Teopun atomHoro Anpa, Moskau 
1958 (Deutsche Übersetzung: A.S.DawxvDow, Theorie des Atomkerns, VEB Deutscher 
Verlag der Wissenschaften, Berlin 1963). 

2) Die Größen m, Zund m + !/, in den Formeln (64,28) antsprechen m,, j, und m in 
(106,1). 
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CLEBSCH-GORDAN-K effizienten: 


)> ; Bi (njamımg|J m) Griemıma|J" m’) = Özyrömm (106, 3) 
meh m--h 
ht 
PR = (nam m;|I/m) (jjgmımz|/m) = Ömımi Ömg ms » (106, 4) 
2J l 
3 2, ‚am meld m) (jjgmım;|Jm) = eu udn Örmg my- 
m=-J) m= 2j + 1 


(106, 5) 


Die CLEeBscH-GorDAn-Koeffizienten genügen ferner den Symmetrie- 
beziehungen 


(jamıma|/m) = (- Mi th (jije, — m, — m |J, — m), (106,6) 


(1jamım,|Jm) = (— 1 +57 (5,5, mym,|J m), (106, 7) 

Y2jı + 1 Giijamımz| Im) = (- 1ıtm 27 + 1(Jjz, — m, maljı, — mı), 
(106, 8) 

V253 + 1 Gıjamımz|Jm) = (- YYım 727 + 1GıJmı, — mlijg, — ms), 
(106, 9) 
y2jı + 1 Grjamımz| Jm) = (- Yiy+m Y2J + 162, J/ my, — mlj,, — m). 
(106, 10) 


Im folgenden geben wir Tabellen der CLEBSCH-GoRDAN-Koeffizienten für 
ja="/, und 1 an. 

Wegen der Symmetrieeigenschaften der CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten 
können diese Tabellen in allen Fällen benutzt werden, in denen irgendeine 
von den Quantenzahlen 5, , 5, , J gleich t/, bzw. 1 ist: Wir geben noch die Werte 
bestimmter CLEBSOH-GorRDAN-Koeffizienten an. Für J = j, + ja gilt 


Gıle AlJ/I) = Gier in all, -N=l (106, 11) 


CLEBscH-GoRDan-Koeffizienten (j, !/; m, m,| J m) 


J | m m = — !b 
it (# +m+ a" (# -m+Y! % 
’ 2j, +1 2; +1 


2 +1 


Fr) rn) 
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CLEBSCH-GoRDAN-Koeffizienten (j, 1 m, mz|J m) 


Gıtm)(hitm+ I" E —-m+1l)(j, +m +1] 
@hi +DG+) | 


(25, + D(2j, +2) 
m 


m 


him) m+ zu 
“hi +) @ı +2) I 


E = m) (ih an m u 


[hitm)(i-m+ a" 


= 71° 2E, 0 Yıd+n Zjılı + 1 
ij han _ % m) (ji + =)" B +m +1); + wi 
e [| Si@ei+) |] ij +) 2j,(2jı + D 


für beliebige j, und j,. Für den Fallder Addition von zwei antiparallelen Spins 
haben wir 


1 
a; —Y,, 45 —Y) al (2), Ya, —1},, Yal 00) Yu 177 & (106, 12) 
d.h., die Wellenfunktion eines Systems mit zwei antiparallelen Spins ist 


1 
8 (8,15 &2) = 172 [8 +1,(81)8-2, 823) — 8-,(8&1)8+ 2, (822)) 1106, 13) 


[(vgl. 121, 13)]. 
Die allgemeine Formel für CLeBscH-GoRDAN-Koeffizienten findet man in 
einer Arbeit von WIGNER.!) 


8 107. Der Zusammenhang der Erhaltungssätze mit den Symmetrie- 
eigenschaften von Raum und Zeit 


Der physikalische Raum ist homogen und isotrop. Die Zeit besitzt die Eigen- 
schaft der Homogenität. Hinsichtlich reversibler Prozesse sind ferner die Vor- 
zeichen der Zeit gleichberechtigt. 

Die genannten Eigenschaften von Raum und Zeit kommen in den grund- 
legenden Erhaltungssätzen der Quantenmechanik für ein abgeschlossenes 
System zum Ausdruck. 


A. Der Energieerhaltungssatz 


Wir untersuchen die Folgerungen, die sich aus der Homogenität der Zeit er- 
geben. Die Zeit werde um die infinitesimale Größe At verschoben. Dabei geht 
die Wellenfunktion y des Systems in y’ = y(Ty, Tg, ---,Ty,6 + At) über. Wir 
können uns die Änderung der Funktion durch die infinitesimale unitäre 
Transformation 8, bewirkt denken (vgl. $ 28): 


v'=S,y. (107, 1) 
1) E.P. Wıanzr, Gruppentheorie, Braunschweig, 1931. 
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Dabei ist S,—=1 + iL at (List ein hermitescher Operator). 
Andererseits gilt 


d 
v-y-Zra, 
und durch Vergleich mit (107, 1) folgt 


Iy 2 
2:73 =:ı Ly. 
Diese Gleichung stimmt mit der SchröDInGERgleichung überein, wobei 
1 
L u. % H . 


Wegen der Homogenität der Zeit müssen L und daher auch H zeitunab- 
hängig sein. Es gilt also d H/dt = 0, mithin auch 
dH 
—<—- =[H, H)=0. (107, 2) 
dt 
Diese Gleichung drückt den Energieerhaltungssatz für ein abgeschlossenes 
System aus. 


B. Der Impulserhaltungssatz 

Wir betrachten ein abgeschlossenes System von Teilchen und verschieben alle 
Koordinaten (Radiusvektoren) tr, um die infinitesimale Größe Ar. Es gilt 
dann 


N 
y=ylyu + Ar... wtarnt) =ylm..,Imi)+ = v,y, (107,3) 


wobei v, der Gradient bezüglich der Koordinaten des k-ten Teilchens ist. 
Betrachtet man diese Verschiebung als infinitesimale unitäre Transforma- 
tion 
S,=1-+igar, 


wobei g ein hermitescher Operator ist, so finden wir 


N 
gen. (107, 4) 
k=1 


Der Operator g unterscheidet sich nur durch den Faktor } vom Operator p 
des Gesamtimpulses des Systems (103, 1). 

Da die Verschiebungen im Raum (S,) und in der Zeit (S,) in beliebiger 
Reihenfolge durchgeführt werden können (bei Abwesenheit äußerer Kräfte), 
sind S, und S, miteinander vertauschbar, d.h., esgilt [L, g] = 0 und folglich 
auch [$, H] = 0. Die letzte Beziehung bedeutet 


dp. 
Fra (107, 5) 


Der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems bleibt also erhalten. 
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C.Der Drehimpulserhaltungssatz 


Wir betrachten eine infinitesimale Drehung eines Systems im isotropen 
Raum bezüglich der z-Achse um den Winkel Ay,. Die Drehung führt zur Än- 
derung der Koordinaten des k-ten Teilchens um 


Ay = y AP, — 89,0). (107, 6) 


Die neue Funktion y = y(t, 4 Aty,..„Ty+ Aty,t) kannausder alten 
mit Hilfe der infinitesimalen unitären Transformation 


S, =1+ iM, a9,,y' = Sy (107, 7) 
gewonnen werden. 
Andererseits erhält man bei Berücksichtigung von (107, 6) 


N Iy Iy 
vn + at tt a Ye) gu) a 
(107, 8) 
Vergleicht man (107, 7) mit (107, 8), so findet man 
Bei (7) d 
Mid mau an) = 


d.h., M, unterscheidet sich nur durch einen Faktor vom Operator m, der 
#Komponente des Gesamtdrehimpulses. Analoge Beziehungen erhält man 
für die Drehungen um die beiden anderen Achsen. Es gilt also 


D — 
S,=1- z"a9 (107, 10) 


wobei m der Operator des Drehimpulses des Systems ist. 

Wegen der Isotropie des Raums und der Homogenität der Zeit sind die 
Operatoren S,und S, und folglich m und H miteinander vertauschbar. Es gilt 
also [m, H] = 0. Daher folgt 

dm 


= °. (107, 11) 


Der Drehimpuls des Systems ist also ein Integral der Bewegung. 


D. Das Gesetz von der Umkehrbarkeit der Prozesse in der Quanienmechanik 


Wir betrachten die Operation 7 der Zeitumkehr (t > —t). Die Bewegungs- 
gleichungen sind im Falle reversibler Prozesse. Invariante dieser Transfor- 
mation. In der Quantenmechanik sind alle Prozesse reversibel.!) Daher muß 
der Operation 7 eine bestimmte unitäre Transformation der Wellenfunktion 
und der Operatoren entsprechen, welche die Eigenschaft der Umkehrbarkeit 
ausdrückt. 


1) Diese Feststellung bezieht sich nicht auf den Meßprozeß, der auch irreversibel sein 
kann. 
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Wir betrachten zuerst die ScHRÖDINGERgleichungohneelektromagnetisches 
Feld: 


X. ER: e 


Ersetzen wir t durch -.t, so erhalten wir 
TE ng. (107, 1%) 


wobei 9 = pls... 1m —E) = Sp- 
Vergleicht man (107, 12’) mit der ScHRöDIngERgleichung für die kon- 
jugiert komplexe Funktion 


* 
ih Y = Hy*, (107, 12”) 
so findet man 
v=S,y=y*. (107, 13) 


Die Bewegung in zeitlich umgekehrter Folge wird also durch die konjugiert 
komplexe Funktion beschrieben. 

Im Falle geladener Teilchen, die sich in einem äußeren elektromagnetischem 
Feld bewegen, muß man außer der Zeit auch die Vorzeichen des Magnetfeldes 
und des Spins umkehren: 


S,4= WAS, (107, 14) 
S,0 = —05,. (107, 15) 
In der Tat geht die Pavrigleichung (61, 5) 
., 0y 1 5 EN eh _ 
% mr tie) ee v (107, 16) 


bei den Substitutionen t > —t A > -W 6 > -9, 9 = rt A > — Hin die 
Gleichung für die konjugiert komplexe Funktion y* über, d.h., sie bleibt 
wegen (107, 13) erhalten.!) 


E. Der Paritätserhaltungssatz 


Wir betrachten nun die Inversion P(x > — x, y> —-9,2> —2), die dem 
Übergang von einem rechtshändigen in ein linkshändiges Koordinatensystem 
entspricht. 

In unserem Raum gibt es keinen Unterschied zwischen Rechts- und Links- 
schrauben. Die Theorie muß also invariant gegenüber der P-Transformation 
sein. Diese Forderung bedeutet eine Bedingung, der die möglichen HAMILTON- 
operatoren genügen müssen: 

PH = HP. (107, 17) 


1) Zu diesem Vorgehen vgl. $ 44 und die Fußnote auf S.120. 
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Die entsprechende unitäre Transformation der Wellenfunktion ist 
; "= yp(—z, —y, —z2,t) =Py(z, y, 2,8). (107, 18) 


Die Gl. (107, 17) bedeutet, daß der Operator der Inversion ein Integral der 
Bewegung ist: 


—=0. (107, 19) 


Offensichtlich gilt 
Py=+py. 


Daraus ergibt sich, daß die Eigenwerte des Operators P gleich +1 sind. Zu- 
stände mit p = +1 nennt man Zustände mit gerader Parität, solche mit 
p = — 1 Zustände mit ungerader Parität. 

Wenn der Zustand zu irgendeinem Zeitpunkt eine bestimmte Parität be- 
sitzt, so kann sich die Parität wegen (107, 19) nicht ändern. Die Parität ist 
also eines der Merkmale, die ein quantenmechanisches System charakterisie- 
ren. 

Die Parität ist inbesondere für ein Teilchen im Zustand mit dem Bahndreh- 
impuls ! gleich (—1)! (8 25). Für ein System von Teilchen mit den Dreh- 
impulsen 2}, ...,2, wird die Parität des Zustandes durch die Parität des Pro- 
duktes von Yym,» ---» Yızm„ bestimmt, was (— 1)ı++---+1v ergibt. 

Abschließend weisen wir auf den folgenden Umstand hin. Befindet sich das 
quantenmechanische System nicht im leeren Raum, sondern in irgendeinem 
Medium, in einem äußeren Feld oder innerhalb eines Kristalls, so haben Sym- 
metrieeigenschaften des Mediums die Existenz gewisser Bewegungsintegrale 
zur Folge. 

Es befinde sich beispielsweise ein Atom in einem Kristall, und es sei eine 
Symmetrieachse n-ter Ordnung vorhanden, so daß das Medium bei einer 
Drehung um den Winkel 2r/n in sich selbst übergeht. Die Operation der 
Drehung um den Winkel 2r/r ist dann ein Integral der Bewegung, und die 
Wellenfunktion 9 des Atoms wird dabei einer bestimmten unitären Trans- 
formation unterworfen. 
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XVII. Die einfachsten Anwendungen 
des Mehrkörperproblems 


8 108. Die Berücksichtigung der Kernbewegung in Atomen 


Bei der Untersuchung der Bewegung des Leuchtelektrons im Atom setzten 
wir voraus, daß der Atomkern ruht (als Mittelpunkt des Zentralfeldes). Eine 
solche Näherung stimmt um so besser, je größer die Kernmasse m ist. Unter 
Verwendung des vorhin bewiesenen Schwerpunktssatzes können wir die 
Korrekturen berücksichtigen, die durch die endliche Kernmasse bedingt sind. 
Unter Berücksichtigung der Kernbewegung wird die Gleichung für die Be- 
stimmung der Energie E und der Eigenfunktion Y„ wie folgt lauten: 
m [0% 02 02 n2 / 9% 02 02 
| Im, 3 Fat 32) Im, (32 res 32) * 


+ U(r)P=EY, (108, 1) 
wo m, die Masse des Kerns, z,, yı, 2ı seine Koordinaten, m, die Masse des 
Elektrons, x,, Y,, 2, seine Koordinaten und r der Abstand zwischen Kern und 
Elektron sind: 

r= a 2’+M-m’+ la 2°. (108, 2) 


Führen wir gemäß (104, 3) die Jacogıschen Koordinaten ein, so bekommen 


wir 
m]% + Max 


& = -u=-t, &, en X, (108, 3) 
= un Te _y 108, 3’ 
m=-Nnh=Y Ms Se » (108, 3°) 
Mj% + Mg2, „ 

—— —=7%, = —ı 22 =Z, 108, 3 
he S C m, + m, ( ) 


so daß £,, 7, &,, in diesem Fall die Relativkoordinaten von Kern und Elek- 

tron, X, Y, Z die Koordinaten des Schwerpunkts von Elektron und Kern 

sind. In diesen Koordinaten nimmt der Hamittoxoperator in der Glei- 

chung (108, 1) nach (104, 10) folgende Form an: 

R /8Y 0:y 02yp h2 (02Y 0°y 0y 
| ) (a= Tr: ) 

+ Ulr)Y =EY, (108, 1’) 


2m or '9ar ' 92) 2u 
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worin 
+... (108, 4) 


Wir separieren die Variablen X, Y, Z wieim $ 104 [s. (104, 15)]: 


2) = SRMKtmr+ 9:2) 


Y(X,Y,Z,x,y, Y(z, y, 2). (108, 5) 


Diese Lösung bedeutet die freie Bewegung des Atomschwerpunkts mit dem 
Impuls p,, ?,, ?,. Für die die Relativbewegung beschreibende Funktion 
y(z, y, 2) erhalten wir 


R (ty Ay Oy = 
3, (98 oe ae Um ZEr uere) 
wo 
2 
En I A RE AR (108, 7) 


Die Gleichung (108, 6) entspricht der Gleichung für die Bewegung eines Teil- 
chens mit der Masse v in einem gegebenen Kraftfeld U (r). e hat die Bedeutung 
derinneren Atomenergie (der Energie der Relativbewegung), und die Gesamt- 
energie E setzt sich aus der Energie e der Relativbewegung und der kine- 


he Enek p° 
tischen Energie 2M 


des Atomschwerpunkts zusammen. Als wir das Problem 


der Bewegung des Elektrons im Atom lösten, hatten wir es mit derselben 
Gleichung wie (108, 6) zu tun, nur daß an Stelle der reduzierten Masse u die 
Masse des Elektrons stand. Wir brauchen daher nicht mehr das Problem der 
Elektronenbewegung im Atom unter Berücksichtigung der Kernbewegung 
neu zu lösen. Um jetzt e und y(z, y, z) zu finden, genügt es, in allen bisherigen 
Formeln die Elektronenmasse durch die reduzierte Masse u zu ersetzen. Da 
die Kernmasse m, beträchtlich größer als m, ist, so folgt aus (108, 4), daß 
u = m,, so daß die durch die Kernbewegung verursachten Korrekturen von 
e und y klein sein werden. Betrachtet man die Kernmasse als unendlich groß, 
dann ist u = m, (der Elektronenmasse). Unter dieser Voraussetzung fanden, 
wir im $ öl den Wert der Ryppgekekonstanten R (wir werden sie jetzt mit R, 
und die Elektronenmasse mit m, bezeichnen) als 


4 
eim, 


u = 


(108, 8) 


Wir sehen, um den wirklichen Wert der RypseErekonstanten, die die opti- 
schen Frequenzen eines sich im CovLom»feld bewegenden Elektrons be- 
stimmt, zu erhalten, muß man m, durch die reduzierte Masse u ersetzen. 
Da u für verschiedene Atome verschieden ist, gestattet dies, aus Spektral- 
beobachtungen die Masse des Elektrons zu finden. Das wurde von Houston 
durch genaue Messungen der Linien H, und H, des Wasserstoffs und ihren 
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Vergleich mit den entsprechenden Linien des Ions He* getan. So ist z.B. 
beim Wasserstoff für H, die Frequenz v, 


wo Ry die Rypserekonstante für Wasserstoff ist. Beim Heliumion erhalten 
wir für den gleichen Quantenübergang 

1 1 20 

Yne = Ru = =) = 


wo Ry. die Rypserekonstante für He* ist. Der Faktor 4 tritt hier deswegen 
auf, weil die Größe der Atomterme (s. $51) dem Quadrat Z? der Kernladung 
proportional ist. Die Kernladung des Heliums ist aber doppelt so groß wie die 
Kernladung des Wasserstoffs. Aus den vorigen Formeln folgt 


— Yyo — 

4 N 5 Une — Ku 

— Ole TB 108, 9 
Y vs = ( ) 


WO 4pe und #5 die reduzierten Massen des Heliumions und des Wasser- 
stoffs sind. Nach (108, 4) haben wir 


a | 1 
ee ee (108, 10) 
Eu My Mz Uue Mpe Mg 


wo m, die Masse des Wasserstoffkerns, my, die des Heliumkerns ist. Setzen 
wir das in die vorhergehende Formel ein, so bekommen wir 


Me ea Me (108, 9) 


A Me + Mg Ma 


Wir ersehen daraus, daß wir nach spektroskopischer won von » bei 
bekannten Atomgewichten von H und He das Verhältnis — ——, d.h. das 


„Atomgewicht‘‘ des Elektrons berechnen können, da wir die onen 
von H und He kennen. Auf diesem Wege fand Houston 


2 _ 0,000548, — — 1838,2 + 1, 8. (108, 11} 


My 3 


Dieser Effekt bietet auch eine Möglichkeit, die Masse von Isotopen zu be-. 
stimmen; denn die den gleichen Quantenübergängen entsprechenden Linien 
sind infolge des Unterschieds der reduzierten Massen bei den verschiedenen 
Isotopen etwas verschieden. Auf diese Weise wurde die Masse des schweren 
Wasserstoffkerns (des Deuterons) zu m, = 2m, bestimmt. 
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$109. SCHWINGUNGEN KLEINER AMPLITUDEIN EINEMSYSTEM VON PARTIKELN 


8 109. Schwingungen kleiner Amplitude in einem System von Partikeln 


Wir untersuchen zuerst ein System aus zwei gleichen Teilchen, die kleine 
Schwingungen ausführen. Wir bezeichnen die Schwingungsweite des ersten 
Teilchens mit x, und die des zweiten mit x,. Für kleine Schwingungsweiten 
kann die potentielle Energie U(x,, x,) in eine Reihe entwickelt werden: 


2 
Tate. (1000 
Hier ist u die (für beide gleiche) Masse der Teilchen, w, die Schwingungs- 
frequenz bei fehlender Wechselwirkung und Ax,x, die Wechselwirkungs- 
energie der Teilchen (für kleine x, und 2,). 

Der Operator der Gesamtenergie der Teilchen mit der potentiellen Energie 
(169, 1) lautet 

k? 02 os k? 0° os 
Sr Fe - Erz ia ET + im. (109,2) 

Ausder klassischen Mechanik ist bekannt, daß man für ein Teilchensystem 
mit kleinen Schwingungen die sogenannten ‚Normalkoordinaten“ q, , 9 ein- 
führen kann, in denen die potentielle Energie U sich als Summe der Quadrate 
von gı; 9: und die kinetische Energie als Summe der Quadrate der ent- 
sprechenden Impulse ausdrückt, so daß wir es mit zwei unabhängigen Normal- 
schwingungen zu tun haben. In dem von uns untersuchten Spezialfall sind 
diese Normalkoordinaten mit x, und x, durch die Formeln 


1 1 
ae tm Bl —- 109, 3 
1 y2 (ı + %) , ya (4 - %) ( ) 
verknüpft. Diese Eigenschaft der Normalkoordinaten bleibt auch in der 


Quantenmechanik erhalten. Wir führen nun in (109, 1) an Stelle von x, 
und x, die Normalkoordinaten g, und g, ein. Dazu bemerken wir, daß 


Oy Oy Oz yo, _ 1 & se) 


d 92, 9 9,9, ya \dm Om 

EN a A u NE 

08 2 m 
und ähnlich auch 


Danach gilt 
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Auf Grund dieser Gleichung erhalten wir 


Ye ON 0 22 q pai 2 
H= 3. (or + a 35) + tin (109,4 


Aus (109, 4) folgt, daß der HammLrTonoperator zweier gekoppelter Oszil- 
latoren sich in Normalkoordinaten als die Summe der beiden HAMILToN- 
operatoren zweier unabhängiger Oszillatoren, eines mit der Frequenz w, , des 
anderen mit der Frequenz w,, darstellt. (Analog wie in der klassischen Me- 
chanik.) 

Wir suchen nun die Energieniveaus und die ihnen entsprechenden Eigen- 
funktionen des Systems gekoppelter Oszillatoren. Da der Operator die Ko- 
ordinaten q, und g, enthält, müssen wir die Wellenfunktion y als Funktion 
von g, und g, betrachten. Die SchRönpIngErgleichung für die stationären 
Zustände unseres Systems hat dann die Form 


HR öty uw , hr? ö’y < 
ET BE TE Tui 


@y=Ey. (109,6) 


Die Gleichung ist leicht durch Separation der Variablen zu lösen. Dazu setzen 
wir an: 
Y(91,95) = Yılı) ' Y2(9o) (109, 7) 
und 
E=E,+EB,. (109, 8) 


Setzen wir (109, 7) und (109, 8) in (109, 6) ein, dividieren wir das Resultat 
durch y,(g,) Ya (95) und setzen wir die von g, und g, abhängigen Glieder der 
linken Seite getrennt für sich den entsprechenden Konstanten EZ, und EB, 
gleich, so bekommen wir 


h? 0° wr 

Er n ni: = -qiyı = Eıyı: (109, 9) 

h? 02 wg; j 
277 3 aha Gy, = Eyy.- (109, 9°) 


Die erste dieser Gleichungen ist die Gleichung für den Oszillator mit der 
Frequenz w,, die zweite für den Oszillator mit der Frequenz w,. Die Eigen- 
funktionen der Gleichungen (109, 9) sind daher 


4 2:4 — 
%n, (9) = 7 2 Hn,(&)) (& — Y a) (109, 10) 


und die Eigenwerte 
1 
E„,=hu, (m + 2) A (109, 11) 
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Auf ähnliche Weise finden wir für Gleichung (109, 9°) 


Ki 
Um) = Ye? Euler) (& -V a) (109, 10") 


1 
En, = r0,(m + 3) Ng = 0, 16 2, d; ... (109, 11’) 


Daraus folgt, daß die Eigenfunktionen der Ausgangsgleichung (109, 6) die 
Form 

Yrın (1: %) = Yn, (9) Yn, (93) (109, 12) 
besitzen und die entsprechenden Eigenwerte des Energieoperators folgende 
Darstellung erlauben: 


1 
Es; =h o, (m + 3) + hws (r, + 3) (109, 13) 
Die Nullpunktsenergie des Systems ist 
ho ho 
En 5 u (109, 14) 


Die Wahrscheinlichkeit, die in den Intervallen q,,9, + dq1: 9,92 + da, 
liegenden Normalkoordinaten zu finden, ist 


w(9; 92) dgı 492 = Yarn (9; 95) 891 dQ>- (109, 15) 


Wollen wir die Wahrscheinlichkeit dafür ermitteln, daß die Teilchenkoordina- 
ten in den Intervallen z,,2, + dxı und 2,,2, + dx, liegen, so brauchen wir 
nur die Gleichung 
dydg=dndm, 
zu berücksichtigen und in (109, 15) q, und 9, durch x, und x, darzustellen. 
Wir bekommen dann 
1 1 
w(z,, 2) dad = Yan —(tı + %), — (a — z)\dz, dz,. (109, 16) 
2 2 
Entsprechende Resultate erhalten wir für ein System mit einer beliebigen 
Zahl von Freiheitsgraden. Nehmen wir an, wir hätten N Teilchen, die kleine 
Schwingungen um die Gleichgewichtslage ausführen. Wir bezeichnen die 
Schwingungsweiten des Teilchens k mit x,, %,, z,. Dann ist die potentielle 
Energie 
N 
== Fıkı (Ara % + BirYyıYa + Ora2e2e + DiazeYe + | (109, 17) 
+ Eur + Fayza)+t 
wobei die Größen A,,, Bir, Cir, Dir: Eir, Fır die zweiten gemischten Ab- 
leitungen nach der potentiellen Energie sind. So ist z. B. 


6?:U 
O2, 0% 
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Aus der klassischen Mechanik ist bekannt!), daß wir in diesem Fall Normal- 
koordinaten q,,8s=1,2,..., 3N so einführen können, daß die HAMILToN- 
funktion in eine Summe von HamiLTonfunktionen harmonischer Oszillatoren 
zerfällt. 

Die Normalkoordinaten g, und die kartesischen z,, y,, 2, sind mit- 
einander durch die orthogonale Transformation 


% = (es 2Tr + PrYe F Ya) 8=L2..,3N (109, 18) 


verbunden, wo &sz, Par, Ysr die Transformationskoeffizienten sind. In den 
Normalkoordinaten q, erhält der HAmILToNoperator unseres Systems 


N he ı N 
H=% (- u) + 3 (Aut + Fury) (109, 19) 
«1 2u: 2 steı 
die Form 3N h2 02 6) 
H= BL ER ans BE 
ante) (109, 20) 


wo u eine gewisse effektive Masse und w, die Frequenz der Normalschwin- 
gungen ist. Die ScHRöDINgERgleichung für stationäre Zustände erhält die 


Form 3N m 8 2 
ee m. Mes 
[2 2udg' 2 a) Plan du dm) (109, 21) 
> EP(q, 92 ... g5 N). 
Stellt man Y als Produkt von Funktionen je von gı; 9a; .--, 9a dar, so zer- 


fällt diese Gleichung offensichtlich in 3 N Gleichungen für 3 N unabhängige 
Oszillatoren. Die Gleichung für den Oszillator mit der s-ten Normalschwin- 
gung wird dann lauten: 


h? 0? w* 
+ Tv) = B,-v@)- (109, 22) 
Daraus folgt i 
‘ = 2 
Yn(q ) -Vi8. 3 (&) (& = Y «) (109, 23) 
B,=hm, (m 4: 3): n=0,12,... (109, 24) 


Die Eigenfunktionen und Eigenwerte des gesamten Oszillatorensystems sind 
gegeben durch die Ausdrücke 


Yn) By... Ne... NN (91 > 92» ---» ss -..» 932) 
= 9n1(91) Yn2(2) --- Yale) --- Yan (Qsm), (109, 25) 


1 1 
Enın....n0...ng8 I ha, [m + z) + ..+ kaum + 3) 


1 
+.:.+ hwsn (mar En 3) (109, 26) 
1) Siehe z. B. [10]. 
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WON],Ng,..., Ns, ..., Man ganze positive Zahlen einschließlich Null darstellen. 
Die Nullpunktsenergie des Systems ist 


h 
E= 5 (8 +9 +. +++ Wan). (109, 27) 


Setzt man alle möglichen Zahlen von n, in (109, 26) ein, so erhält man alle 
Energieniveaus des schwingenden Teilchensystems. Aus (109, 26) folgt, daß 
es für die Ermittlung dieser Niveaus genügt, die Frequenzen w, der Normal- 
schwingungen zu kennen. 

Als Beispiel von Systemen mit Energieniveaus der Form (109, 26) können 
Moleküle und feste Körper dienen. In beiden vollführen die Atome kleine 
Schwingungen um die Gleichgewichtslage.!) 

Wir bemerken, daß bei großen Schwingungsamplituden die höheren Glieder 
in der Entwicklung der potentiellen Energie berücksichtigt werden müssen, 
und zwar die Glieder der Form 


AR ER. 0 & %Yr2ı + 
31 0200 rc 
Die Schwingungen erfolgen dann nicht mehr linear. Unsere Resultate besitzen 


dann nur mehr genäherten Wert. Die Formel (109, 26) z. B. gilt nur für kleine 
Quantenzahlen n,. 


USW. 


8 110. Die Bewegung von Atomen in einem äußeren Feld 


Wir wollen nun die Bewegung eines Teilchensystems (Atoms oder Moleküls) 
in einem äußeren Kraftfeld untersuchen. Wir beschränken uns dabei auf 
zwei Teilchen mit den Massen m, und m, und den Koordinaten x,, Yı, zı 
und z,, %5, 22 

Die Verallgemeinerung für den Fall einer größeren Teilchenzahl ist selbst- 
verständlich. 

Wir bezeichnen die Wechselwirkungsenergie der Teilchen mit W (z, — z,, 
Yı — Yo 2 — 22), die Energie des ersten Teilchens im äußeren Feld mit 
U,(&, %ı,2,) und die des zweiten mit U,(z,, Y,, 2). Die SCHRÖDINGER« 
gleichung für die Wellenfunktion Y(x,, Yı, 2, 22; Ya; 22, t) des Systems hat 
die Form 

oY h3 h? 


. BE Prien 2 = 
in u 2m u 2m, 


ZU +UYF+UYP+WY. (110,1) 


1) Die Quantelung der Schwingungsenergie von Atomen im festen Körper findet ihren 
Ausdruck im Quantencharakter der spez. Wärme des festen Körpers, die bei hinreichend 
viedrigen Temperaturen kleiner ist, als sie der klassischen Theorie zufolge sein sollte 
(3k, wo kdie BoLtzmannkonstante ist). Die spez. Wärme des festen Körpers nimmt näm- 
lich mit fallender Temperatur proportional 7® ab. Die Berechnung der spez. Wärme eines 
festen Körpers auf Grund der Quantentheorie ist in fast allen Lehrbüchern der statisti- 
schen Physik behandelt. 
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Wir führen in diese Gleichung an Stelle der Teilchenkoordinaten x, y, ‚2, und 
%y» Ya, 23 die Schwerpunktskoordinaten X, Y, Z und die Relativkoordinaten 
x, y,2 ein [s. (103, 3)]. Transformieren wir (110,1) auf diese neuen Ko- 


ordinaten und berücksichtigen, daß 


= It n=X—y8, 
Yy=Y+tyrıy %=TY- 99% (110, 2) 
27 =ZH+y2 2=Z2—y%, 
m, m, 
a = ——, 110, 3 
Yı m, + m, Ya mı + m, ( ) 
so erhalten wir 
re > By ee; 
(110, 1’) 


+ U, X +y1% Y+yıy, Z+ty2)? 
+ U,(X — Ya? Y— Yayı 2 — Y)P + W(z, y 2) vr, 


0° 0° 
A=gm top 


wo 
92 „0 92 92 
ozE ve de Typ 022° 


Wegen des bestehenden Feldes (U, und U,) können die Variablen X, Y,Z 
und z, y,2 dieser Gleichung nicht getrennt werden. Dadurch wird im all- 
gemeinen die Untersuchung dieser Gleichung sehr erschwert. 

Nehmen wir jedoch an, daß die Abmessungen des Systems sehr klein sind. 
Das bedeutet, daß wir uns auf die Untersuchung solcher Systeme und Zu- 
stände beschränken, in denen die Wellenfunktion Y mit steigendem Relativ- 
abstand r = ya? + 92 + z? zweier Teilchen hinreichend rasch abnimmt. 
Diese Abnahme sei so stark, daß die Wahrscheinlichkeit, die Teilchen in 
einem Abstand r > a voneinander zu finden, praktisch gleich Null ist. Dann 
kaun a als das Maß der räumlichen Ausdehnung unseres Systems (z. B. als 
der ‚Radius‘ eines Atoms, die „Längenausdehnung‘ eines Moleküls usw.) 
betrachtet werden. 

In diesem Fall spielen in der Gleichung (110, 1’) nur jene Bereiche von 
x, y, zeine Rolle, fürdier < a ist. Dann können wir U, und U, nach Potenzen 
von z, y, z entwickeln (wenn U, und U, entwickelbare Funktionen sind). 
Diese Entwicklung schreiben wir in folgender Form: 


U, (X + yız, Y+yıy, 2 + 912) 
+ U,(X — 92, Y — Y2y, Z — Ya2) 


U,(X,Y,Z) + Uy(X, 242 OU, 


(110, 4) 
z+ + a 


++ =/(X,YT,Z)+w(%2,Y,Z,z,y,2)+-, 
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wo V (X, Y,Z)die potentielle Energie des Systemschwerpunkts ist und mit w 
die x, y, z enthaltenden Glieder bezeichnet sind. Dieses Glied koppelt die 
Bew«gung des Schwerpunkts mit der relativen Bewegung. Die SCHRÖDINGER- 
gleichung (110, 1’) lautet dann 


OP Im, | 
nF - - re Y. ar 
(110, 5) 


h2 
+ -3% + We, Y DEZ w(X, Y Z, x, y, 2) ir, 

Bei fehlendem äußeren Feld mögen die Eigenfunktionen der inneren Be- 
wegung yO (x, y, z) und die Energieeigenwerte 2° sein. Offenbar ist y9 Lösung 


der Gleichung 
2 


h 
mr vzwm+ Wayz)ya = Ery. (110, 6) 
Berücksichtigen wir nun den Einfluß des äußeren Feldes, so tritt zu dieser 
Gleichung das Glied w(X, Y, Z, x, y, 2) hinzu, und wir erhalten die Gleichung 


2 

=, vy+We,y,2)y+w(X, Y,Z,s,y,2)y=Ey. (110,7) 
In dieser Gleichung sind die Schwerpunktskoordinaten X, Y, Z als Para- 
meter enthalten. Von ihnen werden somit sowohl die Wellenfunktion als auch 
die Eigenwerte dieser Gleichung abhängen. 

In vielen Fällen läßt sich w(X, Y, Z, x, y,z) als Störung betrachten. Das er- 
möglicht die Lösung der Gleichung, wenn die Lösungen von (110, 6) bekannt 
sind. Wir bezeichnen die Eigenfunktionen der Gleichung (110, 7) und ihre 
Eigenwerte mit 


„= y%y2,X,Y,Z), E,„=E,(X, Y,Z). (110, 8) 


Entwickeln wir jetzt y(x, y,2,X, Y, Z, t)nach den Eigenfunktionen y, , so 
erhalten wir 


Ye; Y, 2, X, F,; zZ, 0) == D>5,(X, 7, zZ, i) Ynlz, y,2, X, r; Z). (110, 9) 
n 


Setzen wir diese Entwicklung in die Gleichung (110, 5) ein, multiplizieren mit 
vi(z, y,2, X, Y,Z) und integrieren über z, y, 2, so erhalten wir (infolge der 
Orthogonalität der Funktionen y,) die Gleichungen für die Funktionen ®,: 

ID, h? 


ih—" = 


ne EI 
en a EP + [VIR, Y, 2) + B„(X, Y,2)] 0, 


(110, 9) 
h2 
"zu 2 (Zaun Vx D, + bunD,); 
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wo 
Amn =/v "VW" dxdy dz, (110, 10) 


ban= [vi v%yn dedydz. (110, 10°) 


Diese beiden letzten Glieder sind nur dann von Null verschieden, wenn die 
Funktionen 9, von den Schwerpunktskoordinaten X, Y, Z abhängen. Sie 
bieten die Möglichkeit, das System vom einen Zustand in den anderen zu 
überführen. Sind nämlich bei it = 0 alle ©, = 0 mit Ausnahme von ®, +0, 
o®Dn 
dt 

Zustand ©, die Überlagerung (110,9). 
Hängen die y, nicht von X, Y,Z ab, dann sind a, „„ und b,,„ gleich Null. 
Ist diese Unabhängigkeit wenigstens annähernd vorhanden, so können wir 
die Größen a,,„ und b,,„ in (110, 9°) vernachlässigen, und wir erhalten dann 


= 0, und im Laufe der Zeit entsteht aus dem 


so wird beit = 0 auch 


mn 


En. EEE 
ih = — gg da + UK, Y, 2) + B,(X, Y. 2) ®,. (110, 11) 


Das ist aber die Gleichung für die Bewegung des Systemschwerpunktes in 
einem Potentialfeld mit einer potentiellen Energie 


U=-VX, ,D)+E(X,V2Z), (110, 12) 


unter der Bedingung, daß der innere Zustand des Systems der n-te Quanten- 
zustand ist. Die Gleichung (110, 12) ist die gleiche wie die für die Bewegung 
eines materiellen Punktes. 


8 111. Die Bestimmung der Energie von stationären Atomzuständen 
durch Ablenkung in einem äußeren Feld 


In diesem Paragraphen werden wir die Theorie der Versuche behandeln, in 
denen die Energie der stationären Zustände von Atomen dadurch bestimmt 
wird, daß man das Atombündel durch ein äußeres Feld ablenkt. Der wich- 
tigste unter ihnen ist der Versuch von STERN und GERLACH. Gewöhnlich wird 
er als Versuch zur Bestimmung des magnetischen Moments eines Atoms be- 
trachtet. Eigentlich stellt er jedoch den Versuch dar, die Energie eines Atoms 
in einem äußeren Magnetfeld zu bestimmen. 

Aus der Theorie der Bewegung eines Atomelektrons bei vorhandenem 
Magnetfeld ($ 62) folgt, daß bei Vernachlässigung der höheren Potenzen des 
Magnetfelds seine Wirkung durch die zusätzliche potentielle Energie (62, 7) 
ausgedrückt werden kann, die der Energie eines magnetischen Dipols (des 
Bahn- und Spin-Dipols) im Magnetfeld gleich ist. Wir können daher auch in 
diesem Fall die im $ 62 behandelte Theorie anwenden. Aus den Berechnungen 
dieses Paragraphen folgt, daß die Wellenfunktionen y,,m des Elektrons in 
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der erwähnten Näherung nicht vom Magnetfeld abhängen und die Eigenwerte 
der Energie (62, 13) »H 
Enım = Eu+ = 


BE (m+]1) (111,1) 


sind, wobei das Feld 9 homogen ist. Auch wenn es sich stetig ändert (bei 
makroskopischen Feldern ist dies stets der Fall), kann es noch als Funktion 
der Koordinaten X, Y, Z des Atomschwerpunkts untersucht werden, ohne 
die Gültigkeit von (111,1) zu verletzen.!) Wir können daher schreiben: 


h 
BEN TER: Er (m + 1)H(X,Y,Z). (111,2) 


Die Wellenfunktionen y,,„ werden von X, Y, Z nicht abhängen, da sie 
vom Feld 59 unabhängig sind. Wir haben es folglich mit dem Fall zu tun, in 
dem an Stelle der allgemeinen Gleichungen (110, 9) für die Wellenfunktionen 
®, die die Schwerpunktbewegung beschreiben, die Gleichungen (110, 11) 
gesetzt werden können. In unserem Fall lauten diese Gleichungen 


. IPD,ım h3 2 
ih dt == — zp "EPaım + Enım(X, Y,Z) Drim- (111, 3) 


Da die Atommasse M groß ist und das äußere Feld 9 sich immer stetig von 
Punkt zu Punkt ändert, so haben wir gerade jene Bedingungen vor uns, unter 
denen die Näherung der klassischen Mechanik anwendbar wird. Setzen wir 


NZ) 
Ö,m(X, Y, Zt) = Yam(X: 7,21) °e n ; (111, 4) 
wo S,;m die Wirkungsfunktion und o,;„ die Raumdichte der Atome ist, so 
erhalten wir für S, m und Onımin erster Näherung die klassischen Gleichungen 
[vgl. $ 35, (35,8) und (26,13)] 


098 1 
3 a (Y Snm)? + Erım(X, Y, 2), (111,5) 
0 I „. 
den — UV (Onım 95mm) = 0. (111, 6) 


Die erste Gleichung ist die HAMILToON-JAcoBIsche Gleichung. Sie behauptet, 
daß sich das Teilchen auf klassischen Bahnen bewegt. Die zweite Gleichung 
ist die Kontinuitätsgleichung. Sie behauptet, der Teilchenschwarm bewegt 
sich so, daß der durch einen beliebigen Querschnitt der von den Flugbahnen 
gebildeten Röhre fließende Teilchenstrom konstant bleibt (vgl. $ 35). 


1) Dazu genügt es, daß das Feld H sich im Atombereich a nur wenig ändert, d.h. die 
Bedingung 
| 94H 


Are 


öH | |0H 
ar IB 


erfüllt ist. 
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Wir wenden uns nun der Abb.74 zu. Auf der Strecke zwischen D und P 
möge ein längs der z-Achse gerichtetes Magnetfeld wirken. In D ist eine 
Blende angebracht, durch die die Atome eintreten. Die Spaltbreite der Blende 
sei AZ,. Das in D eintretende Atombündel wird sich aufspalten. Die im Zu- 
stand mit dem magnetischen Moment M,, = 0 befindlichen Atome werden 

sich weiter bewegen, ohne daß eine Kraftauf 

sieeinwirkt. Ausden Gleichungen (111,5) und 

(111,6) erhalten wir das unabgelenkte Bün- 

del. Die Atome, die sich in irgendeinem an- 

deren Zustand mit p,„, + 0 befinden, werden 
abgelenkte Bündel bilden (in Abb.71 sind 
zwei solcher Bündel dargestellt). 
Wesentlich ist, daß sich das magnetische 
7 Moment M,, von Zustand zu Zustand sprung- 
haft ändert. Dementsprechend verteilen sich 
die Bündel auf dem Schirm (oder der Photo- 
platte) im allgemeinen so, daß wir entschei- 


Abb. 74 den können, in welchem der möglichen Zu- 
Zur Theorie der Versuche stände y,, sich die Atome befinden, d.h. wir 
von STERN und GERLACH können ihre stationären Zustände ermitteln. 


Die den Bündeln zugehörigen Bahnen sind 
aus den Gleichungen (111, 5), (111, 6) leicht zu berechnen, wenn man die 
Lage der Blende D, ihre Form und die ursprüngliche Geschwindigkeitsver- 
teilung der Atome kennt. 

Man kann auch unmittelbar die NewTonschen Gleichungen 
d?X OEnım nF! _. OEnm- Y dZ  _ OEnrm 
a 0X a oO Brrmege 92 
(111,9) 


anwenden. Wir nehmen an, das Magnetfeld & hinge (wenigstens im größten 
Teil des Abschnitts DP) nur von z ab. Dann erhalten wir aus (111, 7) 


XZ=vu+X, (111,8) 
VEI“ (111,8) 
2. az, (111, 8”) 


wo v die Geschwindigkeit der Atome ist. (Wir setzen voraus, daß sie sich ur- 
sprünglich parallel zur x-Achse bewegen und außerdem der Gradient des 
Feldes IZ im Bereich der Atombewegung nahezu konstant bleibt). Be- 
zeichnen wir den Abstand DP mit ! und benutzen (111, 2), so erhalten wir 
die Ablenkung 
(111,9) 
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Die von uns durchgeführte Rechnung ist nur genähert. In Wirklichkeit 
werden sich die durch die Blende tretenden Atome nicht auf klassischen 
Bahnen bewegen, das Bündel wird zerfließen. 

Um diese Erscheinung zu berücksichtigen, muß in der angenäherten Be- 
rechnung der Gleichung (111,3) ein weiterer Schritt getan werden, indem 
man die Glieder in S,ım und Onım berücksichtigt, welche die ersten Potenzen 
von h enthalten (s. $ 35). Wir führen das hier nicht aus, sondern beschränken 
uns nur auf Abschätzungen. 

Die Breite des Bündels sei in der Richtung z gleich AZ,. Dann sind die 
Geschwindigkeiten der Atome in Richtung z der Unschärferelation 


AZ, Ap,>h (111, 10) 


unterworfen und können nicht (wie das in der klassischen Berechnung an- 
genommen wurde) Null sein. Ist der Mittelwert von 7, = 0, so folgt aus 
(111,10), daß AZ, - Mv, > h,d.h.: j 


v,> M-4Z,° (111, 10’) 
Beim Durchgang durch das Feld wird im Laufe der Zeit t die Breite des 
Bündels AZ infolge der vorhandenen Streuung in den Geschwindigkeiten », 
zunehmen und 

ht 


AZ, nm v,t> M-1zZ, 


(111,11) 
sein. 

Um noch entscheiden zu können, zu welchem Zustand E,ım’ oder E,ım das 
auf den Schirm P fallende Atom gehört, muß 


[Zw 21>Z, 
sein, d.h. nach (111, 8°): 
12 OEnım ÖE,„ım ht 
am | 32 oz |” #-2z, 22 
oder 
0 Enım OEnım 
| An An|i>r. (111, 13) 


: Da aber E„ım’ und E„ım von Z nur schwach abhängen, gilt 


OEnım O Enım 
027 02 


|Enım = Enim| > AZ, — 4Z, 


Die Ungleichung (111, 13) kann auch so geschrieben werden: 


|Enım? — Enim|t >, (111, 14) 
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d.h., um die stationären Zustände (Eym’ oder E,„:m) des Atoms unter- 
scheiden zu können, muß die Messung sich über einen, hinreichend langen 
Zeitabschnitt t erstrecken: 


h 


a  — 
|Erım Fr Enim| 


(111, 15) 


Zu diesem Umstand kehren wir noch im $ 112 zurück. 

Um die Theorie der Ermittlung stationärer Atomzustände nach der Me- 
thode der Ablenkung von Atombündeln in einem äußeren Feld abzuschließen, 
untersuchen wir noch einen komplizierteren Fall, bei dem die ursprüngliche 
Wellenfunktion einen Zustand mit unbestimmtem Energiewert darstellt. 

Nach der allgemeinen Theorie ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung 
eines solchen Zustandes den Energiewert E,, zu erhalten, gleich |c,|?, wo c, 
die Amplitude in der Entwicklung von y nach den Eigenfunktionen des 
Energieoperators ist.!) Wir wollen zeigen, wie sich diese allgemeine Behaup- 
‚ tung zur Energiebestimmung bei der genannten Methode verhält. Befindet 
sich das System im inneren Zustand y,(z, y, z), so ist die Gesamtwellen- 
funktion unter Berücksichtigung der Bewegung des Schwerpunkts 


Y(X,Y,Z,z,y,2)=®,(X, Y, Z) yn(z, 9 2), (111, 16) 


wobei ®, sich aus der Gleichung (111, 3) [oder allgemein (110, 11)] bestimmt. 
Ist der Zustand y eine Überlagerung von y,, dann erhält die Gesamtfunktion 
infolge der Linearität der Gleichungen der Quantenmechanik die Form 


y(X, Y, zZ, x, Y, 2) — 30B,(X, Y, Z) ; Y,(z, y, 2). (111, 17) 


Wir messen beim Versuch nicht unmittelbar die innere Energie des Atoms, 
die uns interessiert, sondern die Lage X, Y, Z des Atoms. Wir wollen die 
Wahrscheinlichkeit dafür bestimmen, daß das Atom sich im Bereich 


X,X+dX, Y,Y+dY, Z,Z+dz 
aufhält. Diese Wahrscheinlichkeit ist 


w(X, Y,Z)dXdYdZ2=dXdYaZ [|Pj?dxdydz 
= le,?-|9,?dX dY dZ. (111, 18) 
n 


Die Messung der Energie E, des Atoms besteht darin, daß wir entscheiden, 
zu welchem der Bündel (s. Abb. 74) das Atom gehört. Jedes Bündel ist durch 
eine Funktion ®,(X, Y, Z) gekennzeichnet. Damit unser Versuch wirklich 
der Energiemessung des Atoms dient, müssen die verschiedenen Bündel von- 
einander getrennt sein, mit anderen Worten, die Funktionen ®,(X, Y, Z) 
müssen in verschiedenen Raumbereichen von Null verschieden sein [dazu 
muß die Bedingung (111, 15) erfüllt sein]. 


1) Der Einfachheit halber bezeichnen wir sämtliche Quantenzahlen (r, !, m) mit dem 
einen Buchstaben n. 
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Jetzt suchen wir die Wahrscheinlichkeit w,, dafür, daß das Atom dem Bün- 
del m angehört. Dazu müssen wir (111, 18) über das Volumen dieses Bündels 
integrieren. Wir bezeichnen dieses Volumen mit V „: 


w.—[w(X, Y,Z)dX dYdZ=Y|c,?-[|®,?aXdYdz. (111,19) 
Im Kg Ym 


Sind die Bündel voneinander getrennt, so werden alle Integrale gleich Null 
mit Ausnahme des Integrals 
(\®„?daX dYdZz. 


n 


Weil D,, auf Eins normiert ist, wird 
w,=:lchle. (111, 20) 


Aber w,, ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Energie des Atoms gleich 
E ist (da die Atome mit verschiedenen Energien verschiedenen Bündeln an- 
gehören). Daher ist die untersuchte Bestimmung der Atomenergie in voller 
Übereinstimmung mit der Deutung der Größe |c,|? als Wahrscheinlichkeit, 
den Wert Eder Atomenergie zu finden. Dabei diente als Meßapparat das Atom 
selbst: Die innere Energie E, ergab sich aus der Lage des Atomschwerpunkts. 

Wir wollen uns noch einem wichtigen Umstand zuwenden. Wir behaupteten 
im 816, daß die Messung eine reine Gesamtheit stets in eine gemischte ver- 
wandelt. Man kann sich leicht davon überzeugen, daß diese Verwandlung tat- 
sächlich auch in diesem Fall eintritt. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit er- 
mitteln, ein Elektron im Bereich des Punktes x, y, 2 zu finden, wenn der Ort 
des Atomschwerpunkts mit X, Y, Z gegeben ist. Wir haben 


w(z,y,2,X, Y,Z) = |Y|? 
= DI c.cky„(®, y. 2) pie, y,2) D,(X, Y,Z) (X, Y,zy. ([ A121) 
n m 


Im Bereich, wo ©, und 9, sich überdecken, haben wir eine Interferenz der 
Zustände y,, y,„, und für die Bestimmung von w werden die Phasen c,, c* 
wichtig. Für den Bereich, wo ®, und ,, sich nicht überdecken (Messung!) 
erhalten wir 


w(2,y2,X,Y.2)=|P]?= 2 |? |y.@ y2)1?°|0,(X, Y,Z)]%; (111,21') 
n 
d.h., die Phasen c, sind ausgefallen. Die Wahrscheinlichkeit w bildet sich 


jetzt inkohärent aus y, , wie dasfür eine gemischte Gesamtheit charakteristisch 
ist (vgl. $ 17). 


& 112. Unelastische Stöße von Elektronen an Atomen. Die Bestimmung der 
Energie stationärer Zustände von Atomen durch Stöße 


Eine der einfachsten Anwendungen für die Theorie der Mehrkörperbewegung 
ist die Berechnung der unelastischen Stöße an Atomen. Stößen dieser Art 
begegnen wir in den Versuchen von FRAnNckK und HERTZ ($ 3). Wir können 
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jedoch unsere Berechnung nicht unmittelbar bei diesen Versuchen anwenden, 
da wir voraussetzen werden, daß das stoßende Elektron eine bedeutend 
größere Energie als die des Atomelektrons besitzt (unter dieser Bedingung 
läßt sich die Störungstheorie anwenden). Der Operator der Gesamtenergie 
zweier Elektronen!) hat die Form 


H(t, 1) = H(t) + Hi) + Wi, %) = HH’, 1%) + Wt,1), (112,1) 


Hi) = rn vi+ Um); (112, 2) 
By Ted: 
2u n-tl 
Hier bedeutet U (r,) die potentielle Energie des Atomelektrons im Feld des 
Rumpfes (des Kerns und der übrigen Elektronen des Atoms). re, 


u —tT 
die Cout.omBsche Wechselwirkungsenergie zwischen dem Atomelektron” ra 
dem eiufallenden Elektron. U (r,) ist die Energie des letzteren im Feld des 
Rumpfes. 

Wir nehmen die kinetische Energie des von außen kommenden Elektrons 
als so groß an, daß wir seine gesamte Wechselwirkung W mit dem Atom als‘ ' 
Störung betrachten können. Die SCHRÖDINGERgleichung für die ungestörte 
Bewegung hat dann die Form 


H°(t,, 1) yO(ty, 10) = Ey’(t,1)). (112, 4) 
Sie besitzt die Lösung 


Yr,9. (1; 15) = yaltı) Ya (t); (112, 5) 
E-m+B, (112, 6) 
2u 


wo die Wellenfunktion des stationären Zustands des Atomelektrons ist, die 
zur Energie El gehört, und y,, die DE BrocLizsche Welle, die die freie Be- 
wegung des einfallenden Elektrons mit dem Impuls p, beschreibt. 

Uns interessiert der Übergang unseres Systems aus zwei Elektronen in 
irgendeinen anderen Zustand: 


Ympltı; to) = yultı) Yplte)- (112,7) 


Zur Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit wenden wir die Theorie der 
quantenmechanischen Übergänge unter dem Einfluß einer zeitunabhäneigen 
Störung ($ 85) an. Eine solche Störung haben wir in der Energie W (112, 3). 
Wir berechnen zunächst das Matrixelement dieser Störung für den Übergang 
n, pp >m,P. 


1) Die Bewegung des Atoms als Ganzes können wir infolge der Größe der Kernmasse 
im Vergleich zur Elektronenmasse vernachlässigen. 


Add 


$112. UNELASTISOHE STÖSSE VON ELEKTRONEN AN ATOMEN 
Es ist 
e 
Wapnp - [anne %) | Ulr)+ Tan %) (112,8) 


(hier bedeutet dr, , dr, die Integration über die Koordinaten des ersten bzw. 
des zweiten Elektrons). Wir berechnen zuerst das Integral über dr,. Dazu 


führen wir ein: 
Omnltu) = —eyit (rt) yalt)- (112, 9) 


Diese Größe bezeichnen wir als das Matrixelement der Ladungsdichte für den 
Übergang n— m. Offensichtlich ist o„„ der Mittelwert der Dichte im Zu- 
stand %%. Wegen der Orthogonalität der Funktionen y% erhalten wir 


23 
(112, 10) 


= Ulr) dun-— . [Amlaarı = lo). 
u<tl 
Die letzte Größe kann als das Matrixelement der potentiellen Energie des 
stoßenden Elektrons (2) im Feld des Kerns und des Atomelektrons (1) be- 
trachtet werden. 

Ist m = n, so wird der Stoß elastisch. V, „stimmt mit der Störungsenergie 
überein, welcher wir im $ 79 in der Theorie der elastischen Streuung der 
Elektronen begegneten. Setzen wir V„„(tz) in (112, 8) ein unter Berücksich- 
tigung von 


„Pole ‚PL 
a u 113,11 
u) = ——, 6 A ; 
Yp, la (2mk)? Yplte (2rch)} ( ) 
so erhalten wir 
1 i (P-Pe)t, 1 
Wnp,nn = fan Vuanide % = Bah Fan®), (112, 12) 
worin $ den Vektor u 
2-2 -=u-t (112, 13) 


h 


bedeutet und f, und f die Wellenvektoren des Elektrons vor und nach dem 
Stoß sind. 

Um die Wahrscheinlichkeit des Übergangs pro Sekunde aus dem Anfangs- 
zustand Z,„, p®, p9, p? inden Endzustand E „, p, d2(dQ ist das Raumwinkel- 
element, in dem die Impulsrichtung p des Elektrons nach dem Stoß liegt) zu 
berechnen, wenden wir die Formel (85, 3) an. Die Termdichte der Gesamt- 
energie des Systems, die in (85, 3) mit o(E) bezeichnet ist, wird bei uns die 
gleiche sein wie für ein einzelnes Teilchen [vgl. (84, 23)]; denn es gilt 


wein) 
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Folglich ist o(E) = up. Daher haben wir nach (85, 3) und (112, 12) 


P„,(m, pJda2 = m AMFupd2. (112, 14) 


(2x Ey, ie 
Um an Stelle der Wahrscheinlichkeit des Übergangs pro Sekunde den 
Wirkungsquerschnitt g(Po> P ‚9, 9) für den Übergang p, — p, dQ@ zu erhalten, 
müssen wir die Funktionen des einfallenden Elektrons anders normieren. 
“ Und zwar müssen sie so normiert werden, daß der Strom durch 1 cm? pro 
Sekunde gleich Eins ist. 
An die Stelle von (112, 11) tritt dann 


y'p(t,) = ; (112, 11) 
® 


worin 


RL (112, 15) 


die Geschwindigkeit des einfallenden Elektrons ist. Die Funktionen (112, 11) 
und (112; 11’) unterscheiden sich durch einen Faktor: 


Yy = Yu (2rch)? y# 
Do 


Da die Wahrscheinlichkeit (112, 14) die ursprüngliche Funktion im Quadrat 
enthält, ergibt sich beim Übergang von der Normierung (112, 11) zur Nor- 


mierung (112, 11’) für einfallende Teilchen in (112, 14) der Faktor (Br. 


Damit nimmt die Wahrscheinlichkeit P,,,(m, p) die Dimension einer Fläche 
an. Da die neue Normierung für die einfallende Welle gerade die ist, die für 
die Berechnung des Wirkungsquerschnitts gewählt wird (für den Strom 
1 Teilchen pro Sekunde durch 1 cm?), so ist die erhaltene Wahrscheinlichkeit 
mit dem Wirkungsquerschnitt identisch, welcher damit die Form 


Inn, (m, pP) AQ = — 2 (5) [Fand d2 (112, 16) 


annimmt. Dabei lautet die Resonanzbedingung, die mit dem Energiesatz 
zusammenfällt, für eine zeitunabhängige Störung 
2 = 
E„+ — =E,„+5_- (112, 17) 
2u 2u 
Für die elastische Streuung ist m =n, p = p,, und die Formel (112, 16) 
stimmt dann genau mit derim $ 78 nach der Methode stationärer Zustände 
ermittelten überein. Für die unelastische Streuung besitzt der Atomfaktor 
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F „n eine etwas andere Form [s. (112, 12)]. Außerdem enthält g den Faktor 
Be ‚ dessen Sinn leicht zu deuten ist. 94.2 ist das Verhältnis des einfallenden 
zum gestreuten Strom im Winkelbereich d2. Zu diesem Verhältnis der 
Ströme tritt das Geschwindigkeitsverhältnis, das gleich B ist, hinzu. Es 
fällt bei der elastischen Streuung fort. Man bezeichnet oft p mit Pan, 8 mit 


Run = 2a — Pa. und schreibt dann (112, 16) in folgender Form: 


Pmn(_A#_\ ’ 
Amn(d. 9) dQ = Fr ( 3) Em mnl?dR. (2,16) 
Daraus erhalten wir, wenn wir über alle möglichen Streuwinkel d Qintegrieren, 
den Wirkungsquerschnitt für jeden Stoß, bei dem sich die Energie des Elek- 
trons um die Größe E,„, — E,„ ändert und das 

Atom vom Zustand E, in E, übergeht: Omrz 


Omn = [Im MER. (112, 18) 
4n 


Ist E, der Grundzustand des Atoms, so kann 
das stoßende Elektron das Atom nur anregen 
(E„> E,„). In diesem Fall nennt man Q,„,„ den 
Wirkungsquerschnitt fürdie AnregungdesAtoms. 9 E 
Abb.75 stellt die typische Abhängigkeit dieses Apb.75.. Die Abhängigkeit 
Querschnitts von der Energie der Elektronen des Wirkungsquerschnitts 
dar. Auf Grund des Erhaltungssatzes (112, 17) (Omn) für die Anregung 

können wirdurch Messung der Energieänderung durch Elektronenstöße von 


p® p3 der Elektronenenergie E 
pre ER der einfallenden Elektronen die Dif- 
u 
ferenzen E, — E, bestimmen und damit das Energiespektrum des Elektrons 
feststellen. Das geschah zum erstenmalin den FRAncKk-HerTzschen Versuchen. 
Wenn man, wie üblich, die Grenze (m = oo) zwischen dem diskreten und 
dem kontinuierlichen Atomspektrum bei der Berechnung der Energie des 
Atomelektrons gleich Null setzt, so können wir durch Bestimmung jenes 
2 2 
Energieverlustes 3 2 zZ der Primärelektronen, bei dem die Ionisierung 
[7 
des Atoms (das Auftreten von Sekundärelektronen) beginnt, auch die Energie 
des Zustands messen, in dem sich das Atom vor dem Stoß befand. Wir haben 
:n diesem Fall aus (112, 17) 


2 2 2 2 
B=3, tea 3n (112, 17) 


Wir können auf diese Weise den stationären Zustand des Atoms bestimmen. 
Diese Messung unterscheidet sich vonden Messungen durch Atomablenkungen 
in einem äußeren Feld darin, daß der Atomzustand durch die Messung ver- 
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ändert wird (es tritt z.B. eine Ionisierung des Atoms ein), während er bei den 
Ablenkungsversuchen unverändert bleibt. 

Es sei bemerkt, daß sowohl für die Messung der Atomenergie durch Stöße 
als auch für die Messung durch Ablenkungen eine gewisse Mindestzeit er- 
forderlich ist. Die Messung beruht auf dem Energiesatz (112, 17). Dieser 
drückt sich durch das Vorhandensein einer ö-Funktion in der Übergangs- 
wahrscheinlichkeit aus [vgl. $ 84, die Formeln (15), (16) und (17), wobei in 
ihnen ho = 0 zu setzen ist]. j 

In Wirklichkeit haben wir es aber nicht mit der ö-Funktion, sondern mit 
einer Näherung durch den Ausdruck (82, 14) zu tun: 


sn ET Pat 
h h 


= Ben: (112, 19) 


ö4(E — E,) = 
der erst beit — ooin ö(E — E,) übergeht. Die Funktion ö!(E — E,) ist nur 
in dem Intervall der Differenz A(E — E,) merklich von Null verschieden, für 


das gilt ME—B,)-i=h, 
und wird klein für 
A(E—L,-t>h, (112,20) 


d.h., es besteht eine Unbestimmtheit in der Differenz zwischen der Ausgangs- 
energie E, und der Endenergie E, die von der Dauer des Zeitabschnitts t 
zwischen dem Beginn der Messung (dem Beginn der Wechselwirkung des ein- 
fallenden Elektrons mit dem Atom) und deren Ende (Feststellung der Energie 
des einfallenden Elektrons nach dem Stoß) abhängt. 

Nehmen wir jetzt an, wir wüßten genau die Energie des von außen ein- 
fallenden Elektrons sowohl vor als auch nach dem Stoß. Dann folgt aus 
(112, 20) das Verhältnis zwischen der Meßdauer £ und der Unbestimmtheit 
A(E,— En) als Differenz zwischen der Anfangs- und Endenergie des ge- 
messenen Systems (Atoms): 

A(E,„— En) t>h. (112, 21) 


Um die Niveaus unseres Systems (Versuch von FRAnck und HERTZ) zu 
bestimmen, fixieren wir auch noch die Endenergie. Dazu suchen wir die Fälle 
heraus, in denen das Atom durch den Stoß innisiert wird (Z, > 0), und 
messen die Energie des aus dem Atom fliegenden Elektrons. Dann überträgt 
sich die ganze Unbestimmtheit auf den Ausgangszustand, und wir erhalten 


aus (112, 21) A(B,)-t>h. (112, 21’) 


Um zu wissen, welche Energie E, oder E,, das Atom vor dem Zusammenstoß 
besaß, muß offensichtlich A(E,) < |E, — E,„| sein, d.h. 


2, — E,|t>$. (112, 22) 


Wenn wir also unterscheiden wollen, in welchem der Zustände sich das Atom 
vor dem Versuch befand, ist eine hinreichend lange Zeit der Messung erforder- 
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lich (wobei die Energie nach dem Versuch als bekannt vorausgesetzt wird). 
Beschränkt man sich jedoch nur auf die Bestimmung der Energie vor dem 
Versuch (im Ausgangszustand) oder nur nach dem Versuch, dann gilt die 
Beziehung (112, 21’) nicht. 


$ 113. Der Energiesatz und die besondere Rolle der Zeit in der 
Quantenmechanik 


In der klassischen Theorie besagt der Energiesatz, daß die Energie eines ab- 
geschlossenen Systems ungeändert bleibt. Wenn wir die Energie eines solchen 
Systems im Zeitpunkt i = 0 mit E, und im Zeitpunkt t mit E, bezeichnen, 


el Dh (113,1) 


In der Quantenmechanik wird der Energiesatz ähnlich formuliert. Dabei 
erscheint nach $ 33 die Energie als Konstante der Bewegung, und die Wahr- 
scheinlichkeit w(Z, t), im Zeitpunktt den Energiewert E zu finden, hängt nicht 
von der Zeit ab: 

dw(E,t) _ 


di 


Der Energiesatz setzt in der soeben ausgesprochenen Form voraus, daß es 
möglich ist, die Energie zu einem gegebenen Zeitpunkt bestimmen zu können, 
ohne sie dabei einer unkontrollierbaren Änderung zu unterwerfen. In der 
klassischen Mechanik ruft die Möglichkeit einer solchen Messung keine Zweifel 
hervor. In der Quantenmechanik dagegen erscheint eine solche Möglichkeit 
nicht ohne weiteres als selbstverständlich, wenn man berücksichtigt, daß die 
Einwirkung der Meßvorrichtung im allgemeinen den Zustand des Systems 
ändert. 

Diein den $$ 111, 112 untersuchten Meßvorrichtungen zur Bestimmung der 
Energie zeigen, daß diese ohne Änderung ihrer Größe nur mit einer Genauig- 
keit 


0. (113, 2) 


AE > (113, 3) 


gemessen werden kann, wo r die Meßdauer ist. Das bedeutet jedoch keine 
Schwierigkeiten für den Energiesatz, da die Energie eine Konstante der Be-. 
wegung ist und wir über eine hinreichend lange Zeitdauer verfügen, um eine 
lange Messung durchführen zu können. Wenn wir z.B. im Zeitabschnitt 7 
eine Messung durchführen, dann das System für die Zeit T sich selbst über- 
lassen und danach wiederum die Energie bestimmen, so behauptet der 
Energiesatz (113, 2), daß das Ergebnis dieser zweiten Messung mit der Ge- 


nauigkeit von AE = in mit dem Ergebnis der ersten Messung übereinstimmt. 


Verzichtet man jedoch auf die Unveränderlichkeit der Energie durch ihre 
Messung, so werden der Genauigkeit für die kurzzeitige (momentane) Energie- 
messung keinerlei Beschränkungen auferlegt, da das Verhältnis (113, 3) nur 
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die Unbestimmtheit AE für die Energiedifferenz vor und nach dem Versuch 
enthält (vgl. 112, 21). Man kann daher einen beliebig genauen Wert für dir 
Größe deı Energie zu einem gegebenen Zeitpunkt erhalten, wenn man sich 
mit der Kenntnis ihrer Größe entweder vor oder nach dem Versuch begnügt. 
So kann man z.B. den Energiewert im Zeitpunkt ti = 0 vor dem Versuch und 
im Zeitpunkt = T nach dem Versuch "bestimmen. Dann behauptet der 
Energiesatz, daß beide Energiewerte einander gleich sein werden. 

Wir beenden die Diskussion des Energieproblems mit dem Hinweis, daß in 
der Quantenmechanik keine Beziehung zwischen der Unbestimmtheit AE des 
Energiewertes E zu einem vorgegebenen Zeitpunkt t und der Unschärfe At 
der Fixierung dieses Zeitpunktes von der Form 


AB. > 113, 4) 
existiert, die der Beziehung 
4p,- dA: > - (113, 5) 


zwischen Impuls und zugehöriger Koordinate analog wäre, wie es auch zum 
Unterschied von der Beziehung zp, — p,t=ih keine von der Form 
Wir könnten mit einer solchen Beziehung nur in dem Fall rechnen, wenn 


2 i 25008 4 
man der Energie E ebenso einen Operator ih 37 zuordnen könnte, wie der 


Größe p, der Operator — ih zugeordnetist. In Wirklichkeit ist aber in der 


Quantenmechanik der Energieoperator H eine „Funktion‘‘ der Impuls- und 
Koordinatenoperatoren: H=H(p,,p,;P,; %,Y,2). Die Energie ist daher 
vom Standpunkt der allgemeinen Prinzipien der Quantenmechanik eine 
Größe, die zu einem gegebenen Zeitpunkt einen bestimmten Wert besitzen 
kann, während die Zeit zum Unterschied von den Koordinaten x, y, z keinen 
Operator darstellt. 

Die Beziehung (113, 4) läßt sich aber trotzdem erhalten, wenn man der 
Auffassung der Größen AE und At einen angemessenen Sinn unterlegt. Wir 
führen Beispiele an. Nehmen wir an, wir hätten eine Wellengruppe (s. $$ 7 
und 15), die sich mit der Gruppengeschwindigkeit v bewegt und die Aus- 
dehnung (die Koordinatenunbestimmtheit) Ax besitzt. Wir führen nun die 


Zeit dt = = ein, in deren Verlauf die Gruppe irgendeinen fixierten Raum- 
punkt x passiert. Wenn wir berücksichtigen, daß 
p2 
AR =4(3:)\=v- 4m, (113, 6) 
2u 
so erhalten wir aus (113, 5) 
Ax h n 
vAp,  — = AB A275. (113, 7) 
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Hier ist AE die Unbestimmtheit der Energie und At die Zeitdauer des Durch- 
gangs der Gruppe durch den fixierten Raumpunkt x. Man kann sich auch 
anders ausdrücken: At ist die Zeit, innerhalb welcher der Mittelwert Zsich um 
die Größe der Unbestimmtheit Az in der Koordinate ändert. 

Als ein anderes Beispiel für die Beziehung der Form (113, 4) kann die im 
8101 untersuchte Ersch.inung des Zerfalls bzw. des Verschwindens eines 
gegebenen Anfangszustands y(z, 0) dienen. Dort wurde gezeigt: Wenn man 
die Unbestimmtheit AE der Energie mit der Breite des quasistationären 


Niveaus AE = "4 jdentifiziert und unter At die Lebensdauer des Zustands 


T= - = At versteht, dann sind AE und At durch die Beziehung (113, 4) 


miteinander verknüpft [vgl. die Formel (99, 31)]. 

MANDELSTAM und Tamm!) haben gezeigt, daß die hier untersuchten Bei- 
spiele Sonderfälle einer sehr allgemeinen Deutung der Beziehung (113, 4) dar- 
stellen, die in folgendem besteht: Z sei eine beliebige mechanische Größe, die 
kein Bewegungsintegral ist. Dann wird sich, wenn der Zustand nicht sta- 
tionär ist, der Mittelwert Z im Laufe der Zeit ändern. At sei nun jener Zeit- 
abschnitt, in dessen Verlauf sich der Mittelwert Z um die Größe der Un- 
bestimmtheit AL verändert (AL ist die Quadratwurzel aus dem mitileren 
Schwankungsquadrat 472) : |L(t + At) — L(t)| = AL. Dann ist At mit 
der Unbestimmtheit der Energie AE (wobei AE = \V AE?) durch die Be- 
ziehung (113, 4) verknüpft. 


1) Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. fiz. 9 (1945) 122. 
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8114. Das Prinzip der Identität von Mikroteilchen 


Wir wollen nun die Eigenschaften von Systemen gleicher Teilchen unter- 
suchen. Als gleiche Teilchen bezeichnen wir solche, die die gleiche Masse (m), 
die gleiche Ladung (e), den gleichen Spin (s) usw. besitzen, so daß sich diese 
Teilchen unter gleichen Bedingungen (äußeres Feld, Vorhandensein anderer 
Teilchen) gleich verhalten. f 

Vom Standpunkt der Atomtheorie aus ist es natürlich, aber nicht un- 
bedingt erforderlich, anzunehmen, daß alle Teilchen gleicher Art (Elektronen, 
Protonen, Neutronen usw.) untereinander identisch sind. In der Tat wird ja 
die Messung der die Teilchen kennzeichnenden Größen (m, e, s) stets mit 
einer nur begrenzten Genauigkeit durchgeführt (Am, Je, As), so daß es stets 
zulässig wäre, anzunehmen, daß die verschiedenen Exemplare sich wenig- 
stens innerhalb der Grenzen der Meßgenauigkeit voneinander unterscheiden 
können. 

Ob sämtliche Exemplare der gleichen Art gleich oder ungleich sind, läßt 
sich nur in dem Fall entscheiden, wenn das Verhalten einer Gesamtheit glei- 
cher Teilchen sich vom Verhalten einer Gesamtheit verschiedenartiger, wenn 
auch beliebig wenig voneinander abweichenden Teilchen, qualitativ unter- 
scheiden würde. Und die Quantenmechanik führt gerade zu einem solchen 
qualitativen Unterschied zwischen den Eigenschaften von Gesamtheiten 
gleicher und verschiedenartiger Teilchen. Daher kann man, gestützt auf die 
Quantenmechanik und die Erfahrung, die im ersten Augenblick unlösbar 
scheinende Frage beantworten, ob alle Vertreter von Teilchen einer Art unter- 

- einander identisch sind oder nicht. 

Um zu erkennen, auf welche Art diese Frage entschieden wird, müssen wir 
zunächst die einfachsten Eigenschaften von Gesamtheiten untersuchen, die 
aus gleichen Teilchen bestehen. Nehmen wir an, wir hätten N gleichartige 
Teilchen. Die zum Teilchen &k gehörenden Koordinaten bezeichnen wir mit 
dem Buchstaben g;, so daß unter g, die drei Koordinaten verstanden werden 
müssen, die den Ort (xz;, %;, 2,) des Teilchenschwerpunkts bestimmen, und 
vielleicht noch eine vierte, die den Spin des Teilchens (s,) bestimmt, falls es 
einen besitzt. 

Wir wollen die Masse der Teilchen mit m, die Energie im äußeren Feld mit 
U (q,, t) und die Energie der Wechselwirkung zwischen den Teilchen k und 
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mit W(gx,q,) bezeichnen. Dann ist der HAmILTonoperator eines Systems 
solcher Teilchen 


H (q,, 98: --- %s -- wur ne = 
N 
= = t+ U (4, t) +3 Wa). 
j= 


Kel 
Die Gleichheit der Teilchen drückt sich darin aus, daß die Masse der Teilchen, 
die Energie U im äußeren Feld und die Energie W der Wechselwirkung für 
alle Teilchen als gleich angenommen wurden. Diese Besonderheit des 
Hamiıttonoperators bleibt für jedes Feld erhalten: Jedes äußere Feld wirkt 
auf gleiche Teilchen in gleicher Weise. 

Für die allgemeinen Schlußfolgerungen ist es nicht sehr bequem, von der 
speziellen Form (114. 1) des HamItLTonoperators auszugehen.!) Wir müssen 
daher die Tatsache ausdrücken, daß der HAmILTonXoperator ein System 
gleicher Teilchen beschreibt, ohne zu der expliziten Form zu greifen. 

Geht man von (114, 1) aus, kann man sich leicht darüber klar werden, 
worin die notwendige und allgemeinste Eigenschaft besteht, mit der ein 
HamıtTonoperator ein System gleicher Teilchen beschreibt. Vertauschen 
wir in (114, 1) die Koordinaten (q,) des Teilchens k mit den (g,) des Teil- 
chens j, so ändert sie seine Form nicht. Eine solche Vertauschung bedeutet 
nur die Umstellung der Summanden jener Summen, aus denen der HAMILTON- 
operator besteht: 


H (q1: 92 --» I: +, 9p 9m 8) = HG: 9: Yes --- Imst) (114, 2) 


für sämtliche Paare (5, k) der N Teilchen, die das System bilden. Würde sich 
unter den N Teilchen auch nur ein einziges von den übrigen verschiedenes 
befinden, dann würde diese Gleichung gerade für die Vertauschung dieses 
Teilchens mit irgendeinem anderen keine Gültigkeit haben. Die Gleichung 
(114, 2) drückt also die allgemeinste Eigenschaft eines HAMILTONoperators 
aus, die sich auf die Gesamtheit von gleichen Teilchen bezieht. 

Diese Eigenschaft kann kurz wie folgt formuliert werden: Der HAMILToN- 
operator eines Systems gleicher Teilchen ist invariant (symmetrisch) in bezug 
auf die Vertauschung eines beliebigen Teilchenpaares. 

Da wir im weiteren oft Vertauschungen begegnen werden, ist es vorteil- 
haft, einen neuen Operator, den Operator P;, der Teilchenvertauschung ein- 
zuführen. Unter diesem Operator wollen wir ein Symbol verstehen, das dar- 
auf hinweist, daß die Koordinaten der Teilchen k und j vertauscht werden 
müssen. Haben wir z. B. eine Funktion f(..., 9x, ---, 9,, ...), dann gilt 


Pu, fl.» Ik; ...y 9: 3 | = ass g; ...; I; EAN E (114, 3) 
Dieser Operator gehört offensichtlich zur Klasse der linearen Operatoren, 
denn um die Koordinaten in der Summe zweier Funktionen zu vertauschen, 
müssen sie in jeder der Funktionen vertauscht werden. 

1) Der HamıLtonxoperator in der Form (114, 1) schließt Kraftfelder ohne Potential 
(z. B. ein Magnetfcl1d) aus und ebenso die Wechselwirkung, die von der Teilchengeschwin- 
digkeit abhängen könnte (magnetische Kräfte). Alles das könnte aber berücksichtigt 
werden, ohne daß der weitere Gedankengang sich im geringsten ändert. 


(114, 1) 
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Mit Hilfe des Operators P,, kann die Gleichung (114, 2) wie folgt geschrie- 
ben werden: 


P,,H (4: on des + 9; 4m t) = H(q.: “des ern 4: 4m t) Pr; 
(114, 4) 


und zwar für sämtliche Paare k, j. Der Operator P,, ist somit mit dem Ha- 
MILTONoperator des Systems gleicher Teilchen vertauschbar. Wenden wir näm- 
lich auf eine gewisse Funktion y den Operator PH an, so bedeutet das nach 
(114, 2) das gleiche, wie die Anwendung von HP, da der Operator P gemäß 
(114, 2) den HamıtTonoperator H unverändert läßt. 

Mit dieser Eigenschaft des HamıtLTonoperators wollen wir einen wichtigen 
Hilfssatz für die Wellenfunktionen beweisen, die den Zustand von Systemen 
gleicher Teilchen beschreiben. Die Wellenfunktion eines Systems von N 
Teilchen sei Pig: ---, Ik ---» 4» +»; t). Sie muß der SCHRÖDINGER- 
gleichung 


s OP (q,; ... Ik > ... 95; 4:8) 
h—— = H (9: 03 pm) X 
i EL; (Aus ++ 9er 4 Qt) (114, 5) 


x Y(q» a) ge ..., 95: 4m t) 


genügen. Wir vertauschen in dieser Gleichung die Koordinaten der Teilchen k 
und j. Dazu lassen wir auf beide Seiten den Operator P,, wirken: 


n> Zr (PP) = PHP). (114, 5’) 


Da der Hamittonoperator H für gleiche Teilchen symmetrisch in bezug 
auf die Vertauschung von Teilchen ist, so können wir auf Grund von (114, 4) 
in (114, 5’) die Operatoren P,, und H vertauschen. 

Wir erhalten dann 


ihI- (PP) = H(P,,P). (114, 6) 


Aus der Gegenüberstellung von (114, 6) mit der Ausgangsgleichung (114, 5) 
folgt: Wenn Y(q,, ..., 9es ---» 4 ---» Im, £) eine Lösung der SCHRÖDINGER- 
gleichung (109, 5) ist, so ist auch 


y — P,P= Y(q; ... > vo, ps »+ +5 In: i) (114, 7) 


eine Lösung dieser Gleichung. Folglich stellt X’ neben Y einen der möglichen 
Zustände des Systems dar. 7’ unterscheidet sich von Y dadurch, daß sich 
das Teilchen & jetzt in dem Zustand befindet, den früher das Teilchen 5 ein- 
nahm, und das Teilchen j sich jetzt im Zustand des Teilchens & befindet. 
Setzen wir die Vertauschungen fort, so können wir weitere mögliche Zu- 
stände 7”, Y'”,... des Systems finden, die sich untereinander durch die Ver- 
teilung der Teilchen auf die Zustände unterscheiden. 

Wenn wir behaupten, das erste Teilchen befinde sich im Zustand a (erste 
Stelle der Wellenfunktion), ein zweites im Zustand 5b (zweite Stelle) usw., 
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so begegnen wir hier einer charakteristischen Schwierigkeit. Es handelt sich 
darum, daß wir vom atomistischen Standpunkt aus die verschiedenen Teil- 
chen gleicher Art als gleich betrachten und sie daher nur nach ihrem Zustand, 
z. B. nach ihrem Ort im Raum, nach der Größe ihres Impulses, ihrer Energie 
usw. unterscheiden können. Selbstverständlich kann sich der Zustand der 
Teilchen im Laufe der Zeit ändern, sie können ihre Zustände unter sich ver- 
tauschen. Da wir aber in der klassischen Mechanik grundsätzlich stets die 
Möglichkeit haben, die Bahn der Teilchen zu verfolgen, so können wir, wenn 
wir sie z. B. nach ihrer Lage im Zeitpunkt t = 0 gekennzeichnet haben, in 
jedem Augenblick sagen, ob sich am gegebenen Ort das Teilchen befindet, 
das wir als das erste oder zweite bezeichneten. Im Bereich der Quantentheorie 
ist das aber nicht durchführbar. Hätten wir die Teilchen nach ihrer Lage im 


zZ 
X 
Z=0 z 
X7 I2 
i=0 


Abb.76. Die Numerierung der Teilchen nach ihren Orten im Raum. a in der klassischen 
Mechanik; 5b in der Quantenmechanik. Im doppelt schraffierten Bereich ist die Numerie- 
rung nicht durchführbar 


Zeitpunkt t = 0 gekennzeichnet, so wären die zu verschiedenen Teilchen ge- 
hörenden Wellenpakete rasch auseinandergeflossen und hätten sich über- 
deckt, so daß wir bei Feststellung eines Teilchens irgendwo zum Zeit- 
punkt € > 0 keineswegs in der Lage wären, zu sagen, ob es das erste oder 
das zweite Teilchen ist. 

Diese Überlegungen werden in Abb. 76 veranschaulicht. Abb. 76a stellt die 
Lage x, und x, von Teilchen zum Zeitpunkt t = 0 dar und ihre weitere Be- 
wegung entlang klassischer Bahnen. Abb. 76b zeigt die Wellenpakete von 
Teilchen im Zeitpunkt t=0 bei x, und x, und ihr weiteres Auseinander- 
fließen (schraffierte Bereiche). Zu bemerken ist, daß nur jene Bereiche schraf- 
fiert wurden, in denen ||? sehr groß ist, so daß sich die Wellenpakete auch 
in nicht schraffierten Bereichen überdecken, aber dort der Wert von |]? 
klein ist. Finden wir ein Teilchen in einem Raumbereich, in dem sich die 
Wellenpakete überdecken, so können wir nicht mehr entscheiden, mit wel- 
chem der beiden Teilchen wir es zu tun haben. 

Wir geben ein weiteres Beispiel. Die Teilchen mögen sich in einem durch 
eine Querwand geteilten Kasten befinden (Abb. 77). Die undurchlässigen 
Wände des Kastens bedeuten, daß die potentielle Energie der Teilchen bei 
Annäherung an die Wände zunimmt. Im Grunde stellt die Querwand nichts 
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anderes dar, als eine Potentialschwelle. Diese Schwelle ist auf Abb. 77 unten 
unter dem Kasten dargestellt. Ist die Energie der Teilchen kleiner als die 
Höhe der Schwelle, so kann sie nach der klassischen Mechanik von den Teil- 
chen nicht überwunden werden - die Querwand ist für sie undurchlässig. Wir 
können daher die Teilchen nach ihrer Lage in der rechten oder linken Hälfte 
des Kastens unterscheiden. 

Nach der Quantenmechanik besteht jedoch für jede Schwelle von endlicher 
Höhe eine gewisse Wahrscheinlichkeit, daß das Teilchen sie infolge des 
Tunneleffekts durchdringt. Waren anfangs die Wellenfunktionen der Teil- 
chen 7, und 7, (Abb. 77), so werden sie sich nach Ablauf einer gewissen Zeit 
in Y, und 7, verwandeln (die gestrichelten Kurven), so daß das Teilchen a 

rechts und das Teilchen b links gefunden wer- 

den kann. Bei t— oo werden die Wellen- 
funktionen Y, und Y, einander gleich und 
symmetrisch gelegene Maxima in beiden 

Kastenhälften aufweisen. Die Wahrschein- 

lichkeit, das Teilchen a in einer der beiden 

Kastenhälften zu finden, ist ebenso groß, 

wie dieselbe Wahrscheinlichkeit für das Teil- 

chen b, so daß jede Spur der ursprünglichen 

Asymmetrie verlorengegangen ist. 

Analoge Überlegungen lassen sich auch in 

zZ jenen Fällen anstellen, wo die Teilchen nicht, 

wie in den angeführten Beispielen, nach 

ihrem Ort im Raum, sondern nach anceren, 

Kasten. Unten sind der Verlauf? ihren Zustand kennzeichnenden Merkmalen 

Aes Pötentialsin Wandnshe und charakterisiert werden. Es möge z. B. das 

die Wellenfunktion der Teilchen Teilchen a im Zeitpunktt = 0 den Impuls p, 

abgebildet haben, das Teilchen b den Impuls p,. Da Zu- 

stände mit gegebenem Impuls den ganzen 

Raum einnehmen, besteht immer eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafür, daß 

die Teilchen zusammenstoßen und dabei ihre Impulse so vertauschen, daß 
das Teilchen a den Impuls p, und das Teilchen b den Impuls p, erhält. 

Das einzige Mittel, gleiche Teilchen voneinander zu unterscheiden, und 
zwar nach Zuständen, versagt im Bereich der Quantentheorie. Es wäre also 
denkbar, daß alle in der Natur vorkommenden Systeme so eingerichtet sind, 
daß das Problem der Unterscheidung gleicher Teilchen überhaupt gekünstelt 
ist, d. h. daß die Zustände einer Gesamtheit gleicher Teilchen stets so sind, 
daß man nur vom Zustand der ganzen Gesamtheit, nicht aber von der Ver- 
teilung von Teilchen auf die Zustände sprechen kann. Diese Annahme wird 
durch das Experiment bestätigt. Wir formulieren sie als das Prinzip der 
Teilchenidentität: In einer Gesamtheit gleicher Teilchen werden nur solche 
Zustände verwirklicht, die sich beim Austausch gleicher Teilchen nicht ändern. 
Das bedeutet, daß sich die Wahrscheinlichkeit, in einem System gleicher 
Teilchen bei einer Messung der mechanischen Größe L den Wert L’ zu finden, 
nicht ändert, wenn die Teilchen ihre Zustände untereinander vertauschen. 
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Abb.77. Zwei Teilchen in einem 
durch eine Querwand geteilten 


$115. SYMMETRISCHE UND ANTISYMMETRISCHE ZUSTÄNDE 


Dieses Prinzip ergibt sich nicht aus den früher dargelegten Grundsätzen 
der Quantenmechanik, stimmt aber mit ihr, wie wir sehen, überein und ist 
notwendig, wenn wir in der Quantenmechanik zu Schlußfolgerungen ge- 
langen wollen, die mit dem Experiment übereinstimmen. 


$ 115. Symmetrische und antisymmetrische Zustände 


P(q1-:» 48:4 9m, t) sei die Wellenfunktion, die den Zustand eines 
Systems aus N Teilchen beschreibt. Vertauschen wir nun die Zustände etwa 
der Teilchen & und j, so erhalten wir nach (114, 7) einen . Zustand 
des Systems, der durch die Wellenfunktion %’(q1, ..., 9 ++.» x +++» In») 
beschrieben wird. Das Prinzip der Teilchenidentität Den daß dieser 
neue Zustand 7’ vom früheren nicht zu unterscheiden ist, d.h. Y und #’ 
faktisch den gleichen Zustand des Systems beschreiben. 

Wellenfunktionen, die den gleichen physikalischen Zustand beschreiben, 
können sich nur durch einen konstanten Faktor voneinander unterscheiden. 
Aus dem Identitätsprinzip folgt also 


?(q» Bee > ne) ++» An: t) Ze AP (q; les en > 4m t), 


wo A ein bestimmter konstanter Faktor ist. Mit Hilfe des Vertauschungs- 
operators kann diese Gleichung auch so geschrieben werden: 


PP =P. (115, 1) 


Inder Gleichung (115,1) wirkt links der Operator P, „auf die Funktion. Rechts 
steht die gleiche Funktion, multipliziert mit der Zahl A. Folglich ist die 
Gleichung (115, 1) eine Gleichung für die Eigenfunktionen Y und die Eigen- 
werte A der Vertauschungsoperatoren P,,. Wir können daher sagen, die vom 
Identitätsprinzip den möglichen Systemzuständen auferlegte Bedingung 
(115, 1) bestehe darin, daß die den Zustand des Systems beschreibenden 
Wellenfunktionen auch Eigenfunktionen der Operatoren P,, (für beliebige 
k,j) sein müssen. Um die Art dieser Eigenfunktionen und die Eigenwerte A 
zu finden, wenden wir bei (115, 1) noch einmal den Vertauschungsoperator P,, 
an. Wir haben dann: 

PL,Y=AP,P. (115, 2) 


Der zweimal angewandte Vertauschungsoperator P,, verändert die Funk- 
tion Y nicht. Daher steht in (115, 2) links nur Y(..., 9x, ..., 9 ...) und rechts 
nach (115, 1) A®P(...,, -.., 4, ...), so daß (115, 2) folgende Form erhält: 


vy=2AyP, 
d.h.: 
2=1. (115, 3) 
Daraus erhalten wir als Eigenwerte des Vertauschungsoperators P,, 
i=+l. (115, 4) 


457 


XIX. SYSTEME AUS GLEICHEN MIKROTEILCHEN 


Die entsprechenden Eigenfunktionen besitzen nach (115, 1) folgende Eigen- 
schaften: P,Y zu ges (115, 5) 
P,Y=-PVY, A=—IJ|, (115, 6) 


d. h., Eigenfunktionen des Vertauschungsoperators P;, sind Funktionen, die 
sich bei der Vertauschung der Koordinaten g; des Teilchens k mit dem Ko- 
ordinaten g, des Teilchens j entweder nicht ändern (115, 5) oder das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen annehmen (115, 6). Die ersten Funktionen (115, 5) 
werden wir als symmeirisch, die zweiten (115, 6) als antisymmetrisch in bezug 
auf die Vertauschung der Teilchen & und j bezeichnen. 

Die möglichen Zustände eines Systems aus N gleichen Teilchen müssen 
also durch Wellenfunktionen Y(q,, ..., 4» ++ 9 ---» Qu, t) beschrieben sein, 
die bei der Vertauschung eines beliebigen Teilchenpaars (k, 5) ihr Vorzeichen 
ändern oder ungeändert bleiben. Wegen der Annahme, daß sämtliche Teil- 
chen gleichberechtigt sind, läßt sich voraussehen, daß die möglichen Funk- 
tionen Y so sind, daß sie entweder in allen Paaren gleicher Teilchen symme- 
trisch oder antisymmetrisch sind. Es kann also keine Funktionen geben, die 
gegenüber einem Teil der Teilchen symmetrisch, gegenüber einem anderen anti- 
symmetrisch sind.!) Schließlich folgt aus dem Identitätsprinzip der Teilchen, 
daß nur zwei Zustandsklassen für gleiche Teilchen möglich sind: 


oder 


PP, = Y,(k, j beliebig), (115, 7) 
d.h. symmetrisch in allen Teilchen und 
P,P,= -Y, (k, i beliebig), (115, 8) 


d.h. antisymmetrisch in allen Teilchen. 

:Wir werden nun zeigen, daß es zwischen diesen Zuständen keine Über- 
gänge geben kann: Befand sich zu irgendeinem Zeitpunkt ein System im 
symmetrischen (Y,) oder antisymmetrischen (Y,) Zustand, so befindet es sich 
stels in einem symmetrischen bzw. antisymmetrischen Zustand. Als Beweis 
für diesen wichtigen Satz genügt es, die SCHRÖDINGERgleichung und den 
Umstand zu benutzen, daß der HamItTonoperator bezüglich gleicher Teil- 
chen in jedem Fall symmetrisch ist. Die ScHRÖDINGERgleichung 

 : , (115, 9) 
dt 

1) Treten Vertauschungen beider Art auf, dann ist 7 = 0. Nehmen wir nämlich an, 
Y sei symmetrisch in bezug auf die Vertauschung von & und 5, j und i, aber antisymme- 
trisch in bezug auf die Vertauschung von i und %k, so haben wir 


b JFRPER VPEREPR PIRREPE FTIR En nur A USERR | PRREFE: ZOEPRFR: FERREEE Rn 
= —- Pe... 06,1 90.) = — Pl... 9p ug er) 
Daraus folgt =— (2223 Bis ++» Iks ers ps er). 
ZIP (2.505: 95.) =0, dh. P..,96 le. Qpe) = 0: 
Ähnlich wird der Beweis für die Annahme geführt, zwei Vertauschungen wären anti- 
symmetrisch, die dritte symmetrisch. 
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schreiben wir in folgender Form: 


dw = —,HY dt, (115, 10) 


in der d, den Zuwachs der Wellenfunktion in der Zeit dt bedeutet. Nehmen 
wir an, Y sei im Zeitpunkt i = 0 eine symmetrische Funktion der Teilchen- 
koordinaten (#=WY,). Dann wird infolge der Symmetrie von H die 
Größe HY, ebenfalls eine symmetrische Funktion der Teilchenkoordinaten 
sein und somit in gleicher Weise auch der Zuwachs d, Y der Funktion. 

Mit Hilfe des Vertauschungsoperators können diese Überlegungen in fol- 
gende Form gefaßt werden: 


Pı, (HY,) — H(P,,Y, = HY, 
woraus unter Benutzung von (115, 10) folgt: 
P,(aP)=d4P, (115, 11) 


für alle Paare k,j. Unsere Beweisführung bestätigt somit, daß die zu irgend- 
einem Zeitpunkt (£ = 0) symmetrische Funktion sowohl für die folgenden als 
auch für die vorangehenden Zeitpunkte symmetrisch bleibt, denn der Beweis 
ist gleich anwendbar für dt > 0 und für dt < 0. Die Symmetrie einer Funk- 
tion bleibt somit ungeändert für alle Zeiten von t= — oo bist= +. 
Analog wird der entsprechende Beweis für antisymmetrische Funktionen ge- 
führt. Die einen Systemzustand im Zeitpunkt t = 0 beschreibende Funktion Y 
sei antisymmetrisch (7 = Y,). Dann ist 


PP, ra pP: 
Ferner gilt 
i P,HY,)=H(P,,Y)= —HY,. 
Aus (115, 10) folgt dann 
P,(d,P,) = - UP: (115, 12) 


der Zuwachs der antisymmetrischen Funktion Y, ist selbst antisymmetrisch. 
Befindet sich also ein System in einem durch eine antisymmetrische Funk- 
tion Y_ beschriebenen Zustand, so verbleibt es immer in diesem Zustand. 
Der bewiesene Satz zeigt, daß die Teilung der Zustände in zwei Klassen einen 
„absoluten‘“ Charakter trägt: Ist ein System zu irgendeinem Zeitpunkt im 
Zustand einer bestimmten Klasse (Y, oder Y,) festgestellt worden, so wird es 
nie von der einen Klasse zur anderen übergehen. Wie wir auch das äußere 
Feld verändern mögen, ein solcher Übergang ist unmöglich, da jedes äußere 
Feldin gleicher Weise auf gleiche Teilchen einwirkt und folglich bei jeder be- 
liebigen Änderung des äußeren Feldes der HAmILToNoperator symmetrisch 
bleibt. 

Uns bleibt nun die Frage zu lösen, welche der beiden Möglichkeiten 
(Y=MP, oder Y = Y,) in den einzelnen Fällen angewandt werden muß, um 
den Zustand eines Systems gleicher Teilchen zu beschreiben. 
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8 116. Die Boset- und die Fermı-Teilchen. Das PAuLıprinzip 


Wie wir sahen, führt die Quantenmechanik auf Grund des Prinzips der 
Identität gleicher Teilchen zu zwei Zustandsklassen, die sich nicht mitein- 
ander vermischen. Die Wahl einer bestimmten Zustandsklasse für irgendein 
Teilchensystem kann also nur durch die Natur der Teilchen bestimmt werden, 
die das System bilden, nicht aber durch den Charakter des äußeren Feldes 
oder durch andere Umstände. 

Durch Versuche wurde festgestellt, daß in der Natur Teilchen beider 
Klassen vorkommen. Dabei wird folgende Regel beobachtet: Teilchen, die 
einen Spin gleich einem ganzen Vielfachen der PLanokschen Konstanten be- 


sitzen, 
s=hm, m=0,1,2, (116, 1) 


werden durch symmetrische Funktionen (Y,) beschrieben. 
Wir werden solche Teilchen als Bos£-Teilchen und die Gesamtheiten sol- 
cher Teilchen als Bosz-Einstein-Gesamtheiten, nach den Namen der Physiker 
bezeichnet, die die Statistik für diese Teilchen entwickelt haben. 
Teilchen dagegen, die einen Spin gleich einem halbzahligen Vielfachen der 
Puanckschen Konstanten besitzen: 
1:2 33: ;8 
Re 


werden durch antisymmetrische Funktionen (Y,) beschrieben. Wir be- 
zeichnen solche Teilchen als FerMI-Teilchen und die Gesamtheiten solcher 
Teilchen als FermI-DirAc-Gesamtheiten, nach den Namen der Physiker, die 
die Statistik für Teilchen dieser Art aufgestellt haben.!) 

Alle „Elementarteilchen“ besitzen die Spins 0, !/, oder 1 (vgl. die Abb. 
auf S. 459). 

Elektron, Proton, Neutron, Hyperonen, #-Meson und Neutrino sowie ihre 
Antiteilchen besitzen die Spins !/,. Sie sind sämtlich Fermı-Teilchen (,Fer- 
mionen“). 

r-Meson und X-Meson besitzen die Spins 0 und sind BosE-Teilchen (,Bo- 
sonen“). 

Das einzige Elementarteilchen mit dem Spin 1 ist das Photon. Es gehorcht 
ebenfalls der Bose-Statistik. 

Die Zugehörigkeit eines zusammengesetzten Systems, z. B. eines Atoms oder 
Kerns, zu einer bestimmten Teilchenklasse wird durch Zahl und Art der ein- 
facheren Teilchen, aus denen sich das System zusammensetzt, bestimmt wer- 
den. 

Wir wollen als Beispiel das Wasserstoffatom betrachten. Das Wasserstoff- 
atom stellt ein System aus zwei FErmI-Teilchen dar: einem Proton und einem 
Elektron. Das mechanische Gesamtmoment des Wasserstoffatoms im Normal- 


s=hm, m= 116, 2) 


!) Unter Anwendung der Relativitätstheorie hat PAUL: gezeigt, daß die Regel theo- 
retisch begründet werden kann. Wir sind jedoch nicht in der Lage, hier seine Schluß- 
folgerung zu behandeln und verweisen den Leser auf das Original [46]. 
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zustand setzt sich aus dem mechanischen Moment (Spin) des Protons und 
dem Spin des Elektrons zusammen. Da beide ein Moment gleich +4 be- 


sitzen, so kann das Gesamtmomeni des Wasserstoffatoms im Grundzustand 
gleich O oder + Ah sein, d.h. durch ein ganzes Vielfaches der PLanckschen 
Konstanten ausgedrückt werden. 

Wir wollen nun eine Gesamtheit aus Wasserstoffatomen untersuchen. Die 
Koordinaten des Protons vom k-ten Atom bezeichnen wir mit Q, und die Ko- 
ordinaten des zugehörigen Elektrons mit &,. Dann wird die Wellenfunktion, 
die die aus N Wasserstoffatomen bestehende Gesamtheit beschreibt, folgende 
Form haben: 


rn _ (16 


Wir betrachten jedes Wasserstoffatom als ein Teilchen (das läßt sich im 
ganzen Bereich der Erscheinungen durchführen, wo die Möglichkeit der An- 
regung des Elektronsim Wasserstoffatom vernachlässigt werden kann). Dann 
bedeutet der Zustandswechsel zwischen zwei Wasserstoffatomen k und j 
gleichzeitig auch die Vertauschung der Kernkoordinaten Q,, Q, der Atome k 
und j und der Elektronenkoordinaten £,, £,in der Funktion Y. Da wir aber 
die Protonen und Elektronen als FErMI-Teilchen betrachten, so muß die 
Wellenfunktion hinsichtlich der Vertauschung eines beliebigen Kernpaars 
(9, und Q,) antisymmetrisch sein. In gleicher Weise muß sie auch für die 
Vertauschung eines beliebigen Elektronenpaars (£, und £,) antisymmetrisch 
sein. Somit ändern bei der Vertauschung der Protonen k und j und ebenso 
auch wie bei der Vertauschung der Elektronen % und jihr Vorzeichen. Daher 
wird W bei der Vertauschung der Wasserstoffatome, also der gleichzeitigen 
Vertauschung eines Paars Protonen und Elektronen, sein Vorzeichen über- 
haupt nicht ändern, es ist also bezüglich der Vertauschung der Wasserstoff- 
atome symmetrisch. Somit gehören die Wasserstoffatome, soweit sie als 
einfache Teilchen betrachtet werden, zu den Bose-Teilchen. 

Die gleichen Überlegungen kann man auch hinsichtlich des «-Teilchens 
anstellen, das aus zwei Protonen und zwei Neutronen besteht. Gehen wir 
davon aus, daß die Wellenfunktion für ein System von «-Teilchen anti- 
symmetrisch sowohl in bezug auf die Vertauschung der Protonen wie der 
Neutronen sein muß, so erkennt man, daß sie in bezug auf die Vertauschung 
der «- Teilchen symmetrisch sein muß, d. h. daß die «-Teilchen Bose -Teilchen 
sein müssen. Diese Schlußfolgerung entspricht der Erwartung, daß das 
mechanische Gesamtmoment des a-Teilchens ein ganzes Vielfaches von h 
sein muß, denn es setzt sich aus vier Spins zusammen, von denen ein jeder 


gleich ist. Und in der Tat ist das mechanische Moment des «-Teilchens 


gleich O. n 

Nach diesen Bemerkungen über die zusammengesetzten Teilchen des 
Bose-Typs wenden wir uns der Untersuchung der Grundeigenschart der 
FerMmI-Teilchen zu. Die fundamentale Bedeutung dieser Eigenschaft liegt 
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darin, daß diese Teilchen dem sogenannten PAvLiprinzip folgen, das von 
PauLı schon lange vor der Ausarbeitung der Quantenmechanik auf Grund 
einer Analyse der empirischen Daten über Spektren komplizierter Atome 
formuliert wurde. 

Dieses Prinzip behauptet (in seiner elementaren Form), daß sich in einem 
gegebenen System nicht mehr als ein Elektron in einem bestimmien quanten- 
mechanischen Zustand befinden kann. 

Wir wollen dieses Prinzip an einem Beispiel erläutern. Der quanten- 
mechanische Zustand eines Elektrons, das sich im Zentralfeld bewegt, wird 
durch die drei Quantenzahlen n, !, m charakterisiert, die die Energie (n) des 
Elektrons, sein Bahnmoment (!) und eine Projektion des Bahnmoments (m) 
auf irgendeine Richtung bestimmen, und außerdem durch eine vierte Quanten- 


zahl|m, = + 5 ‚ die die Projektion s, des Spins auf die gleiche Richtung 


bestimmt. Vollständig ist also der quantenmechanische Zustand durch die 
vier Zahlen n, |, m, m, gegeben. Das PauLiprinzip behauptet, in diesem Zu- 
stand gäbe es entweder überhaupt kein Elektron oder nur eines. Mehr als 
eines könne sich in ihm aber nicht befinden. Im Zustand mit den gleichen, 
auf die Bewegung des Elektronenschwerpunkts bezüglichen Quanten- 
zahlen (n, !,m) können zwei Elektronen mit den entgegengesetzten Spin- 


richtungen m, = + 3 untergebracht werden. 


Die angeführte Formulierung des PAuLiprinzips ist einfach, leidet aber an 
dem Mangel, daß sie nur genähertgilt. Wenn wir nämlich ein zweites Elektron 
in den Zustand mit den gegebenen Zahlen n, !, m bringen, so wird sich dieser 
ganze Zustand infolge der Wechselwirkung des ersten mit dem zweiten Elek- 
tron ändern. Aus der elementaren Formulierung geht nicht klar hervor, in 
welchen der Zustände nicht mehr als ein Elektron gebracht werden kann. 
Aber mit Rücksicht darauf, daß sich der Zustand der Elektronen in vielen 
Fällen infolge ihrer Wechselwirkung nur sehr unbedeutend ändert, erweist 
sich bereits die elementare Formulierung des PAULiprinzips als sehr frucht- 
bar. 

Wir wollen das PavLiprinzip so formulieren, daß wir der eben erwähnten 
Schwierigkeit entgehen. Dazu bemerken wir, daß das Elektron (oder ein 


anderes Teilchen mit dem Spin 3) ein Teilchen mit vier Freiheitsgraden ist: 
Drei beziehen sich auf die Bewegung seines Schwerpunkts, der vierte ist der 
Spin. Um also den Zustand eines einzelnen oder eines zu einem System ge- 
hörenden Elektrons anzugeben, genügt es, die vier Größen L,, L,, L;, s zu 
messen, die folgende Eigenschaften besitzen müssen: a) Sie müssen alle 
gleichzeitig meßbar sein; b) die drei ersten müssen die Bewegung des Schwer- 
punkts charakterisieren und unabhängig sein; c) die vierte Größe muß den 
Spinzustand des Elektrons bestimmen. 

Die Gesamtheit der vier Größen dieser Art stellteinen vollen Satz mechani- 
scher Größen für das Elektron dar. Ihre gleichzeitige Messung ist eine voll- 
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ständige Messung, als deren Ergebnis der Zustand y;,1,1,(9:) entsteht, in 
dem die vier Größen L,, L,, L;, s gegeben sind. Der Kürze halber bezeichnen 
wir den gegebenen Wert solcher Größen mit einem Buchstaben n, so daß 


Ya) = Yu (We): (116, 4) 


Wir bringen Beispisle solcher Quadrupel. Man kann als drei Größen die 
Impulskomponenten p,, p,, ?, wählen und als vierte z. B. die Spinprojek- 
tion s, auf die Richtung des Elektronenimpulses. Diese Projektion bestimmt 
den Spin. Dann ist L, = p,, I, = p,, Ls = P,; 8 = 8,. Die von uns betonte 
Unabhängigkeit der drei Größen L,, Z,, L, schließt z. B. eine Wahl wie die 
folgende aus: L, = p,, L, = p,, Ls = p?, da in diesem Fall L, eine Funktion 
von L, wäre. Eine andere Wahl von Größen ist z. B. folgende: Wir nehmen als 
L, die Bewegungsenergie des Elektrons im Kernfeld Ey m(L; = Erim), als 
L, das Impulsmoment des Elektrons (L, = M), als L, die Projektion des 
Impulsmoments auf eine Richtung (L, = M,) und schließlich zur Bestim- 
mung des Spinzustandes die Projektion s, des Spins auf die z-Achse. Bei der 
ersten Wahl der Größen L,, L,, La, 8 erhalten wir nach der Messung den 
Zustand 


Yu) = Yard (I); ' (116, 5) 
bei der zweiten 


Ynla) = Ynims, (A). (116, 5’) 


Diese als Ergebnis der Messung entstehenden Zustände werden im all- 
gemeinen keine stationären Zustände sein, was allein schon daraus ersicht- 
lich ist, daß in einem System von Elektronen weder der Impuls noch die 
Energie eines einzelnen Elektrons Konstanten der Bewegung sind. Wesent- 
lich ist aber für uns eine andere Seite der Frage. Da wir die Zustände y,(g,) 
eines einzelnen Elektrons, wie sie nach einer Messung entstehen, in die 
Untersuchung einführen, haben wir uns von dem unklaren ‚Zustand eines 
Elektrons in einem System‘ befreit, da der Zustand des Systems durch eine 
einzige Wellenfunktion y (q, , -- - 9x» ---, Qv,ı) gekennzeichnet und die Heraus- 
trennung des Zustandes eines einzelnen Elektrons ohne Änderung des Systems 
unmöglich ist. Führen wir die Messung der ein einzelnes Elektron betreffenden 
Größen (L,, Z,, L,, s) durch, so wird wenigstens im Zeitpunkt it = 0), in dem 
die Messung durchgeführt wurde, der Zustand des Elektrons gleich 


Yn (4x) 


sein. Wir operieren somit an Stelle des „Zustands eines einzelnen Elektrons 
in einem System‘“ mit dem Zustand eines Elektrons, der als Ergebnis der an 
ihm durchgeführten vollständigen Messung entsteht. Diese Feststellungen 
gestatten uns die Formulierung des PAuLiprinzips in allgemeinster Form, 
ohne dabei zu den unklaren Ausdrücken „quantenmechanische Zustände 
eines einzelnen Elektrons‘ greifen zu müssen. 
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In dieser allgemeinen Form lautet das PavLiprinzip: In einem System von 
Elektronen kann in jedem beliebigen Zeitpunkt bei der Messung beliebiger vier 
Größen L, ‚L,, Lz, s, die den Zustand eines einzelnen Elektrons charakterisieren, 
jeder Wert der Quadrupel L,, L,, L;, s nur für ein Elektron des Systems erhalten 
werden. 

Wir werden jetzt beweisen, daß das empirisch festgestellte PAvLiprinzip 
eine Folge des Prinzips der Teilchenidentität in der Quantenmechanik ist. Und 
zwar gehorchen die durch antisymmetrische Wellenfunktionen beschriebenen 
Teilchen (Fermı-Teilchen) dem PauLiprinzip. 

Wir führen den Beweis zunächst für eine nur aus zwei Teilchen bestehende 
Gesamtheit durch. Die Verallgemeinerung auf eine beliebige Teilchenzahl ist 
dann einfach- 

Nehmen wir an, der Zustand der Teilchen sei durch die antisymmetrische 
Funktion Y(q, ‚ 9a; t) gekennzeichnet (g, ‚9, bedeuten, wiefrüher, die Gesamt- 
heit sämtlicher Koordinaten einschließlich des Spins für das erste bzw. zweite 
Teilchen). Wir wollen nun für das erste Elektron die Gesamtheit der vier Grö- 
Ben messen, die seinen Zustand vollständig charakterisieren. Ihre Werte be- 
zeichnen wir mit dem Buchstaben n,. Die Werte der gleichen Größen des 
zweiten Teilchens bezeichnen wir mit n,. 

Der Zustand des ersten Elektrons sei, da die gemessenen Größen den 
Wert n, besitzen, durch die Wellenfunktion y,„,(g,) beschrieben, der ent- 
sprechende Zustand des zweiten Elektrons durch y,„,(95). Da es sich um die 
Messung mechanischer Größen handelt, stellt die Funktion y,, (g,) die Eigen- 
funktion der Operatoren dieser Größen dar, und folglich bilden die Funk- 
tionen für verschiedene Werte von n, ein orthogonales Funktionensystem: 


[vr (G) Yn. (9) dr = nm (116, 6) 


Das gleiche gilt selbstverständlich auch für die Funktion y,„, (95). Da unter n, 
die gleichen mechanischen Größen wie unter n, zu verstehen sind, so sind die 
%n, ebensolche Funktionen wie y,,, nur mit dem Unterschied, daß sie sich 
auf ein anderes Elektron beziehen, da bei ihnen an Stelle des Arguments g, 
das Argument g, steht. 

Wir entwickeln die Funktion (g, , 9, ), die den Zustand des Systems 
beschreibt, nach den Eigenfunktionen der an den Elektronen zu messenden 
Größen, d. h. nach y,„,(g,) und %,,(g,). Wir erhalten 


? (4,9) = 2 2 (nz , 02, 8) Yu, (91) * Yn, (92); (116, 7) 


wo 
e(n1,n3,1) = [ P(q; 9:2) Yi(Qı) Yi,(g2) dgı da. (116, 8) 


Wenn wirin (116, 7) die Summe über n, und n, schreiben, so setzen wir vor- 
aus, daß die gemessenen Größen nur diskrete Werte annehmen. Nähmen sie 
kontinuierliche Wertean, müßten wir an Stelle der Summen Integrale setzen. 
Das würde aber den weiteren Gang der Überlegungen nicht ändern. Wir 
bleiben daher der Einfachheit halber beim Summenzeichen. Die Summe über 
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n, und n, erstreckt sich über alle Werte von n, und n,. Außerdem durch- 
laufen n, und n, die gleichen Werte (da es sich bei den Elektronen um die 
gleichen mechanischen Größen handelt). 

Nach der allgemeinen Theorie ist die Größe 


W(N],ng,t) = |c(n, , ng, t)]? (116, 9) 


die Wahrscheinlichkeit dafür, daß zum Zeitpunkt t am ersten Elektron der 

Wert der gemessenen Größen gleich n, und am zweiten der Wert derselben 

Größen gleich n, gefunden wird. Nun vertauschen wir in Y(g,, 9; £) die bei- 

den Elektronen. Wir haben es der Voraussetzung nach mit FErMI-Teilchen 

zu tun, so daß die Funktion bei dieser Vertauschung ihr Vorzeichen ändert. 
Daher ist 


7,4) = 2 2 (N ,Ng, 8) Yn, (92) Yn,(qı) = — Plqı:%;), (116, 10) 
d.h. 


Pi >: c(n,, Ng; t) Ynı (9) Un (91) ei > Pa c(n,, Ng > t) Yn (91) Yn,(95)- 
A ee (116, 11) 


Ändern wir jetzt die Bezeichnungen, indem wir n, durch n, und n, 
durch n, ersetzen, so bleibt alles unverändert, da die Summen sich über alle 
Werte von n, und n, erstrecken und diese die gleichen Werte durchlaufen. 
Nach dieser Bemerkung können wir (116, 11) in folgende Form umschreiben: 


3 3 cn, n,; 8) 9n,(99) Yn,(G) = — % % CN, 2; 8) Yn,(Qı) Yn, (9): 
a . u (116, 12) 


Diese Reihen orthogonaler Funktionen können nur unter der Bedingung 
einander gleich sein, daß die Koeffizienten der gleichen Funktionen einander 
gleich sind, d.h. 


Mn) =—eln,n,). (116, 13) 
Für n, = n, erhalten wir 

Ann) = — en, Mit). (116, 13°) 
Bauchiet e(n,n,t)=0. (116, 14) 


Setzen wir dieses Ergebnis in (116, 9) ein, so finden wir, daß für gleiche 
Werte von n, und n, die Wahrscheinlichkeit w(n,,, nz, t) gleich Null ist: 


w(n,n,t) =. (116, 15) 


Damit ist unsere Annahme bewiesen: Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß in 
einem System aus zwei Elektronen an beiden Elektronen gleichzeitig die 
gleichen Werte einer gleichen Gesamtheit mechanischer, das Elaktron kenn- 
zeichnender Größen gemessen werden, ist Null. Ein solches Meßergebnis ist 
folglich unmöglich, was den Inhalt des PauLiprinzips darstellt. 


80 Blochinzew, Grundlagen 465 


XIX.SYSTEME AUS GLEICHEN MIKROTEILCHEN 


Die Verallgemeinerung auf N Teilchen erfolgt ohne Schwierigkeiten mittels 
der gleichen Gedankengänge, wie wir sie für zwei Teilchen angestellt hatten. 
Die Wellenfunktion Y(g,, ..., 9 ++» > ---» 9, i) des Systems wird in diesem 
Falle wie folgt entwickelt: 


Pas. Yı-+» gm ) = 
= P2 ee > De > ... zem, en My +0 N,5 ..., Ns t) x (116, 7) 


nk 2% 
x Yn,(9ı) Yale) --- Yn,(9;) + YnylAr); 

wo j 

Anm N Nm) = 


= /... [ag ..- day Pas. 0; t) Ya) --- Yirlan)- (116, 8) 


‚Die Wahrscheinlichkeit, die Werte der gemessenen Größen gleich n, am ersten 
Elektron, n, am k-ten, n, am j-ten, n, am N-ten zu finden, ist 


WR: 2 Mar Nr ns) = | MI: 5 Ns N 0 6%. (116, 9°) 


Vertauschen wir in (116, 7’) die Teilchen k und j und vertauschen wir die 
Summationen über n, und n,, so erhalten wir völlig analog zu (115, 11) und 
(115, 12) 


Mes Ned Mm rn Rp 2m), (116, 13”) 
woraus folgt, daß 

Me Me Am) =0 für ven. (116, 14°) 
Bortt gilt UN. MN )=0 für mn. (116, 15’) 


Da diese Beweisführung auf beliebige Teilchenpaare (k, j) der N Teilchen 
anwendbar ist, so müssen alle n, verschieden sein, da sonst w = 0 wird. Die 
Wahrscheinlichkeit, in einem System von FERMI-Teilchen auch nur ein Paar 
von Teilchen zu finden, für die die Meßergebnisse aller den Teilchenzustand (n,) 
charakterisierenden Größen gleich sind, ist Null. 

Zwei Elektronen können z. B. nicht gleichen Impuls und gleichgerichteten 
Spin haben (in diesem Falle wäre n, = n,, wobei p,, ‚Py, P,, s für n gesetzt 
ist). Auf gleiche Weise ist es nicht möglich, im gleichen Raumpunkt zwei 
Elektronen mit der gleichen Spinrichtung zu finden (dann ist 9, = q,, wobei 
unter q z,y,2,3 zu verstehen sind. Bei q, =g, besitzen die Funktionen 
(116, 7, 7’) einen Knoten, so daß Y? Null wird). 

Die gleichen Behauptungen gelten auch für alle anderen FermI-Teilchen, 
für Positronen, Protonen und Neutronen. 

Zum Schluß wollen wir noch folgendes bemerken: Da die Elektronen einen 
Bestandteil der Atomhülle und die Protonen und Neutronen einen Bestand- 
teil des Atomkerns darstellen, hat das PauLiprinzip sowohl für die Theorie 
der Elektronenhülle der Atome als auch für die Theorie des Atomkerns eine 
sehr große Bedeutung. 
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8117. Die Wellenfunktionen für Systeme von FErmı- und von Bose-Teilchen 


Wir untersuchen nun die Wellenfunktionen, für die Symmetrie oder Anti- 
symmetrie der Teilchen besteht. Wir beginnen mit den zu den FERMI- 
Teilchen gehörenden antisymmetrischen Funktionen. Zuerst behandeln wir 
den Fall zweier Teilchen: Die antisymmetrische Funktion zweier Teilchen 
y(Qı, 9,t) kann nach den Eigenfunktionen yr, (g}) und y„,(g5) der einzelnen 
Teilchen entwickelt werden: 


F (41, 9 8) = 2 2 (N 029, 8) Yn, (41) Yn,(92)- (117,1) 


Der Ausdruck (117, 1) kann auch anders dargestellt werden, indem man die 
Summe in zwei Teile zerlegt, wobei in einem n, > n, und im anderen n, < ny 
sein mögen (n, = n, fällt aus, da c(n,, n,,t)=0): 


Pig,9,t)= % 3% 0(N,,n, 8) Ya, (91) Yn, (9) 
Nnı>N: N (117, Y) 
+3 Dein ,Nz,t) Ya, (9) Yn, (9): 


n<N 1% 
Ersetzen wir in der zweiten Summe die Summationsbuchstaben n, durch n, 
und n, durch n,, so bekommen wir 


m) =2% 2% (ng, 8) Yu, (91) Yn,(92) 
M>N Tr (117, 1% 
7 2 2 ©(ng, "4, 8) Yn,(91) Yn, (92)- 
nn N 
Vertauschen wir schließlich n, und n, in c(n,, n,,t), so erhalten wir nach 
(116, 13) 
Y(q:9,,t) = & 2 cn, 09, 8) { Yn, (91) Yn,(Q2) — Ynı(95) Yn.(gı) }- (117,2) 
m>n: 


Der Ausdruck in der Klammer kann als Determinante dargestellt und Y in 
folgender Form geschrieben werden: 


Y(q:9%;) = & cm; 8)° 


1>n, N, 


Yn, (4) Yan, (9) B 
Yn.(91) Yn,(92) 


Die antisymmetrische Wellenfunktion stellt sich also als Summe (oder 
Integral) von Determinanten folgender Art dar: 


(117, 3) 


Yn(9ı) Yn,(9e) 
Yn,(9ı) %Yn,(92) 


Haben wir es mit N Teilchen zu tun, so erhalten wir nach (116, 13) auf ähn- 
liche Weise für den allgemeinen Fall 


Dan. %) = (117, 4) 


Pr ((2, 20 Genen Isa Ans) =&.. 2 2 em... u Nyy sr Ns) 
> 
x Para Nee Ren AN (> ELCH Ik» “rg > “=% In)» (117,5) 
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wo 


Dan... res Ar ie einen pe. gq,)= 


Yn (91) »-- Ynı (9e) --- 9, (95) --- Yu, (Um) 
Yn, (9) --- 9, (a) +: Un, (9) --- Yr, (ax) 


Kae Be ze er ra a Be er Ze ur Be a a Er a ea Er a Ze Er ur a a Zr Zr rer 


(117, 6) 


Yan (91) --- Yan (Ge) - + YnwlY) --- Ynv (Im) 


Entwickeln wir die Determinante, so können wir sie auch so schreiben: 


, Arsen 14...,n8(91> N ++: gx) — 
= (EN Pyn() .- Yale) + YlG) <> Yanlay). [ 17,6) 


Hier ist die Summe über alle N! Permutationen der Teilchen g,,..., qx ge- 
nommen, wobei das Vorzeichen + oder — vor den Summanden in (117, 6’) 
genommen wird, je nachdem, ob die Reihenfolge der Größen g aus der 
Reihe 9,, 9» -- - @& » Q&k+ 15 --- Q, durch eine gerade oder ungerade Anzahl 
von Permutationen hervorgeht. 

Die angeführte Darstellung antisymmetrischer Wellenfunktionen als Deter- 
minantensumme ist sehr wichtig für die praktische Anwendung der Theorie 
bei der näherungsweisen Berechnung des Mehrkörperproblems. Nehmen wir 
an, uns interessieren die Wellenfunktionen der stationären Zustände zweier 
Elektronen in einem Atom. Solche Funktionen sind im allgemeinen schwierig 
zu finden. Die Funktionen eines Elektrons ermitteln sich dagegen wesentlich 
einfacher. Nehmen wir an, wir kennen diese Funktionen y,, (9,) und 9,,(9,)- 
Ist die Wechselwirkung der Elektronen gering, so wird die Wellenfunktion 
des Systems der beiden Elektronen so sein, daß der Zustand jedes der beiden 
Elektronen sich nur wenig vom Zustand eines einzigen Elektrons im Atom 
bei Abwesenheit des anderen unterscheiden wird. Versetzen wir aber ein 
Elektron in den durch die Größen (Quantenzahlen) n, gekennzeichneten Zu- 
stand, so ist die Wahrscheinlichkeit, einen anderen Wert ni in diesem Zu- 
stand zu finden, gleich Null. Ähnlich können wir, wenn wir das zweite Elek- 
tron in den Zustand n, versetzen, behaupten, die Wahrscheinlichkeit, nz zu 
finden, sei gleich Null. Haben wir es jetzt im Atom zugleich mit zwei Elek- 
tronen zu tun, so darf sich im Falle einer nur geringen Wechselwirkung der 
Zustand beim Einbringen des zweiten Elektrons nur wenig ändern. Das be- 
deutet, daß selbst, wenn jetzt die Wahrscheinlichkeit n, = n,, = m zu 
finden, von Null verschieden wäre, sie trotzdem klein sein müßte und folglich 
alle c(n], na,t) in (117,3) klein wären, mit Ausnahme von c(ni, %2,!). 
Vernachlässigen wir alle c, mit Ausnahme von c(n,,n,,t),so erhalten wir aus 
(117, 3) die Wellenfunktion %®° für die beiden Elektronen des Atoms in nullter 
Näherung: 
Yn,(9) Yn.(9o) 


R (117,7) 
Yn,(91) Yn(9) 


wog, Q2> t) = e(n,; N; t) 
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Da der gemeinsame Faktor c(n,,n,,t) keine Rolle spielt, ist 
7° = Dun: 9)- (117, 8) 


Analog wird auch im Falle mehrerer Teilchen, unter der Bedingung geringer 
Wechselwirkung zwischen ihinen, die Funktion Y, des Systems in nullter 
Näherung 
FOR NE, N; un, (913 ...; Ik ... 5 ... N) 

lauten, wenn %1,(91)» Yn,(91)> ---» Yn,(gv) die Elektronenfunktionen ohne 
Berücksichtigung der Wechselwirkung sind. 

Die Darstellung der antisymmetrischen Wellenfunktion als Determinante 
(117,4) oder (117, 6) gibt also eine Näherungsmethode für die Darstellung 
der Wellenfunktionen eines Systems gering aufeinander einwirkender Teil- 
chen durch die Funktionen der Einzelteilchen bei fehlender Wechselwirkung 
zwischen ihnen. 

Für die Bosz-Teilchen haben wir eine andere Entwicklung der Wellen- 
funktion 7 des Teilchensystems nach den Produkten der Funktionen der 
einzelnen Teilchen: y»,(91) Yn, (95) --- Yn, (4) --- Yn, (4) »-- Yny (@v)- Ver- 
tauschen wir in der Funktion 


Y(g Be) I» 0:05 g;; ...,Qn» i) = PR ei PN c(n,; NN, ) 
EN (117, 9) 
X Yn, (91) --- Ynr(9e) --- Ynr(Q5) --- Ynn(Qn) 


des Systems die Koordinaten der Teilchen %k und j und bemerken dazu, daß 
die Funktion Y sich für Boskz-Teilchen dabei nicht ändern darf, so erhalten 
wir bei Gleichsetzung der Koeffizienten der gleichen Produkte 


EN Ne N, Ans d) = (117, 10) 


= +celN..:, Ns er Mer er Ns i). 
Für zwei Teilchen erhalten wir daher 
Y (49) = I, 00» "3) (m (01) Ynnlao) + Yrslaı) Ym (ga) (117,11) 
NN 


Ist die Wechselwirkung unter den Teilchen gering, so hat der genäherte Aus- 
druck für die Wellenfunktion des Zustands zweier fast gar nicht aufeinander 
wirkender Teilchen, von denen das eine sich im Zustand n,, das andere im 
Zustand n, befindet, folgende Form: 

a = Yn, (9) Yn (9) + Un, (q,) VER CAR (117, 12) 


Im Falle von N Teilchen erhalten wir auf Grund einer ähnlichen Beweis- 
führung 
y’= % Yn, (9) --- Yn(4r) --- Yn,(9;) ... Ynz(Ay)> (117, 13 


wo , die Summe über alle N! Permutationen der Teilchenkoordinaten g,, 


P 
gg: ---, 4„ darstellt. 
469 


XX. Die zweite Quantelung und die Quantenstatistik 


$ 118. Die zweite Quantelung 


Die Gesamtheiten gleicher Teilchen können mittels einer besonderen Methode 
untersucht werden, die als zweite Quantelung bezeichnet wird. Das Wesen 
dieser Methode besteht darin, daß zur Beschreibung der Gesamtheit an Stelle 
eines vollständigen Satzes mechanischer Größen, die die individuellen Zu- 
stände der einzelnen Teilchen charakterisieren, die Anzahlen der Teilchen in 
den verschiedenen Zuständen als unabhängige Variable gewählt - werden. 
Wir werden einen jeden dieser Zustände durch drei Variable L,, L,, Z,, die 
sich auf die Bewegung des Teilchenschwerpunkts beziehen, und durch die 
Spinvariable s charakterisieren, wenn die Teilchen einen Spin haben. Um die 
Rechnung zu vereinfachen, nehmen wir an, diese Variablen besäßen ein 
diskretes Spektrum, so daß wir alle Zustände genauso durch die Zahl n 
numerieren können, wie das im $ 116 geschehen ist (unter n verstehen wir die 
Gesamtheit der Werte für die vier Größen L,, L,, L,, 8). 

Meist ist der HamıLTonxoperator in Koordinatendarstellung gegeben. Wir 
gehen daher aus der Koordinatendarstellung in die ‚‚L“-Darstellung über, die 
wir als diskret betrachten wollen.!) 

Ist die Wellenfunktion eines Systems von N gleichen Teilchen in der Ko- 
ordinatendarstellung y(gı , 92, --- 9x, £), so lautet die SCHRÖDINGERgleichung 
für dieses System 


dy N N 
— =! IH) + I Wa, )\ y, (118, 1) 
9 K=1 k+ 
2 
wo H(q.) = nn 7% U(q.) der Energieoperator des Teilchens k, U (q,) 


2 
die potentielle Energie des Teilchens k im äußeren Feld und W(g,,g;) die 


1) Oft wird in der Theorie der zweiten Quantelung die Impulsdarstellung (L, = p,, 
L, = ?y L; = ?,) genommen. Aber die Impulsdarstellung ist kontinuierlich. Man setzt 
y 
2rnhn, 2rhn, 2nhn, 


Pı = N » 9 I » Pz ek 


WOn,,y, n, ganze Zahlen und l eine große Länge ist (vgl. $120). Dann wird die Impuls- 
darstellung diskret. Im Endergebnis geht man zu !— oo über und befreit sich damit 
von dieser gekünstelten Voraussetzung. Die erschöpfende, auch für den Fall eines kon- 
tinuierlichen Spektrums der Zustände anwendbare Theorie der zweiten Quantelung 
wurde von Fock ausgearbeitet (Fock, V.A.: Phys. Z. Sowj. 6 (1934) 425). 
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Wechselwirkungsenergie zwischen den Teilchen % und j ist. Nun entwickeln 
wir die Wellenfunktion y nach den Eigenfunktionen y,,(q«) der Operatoren L,, 
L,, L,, s genauso, wie das im $ 116 getan wurde. Wir erhalten dann 


TI TUE PORN: 108 ) EN RL: SEE SURRRRR, Soc ı) 
nN 


nn 


(118, 2) 
X Yn, (91) Yn, (92) --- Ynn(Qr)- 


CN], Rg, ..., nn, t) ist offensichtlich die Wellenfunktion unseres Systems in 
der „ZL*‘-Darstellung, |c(n,, ns, ..., nv, £)|® die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
das erste Teilchen sich im Zustand, befindet (d.h. die vierdurch den einzigen 
Buchstaben n, bezeichneten Werte L,, Lg, L,, 8 besitzt), das zweite Teilchen 
im Zustand nz (d.h. die vier durch n, bezeichneten Werte L,, Z,, L,, 8’ ber 
sitzt) usw. Setzen wir (118, 2) in (118, 1) ein, multiplizieren links mit yf, (gı) 
Ye (Q3)--: Yan(qw) und integrieren das Ergebnis über gı, 95, ..., q,, dann 
erhalten wir 


..d ] 
ib ol, Mar 2 Mar 5 My... My; Pl) 


4 
= & Hma, n, em} , Mg, er Mn er Min =, My,t) (118, 3) 


kein: 


N 
+32 e% Wnzmz, nun Cm, , My ; on Mey ee. 4, 3 MN;t). 


k+im % 


Hier bedeuten A,,,,n, und Wy,m;, nn; die Matrixelemente 
Hm = [vr (9x) H(qı) Ynı (96) de: (118, 4) 


Winymynın = | Yin (ar) Yr(Q5) W (Ges 95) Yny(9e) Yur(g;) dqr dgz. (118, 5) 


Die Gleichung (118, 3) ist die Gleichung (118,1) in der ,‚Z“‘-Darstellung. Infolge 
der Gleichheit der Teilchen hängen die Matrixelemente (118, 4, 5) nur vom 
Wert der Quantenzahlen m,, mj, n., n; ab und nicht von der Teilchen- 
nummer k, j. Bezeichnen wir einen beliebigen Wert von m, mit m, n, mit n, 
ebenso m; mit m’, n; mit n’, die Koordinaten des Teilchens k mit gq und die des 
Teilchens j mit g’, so können wir (118, 4) und (118, 5) wie folgt darstellen: 


h2 
Hau [vi v2y,(g)dq + [vi U (g) y„(g) dq 


h? (118, 6) 
= #fe vm(g) v vul) dg + [v2 U(q) yalq) dg = Hans 
Wmamj, nun = [ yilg) yr.(q’) W(q,q’) yalq) vw (g’) dgdq’ 18% 
Br Wnm, nn’. 


Die Amplituden c(m,, ma, ...., mv,t) (die Wellenfunktionen in der „Z“- 
Darstellung) sind für Bose-Teilchen symmetrische und für Ferm1-Teilchen 
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antisymmetrische Funktionen der Quantenzahlen m,, m,, ..., my (s. $ 116). 
Die Werte dieser Amplituden hängen also nur davon ab, wieviel Argumente 
aus ihrer Gesamtzahl N (m, , m,,, ..., my) gleich m, m’, m”, ... usw. sind, nicht 
aber davon, welche von diesen Argumenten gleich m, m’, m’', ... usw. sind. 
Diese Amplituden sind also Funktionen der Teilchenzahl in jedem der Zu- 
stände. Wir bezeichnen diese Zahlen mit N,,N,,..., Nms--- Nm see, 
Narr, ..., usw. Folglich ist z. B. N „ gleich jener Anzahl der Zahlen m, in den 
Argumenten c(m,, Mg, ..., my, t), deren Wert gleich m, N’ gleich jener An- 
zahl der Zahlen m,, deren Wert gleich m’ usw. ist. 

Im Fall der Boser-Teilchen können die Zahlen N, beliebig sein. Im Fall 
der Fermr-Teilchen dagegen wird nach dem PauLiprinzip die Funktion 
c(mı, me. ..., mx. ) Null, wenn auch nur zwei Zahlen m,;. m; untereinander 
gleich sind, so daß N „ nur zwei Werte, 0 oder l, annimmt: Der Zustand kann 
entweder nur von einem einzigen Teilchen eingenommen werden oder über- 
haupt nicht. 

Wir führen die weiteren Umformungen für Bose -Teilchen durch. Unsere 
Aufgabe besteht jetzt darin, die SCHRÖDINGERgleichung (118, 3) aufzu- 
schreiben, wobei wir an Stelle der Quantenzahlen m, , mg, ..., my die Anzahl 
der Teilchen in diesen Zuständen, also N,, N,,..., N „, ..., setzen. Betrachtet 
man nämlich c als Funktion der Zahlen N,,N,,.., N „,..., dann ist 
je (N, Na; -.., Ns. t)|® die Wahrscheinlichkeit, N, Teilchen im Zustand 1, 
N, Teilchen im Zustand 2, N Teilchen im Zustand m usw. zu finden. Die 
gleiche Wahrscheinlichkeit drückt sich durch c(m,,, Ma, ..., mn ‚ t) in folgen- 
der Form aus: 


le(N,, Na. N an HP = Z|e(im,, m, ..., mn,t)®, (118,8) 


wo die Summe über alle c{m, , My, -.., My,t) genommen ist, die N, Zahlen 
m, gleich 1, N, Zahlen m, gleich 2 usw. besitzen. Infolge der Symmetrie sind 
alle diese c untereinander gleich. Daraus folgt 


l(N1, Nas. Na.) = 


N! | ‚ 
= (m) em m me, 90 (118, 8°) 
und wir haben 
(N,,N N t) | ai 3 ( t) 
„N, N.:.., Nm...) er c(m, , My, ..., My;2). 
N,!N,!., N! (118,9) 


Setzen wir jetztin (118, 3) an Stelle von c(m, ‚ms, ..., my, t) die Amplituden 
eN,,N.,.., N; -.., f) ein, so können wir die Addition nach den Teilchen- 
nummern k und j durchführen. Dazu verwerten wir (118, 6) und (118, 7) und 
berücksichtigen, daß c(m, , mg, ..., My, ..., Mj, ...my,t) sich von c(m,, 
Mgs 3 Nr 5 My ..., my,t) dadurch unterscheidet, daß die Teilchenzahl 
im Zustand m; = m um eins kleiner und die Teilchenzahl im Zustand =n 
um eins größer geworden ist, 
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In gleicher Weise unterscheidet sich c(m, , Mg, ..., Ne, --- Nj, ..., My, t) von 
CM, My, ..., Mg, ..., Mi, ...,my,t) dadurch, daß die Teilchenzahl in den 
Zuständen m, = m,m; = m’ um eins kleiner und die Teilchenzahl in den 
Zuständen n, = n, n; = n’ um eins größer geworden ist. 

Auf Grund dieser Vorbemerkungen finden wir: 


u Et le 
di ee; 
Be N WE N Mies ) 
u.a, (ls On Di Nat (+1 Noel) 
2 N 


AV. RR REES ESUER " DRRRIR. 0535 BERNER RER 
1 
+ 2 ei ZN „Nm W mm nn 


m,m'n,n 


Du AN MD, + Dede 
ee ee 


ie ih, ce 


f 
Dividieren wir diesen Ausdruck durch u 
N,'!N,!... 


Br 
BEN, 2 Nasen Mate san Nasen Hansa ) -SMa, +1 Han 
n,m 


x: hN os 


xc(N,,..,N 


m 


I so erhalten wir 


BE x: FIR AOHRRRRR,. AR WIE BRLEN.:R 1\ 


m 


Fi LEmN.M, TE 1» (N + ı Wnm; nn 


Nee ed an 


Das ist aber die gesuchte Gleichung, in der die Zahlen der Teilchen in den 
einzelnen Zuständen als unabhängige Variable genommen sind. Diese Glei- 
chung läßt sich auf eine sehr bequeme Form bringen, wenn man die Opera- 
toren a, und a, einführt, die in folgender Weise auf die Funktionen der 
Zahlen N „ wirken: 


Ne 
= (N, + VB, Na... N, +1,..,N 

RE RE 
ER. 0. 20. SRRER EBEN 


| (118, 12) 


m’). 


| (118, 12°) 
ER: 


NN. ae (118, 12”) 
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Diese Operatoren haben offensichtlich folgende Eigenschaften: 
aa,=N, a =N,+l, (118, 13) 
a„a* — ata,, = Öyn- (118, 14) 
Nun ist leicht einzusehen, daß die Gleichung (118, 11) mit Hilfe dieser Opera- 
toren in folgende Form gebracht werden kann: 


, delNy, Nast 
went u, N, (118, 15) 


wo 
H= Ya%H nn + 2 2 L aman Wams,nna,ay. (118, 16) 
m,n m,m'n,n 

Der Operator H ist der HamıLTonoperator des Systems, ausgedrückt durch 
die Operatoren a, und a}. Er wird gewöhnlich als zweimal gequantelt be- 
zeichnet. Diese Gleichung ist völlig äquivalent der ursprünglichen Gleichung 
(118, 1) für N Teilchen im Konfigurationsraum. Im Grunde genommen ist die 
Gleichung (118, 15) die Gleichung (118,:1) in der ‚„‚N“-Darstellung, d. h. in 
einer Darstellung, in der die Zahlen N,, N,,..., N, ... der Teilchen in den 
verschiedenen Quantenzuständen 1, 2, ..., m, ... als Variable genommen sind. 

In einer Beziehung ist jedoch die Gleichung (118, 15) allgemeiner als die 
Gleichung (118, 1): Letztere war für ein System von N Teilchen geschrieben, 
während in der Gleichung (118, 15) die Gesamtzahl der Teilchen nicht explizit 

‚enthalten ist. Diese Zahl ist eine Integrationskonstante, da ja der Operator H 
(118, 16) in jedem Glied eine gleiche Zahl von Operatoren a und a* enthält. 
Da die Operatoren a die Zahl der Teilchen in einem beliebigen Zustand um 
eins erhöhen, die Operatoren a* die Teilchenzahl in einem beliebigen Zustand 
um eins verringern, so ändert sich die Gesamtzahl N der Teilchen (N = 3) N,„) 
nicht unter dem Einfluß des Operators, so daß 

a =[H,N]=0. (118, 17) 
di 
Somit ist also N = const. Daher trifft die Gleichung (118, 15) für eine beliebige 
Anzahl N gleicher Bose -Teilchen zu. 

Der HamıtTonoperator (118, 16) aus der Theorie der zweiten Quantelung 
kann auch in eine andere, der Energie eines bestimmten Wellenfeldes ent- 
sprechende Form gebracht werden. 

Die Wellenfunktion eines Teilchens sei y (g). Wir entwickeln diese Funktion 
nach den Eigenfunktionen y,„(g) der Operatoren L,, L,, L,, 8: 


Dabei betrachten wir die Amplituden a, nicht als Zahlen, sondern als Opera- 
toren mit den Eigenschaften (118, 14). Dann wird die Funktion y ebenfalls 


ein Operator: 
ü vo = Za,(d), (118, 19) 


der auf die Zahlen N,,N,,.., N 
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wirkt. Der Übergang von (118, 18) zu 
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(118, 19) bedeutet, daß wir von Zahlen zu Operatoren, d.h. von der klassi- 
schen Theorie zur Quantentheorie übergegangen sind. Da aber die Be- 
schreibung der Bewegung eines Teilchens durch das Wellenfeld y(g) an sich 
schon quantentheoretisch ist, so nennt man den Ersatz der Amplituden a, 
durch die Operatoren a, die zweite Quantelung und die Wellenfunktion y eine 
gequantelte Wellenfunktion.!) 

Wir bemerken, daß der Übergang von der nicht gequantelten Wellen- 
funktion (118, 18) zur gequantelten (118, 19) auch unmittelbar, ohne Zu- 
hilfenahme der Operatoren a, ausgedrückt werden kann. Und zwar folgt aus 
(118, u und (118, 19) 


Y(g) Wr’) — Y* lg’) P(q) = (on ar — ara,) yn(q) ym(q’) 
= Zömnyil T)y.(gd) = vn (d’) yn(q); 


worin dieSumme.sich über sämtliche igenkuikäisten PER Eine solche 
Summe ist, wie sich beweisen läßt, gleich ö(g’ — g). Die Quantelung der 
Wellenfunktion läßt sich daher wie folgt schreiben: 


yld) yr(d) - Pl) Pl) = Öl — g)- (118, 20) 


Mit Hilfe der gequantelten Wellenfunktion y(g) (118, 19) läßt sich der 
HAMILToNoperator (118, 16) in folgender Form darstellen: 


h? 
H- 3 [vwwovve dg + [vo Ua) w(g) dg 


1 
- | [vo Yp*lg) Wi, d’) y(q) pl’) dady. 


Die Äquivalenz von (118, 21) und (118, 16) wird offensichtlich, wenn man 
(118,19) und die Ausdrücke (118, 6) und (118,7) für die Matrixelemente 
berücksichtigt. 

In dieser Form kann der HAamıLToxoperator H (118, 21) als die Energie 
eines gewissen Wellenfeldes betrachtet werden, das in dem Sinne ‚‚gequantelt“ 
ist, daß das klassische Feld y(g) durch den Operator y(g) ersetzt ist. Fassen 
wir nämlich y(g) als das DE BROGLIE-SCHRÖDINGER-Feld auf und setzen 
voraus, daß die einzelnen Elemente dieses Feldes so aufeinander einwirken, 
daß die Wechselwirkungsenergie zweier Elemente proportional dem Pro- 
dukt |y (g)|? |y (g’) |? der Dichten ist, so lautet die „klassische“ Gleichung für 
«in solches Feld?) 


0 h? ‚ ‚ 
a = 5, vd +Uay) Hr WaTV. 18,22) 


(118, 21) 


a 2 


1) Dabei ist zu beachten, daß in der Theorie der zweiten Quantelung die Wellenfunk- 
tion in der üblichen Auffassung dieses Begriffs die Funktion c(N,, N2,..., Nas -- +; 
und nicht % ist! 

?) Diese Gleichung unterscheidet sich von der normalen ScHRöDINnGERgleichung für 
ein Teilchen durch das letzte Glied, das die von uns angenommene Wirkung der y-Wellen 
auf sich ausdrückt. 
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Die Gesamtenergie eines solchen Feldes ist dann!) 


h? 
a 3, [IV voras+ [Ivan uwas 
' (118, 23) 
+ 3 | Imarıvar W(a,d’)dadg'. | 


Wir führen nun y und y* in bekannter Weise ein und ersetzen sie durch die 
Operatoren y und %*, die der Vertauschungsregel (118, 20) folgen. Dann er- 
halten wir den Hamrtroxoperator (118, 21) aus der Theorie der zweiten 
Quantelung. Daraus geht hervor, daß die Theorie der zweiten Quantelung 
folgende bemerkenswerte Behandlung der Theorie von Systemen aus gleichen 
Teilchen ermöglicht: Es wird ein gewisses klassisches Feld w untersucht. Für 
das Feld wird der Energieausdruck H gefunden. In diesem Ausdruck wird das 
klassische Feld y durch den Operator y ersetzt. Wir gelangen so zum HAMILTON- 
operator H aus der Theorie der zweiten Quantelung und sind berechtigt, von 
Teilchen zu sprechen, die zum gegebenen Feld y gehören: Nach der Quante- 
lung zeigt das Feld eine diskrete, korpuskulare Natur. Dieses Verfahren nennt 
man „Quantelung des Feldes‘. Seine Wirksamkeit liegt darin, daß letztere 
für jedes beliebige klassische Feld anwendbar ist.?) 

In dem dargestellten Fall handelte es sich um die Quantelung eines 
DE BROGLIE-SCHRÖDINGERschen Feldes für den Fall von Bose -Teilchen. 

Genauso läßt sich auch die Quantelung für den Fall von Fermi-Teilchen 
durchführen. Der Unterschied liegt nur in den Eigenschaften der Opera- 
toren a, a*. Um diese Operatoren zu finden, muß wiederum die Transforma- 
tion der Gleichung (118, 3) von den Variablen m,,, mg, ..., my auf die Varia- 
blen N,, N,,..., N „, ... durchgeführt werden. Sie wird dadurch etwas um- 
ständlicher, daB bei der Vertauschung der Fermi-Teilchen die Funktionen 
c(m, , My, ..., mx; t) ihr Vorzeichen ändern. Außerdem können, wie bereits 
bemerkt, die Zahlen N,, nur zwei Werte, 1 oder 0, annehmen. Nach Durch- 
führung ähnlicher Transformationen?) erhalten wir aus (118, 3) wieder die 
Gleichung (118, 15) mit dem HammtTonoperator (118, 16). Aber in diesem 


Fall werden die Operatoren a, a* anders definiert, nämlich: 


De N Os NE EN Ne ee N ar UI) 
IN Na, se Ne, (118, 24’) 
BEA N Orr) 0, (118, 24°) 
NINE N TEN: N ee) 
!) Verwendet man die Gleichung (118, 22), so kann man sich davon überzeugen, daß 
a =(, d.h. H ein Konstante der Bewegung ist. Da das zweite Glied in (118, 22) 
offenkundig die potentielle Energie im äußeren Feldist, muß, da H = const, der ganze 
Ausdruck als die Gesamtenergie des Feldes angesehen werden. 


2) Die allgemeine Theorie dieser Quantelung findet man in [60]. 
®) Siehe z.B. [16], $80, oder die Originalarbeit: Fock, V.A.: Z. Phys. 75 (1932) 622. 
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wobei das Vorzeichen + oder — davon abhängt, ob dem Zustand n eine 
gerade oder ungerade Zahl besetzter (N, = 1) Zustände vorangeht, wenn 
man sie nach steigendem rn ordnet.!) Aus diesen Regeln folgt 


etc, = N„(Ooder l, aaa =1-—N,, (118, 25) 
a,an + ana, = Öun- (118, 26) 


Wie man sieht, unterscheidet sich die Vertauschungsregel für die Opera- 
toren a im Falle von Fermı-Teilchen durch das Vorzeichen von der Ver- 
tauschungsregel für Bosr-Teilchen. 

Benutzen wir (118, 18) und wiederholen die Rechenoperationen, die zu 
(118, 20) führten, so erhalten wir 


var) HN YyD=IF- N. (118, 27) 


Alle übrigen Formeln, insbesondere der Ausdruck für H (118, 21) bleiben 
unverändert. Der HAmILToxoperator H kann also zusammen mit der Quan- 
telungsregel (118, 27) als der zweimal gequantelte HAMILToNoperator für 
Elektronenwellen betrachtet werden, deren „klassische‘‘ Gleichung (118, 23) 
ist. Die Quantelungsregel kann für beide Fälle in einer Formel ausgedrückt 


werden: 
[y(d, ya’) = Öl’ — g), (118, 28) 


worin das + — Zeichen für FermI-Teilchen und das — — Zeichen für Bose- 
Teilchen eingesetzt wird. 


In der modernen Physik hat man es mit Entstehung und Vernichtung von Teilchen 
zu tun. Strenggenommen gehören diese Erscheinungen nicht in das Gebiet der Quanten- 
mechanik. Aber die Methode der zweiten Quantelung gestattet, da die Gesamtteilchen- 
zahl in ihr nicht explizit enthalten ist, eine einfache Verallgemeinerung für den Fall 
einer variablen Teilchenzahl. Sie ist daher geeignet, Erscheinungen der Entstehung und 
Vernichtung von Teilchen zu beschreiben. Fügt man nämlich dem HamiıLToxoperator H 
(118, 16) noch das Glied der Form 


Q= 3 an +3 4a (118, 29) 


hinzu, wo Q,, Qr bestimmte Operatoren sind, die die Wechselwirkung zwischen Teilchen, 
einer Art mit denen einer anderen Art charakterisieren — wobei die letzteren imstande 
sind, Teilchen der ersten Art zu absorbieren oder zu emittieren -, dann wird die Gesamt- 
teilchenzahl N keine Konstante der Bewegung mehr sein, da [Q, N] + 0. Dabei be- 
schreiben die Glieder mita die Entstehung und die mit @* die Vernichtung von Teilchen 
[s. (118, 12°) und (118, 12”)]. 


1) Man kann die Wıenersche Funktion », einführen, die durch die Formel 


= II(1- 2N,) 


msn 


definiert wird, und in den Formeln (118, 24) an Stelle des Zeichens + schreiben: 
v0, =+)- 
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Faßt man die Lichtquanten (allgemeiner: die Photonen) als Teilchen auf, so können 
die Emissions- und Absorptionsvorgänge des Lichts als Vorgänge der Entstehung und 
Vernichtung von Photonen betrachtet werden. Die auf diesem Gedanken aufgebaute 
Quantentheorie der Strahlung wurde von Dirac entwickelt.!) Auf ähnliche Weise läßt 
sich die Erscheinung der Entstehung und Vernichtung von Elektronen und Positronen 
beim ß+-Zerfalldurch Paarerzeugung und Zerstrahlung, die Erscheinungen der Bildung 
und des Zerfalls von Mesonen u. a. studieren. Alle diese Erscheinungen können von einer 
Quantentheorie des Feldes erfaßt werden, die sich erst im Anfangsstadium befindet.?) 

Außer in der Quantentheorie des Feldes findet die Theorie der zweiten Quantelung 
weitgehende Anwendung auch im Gebiet der Quantenstatistik. 


8 119. Die Theorie der quantenmechanischen Übergänge und die Methode 
der zweiten Quantelung 


Wir wollen jetzt in einer Gesamtheit gleicher Teilchen die Wahrscheinlichkeit 
für den Übergang aus einem Zustand in einen anderen unter dem Einflußeiner 
Störung berechnen. Wir wenden dabei die Methode der zweiten Quantelung 
an. Um das Problem konkreter zu fassen, untersuchen wir die Übergänge 
unter dem Einfluß einer schwachen Wechselwirkung der Teilchen. 

In diesem Fall ist es zweckmäßig, die Variablen Z,, Z,, L,, 8, die den Zu- 
stand der Teilchen beschreiben, so zu wählen, daß eine von ihnen (an- 
genommen L,) der Energie eines Teilchens gleich ist: L,(q,) = E (q,). Dann 
wird die Matrix H„„ Diagonalmatrix. Bezeichnen wir mit e„ die Eigen- 
werte der Energie der Teilchen, dann ist 4, = &m ' Ömn: Bei einer solchen 
Wahl der Variablen erhält die Gleichung (118, 15) folgende Form: 


., d 
ihzye(N1.N;, ud) ZEmNmelN;, F: JPRRBRRIeRRR | 
1 (119, 1) 
+- 3 ana Winmnn’ Ann AN. Ns. b). 


2 m,m',nn’, 


Die Summe 3) e„N„ = E ist die Gesamtenergie aller Teilchen ohne Berück- 


m 
sichtigung ihrer Wechselwirkung. Führen wir an Stelle der Funktionen 
c(N,],Ng,...,.) die langsam veränderlichen Amplituden b(N,,N,,...,t) 


IEmNat a R . 
=c6(N,N....‚t)-e® ein, so erhalten wir an Stelle der Gleichung 


1) Siehe [16], 88 62-67, [30]. 

®) Boron0008, H.H., u I. B. HInpkop: Benenne B TeopnM KBAHTOBEIX NoNeH 
(BocoLsusow, N.N., und D.W. ScHirkow: Einführung in die Quantenfeldtheorie), 
Moskau 1957 (engl. Übersetzung: BocoLıuzov, N.N., und D. V.Szırrov: Intröduction 
to the Theory of Quantized Fields, New York-London 1959); Axnesep, A.M., m B.B. 
Bepecreukut: KBaHToBan aneKTponnnamnka (ACHIJESER, A.I.,und W. B. BERESTEZEI: 
Quantenelektrodynamik), Moskau 1959 (deutsche Übersetzung: Leipzig 1960). 
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(119, 1) eine Gleichung für b(N,,N,,..„): 


si 
ih ZN, N...) 
(119, 2) 


1 - lem tin ent 


IRRE ER anan. Wnm,nn a,an b(N,, Ns 6). 
Wir nehmen an, im Anfangszeitpurkt sei die Besetzung der verschiedenen 
durch die Zahlen N®, N?,... gekennzeichneten Zustände so, daß alle Ampli- 
tuden 5 bei i = 0 gleich Null sind, ausgenommen 


b° = b(NO, NR, ..., NO... N9,N8,...,N0,..)=1. 


Wir verwenden das: übliche Verfahren der Störungstheorie und setzen den 
Ausgangswert 5° in die rechte Seite der Gleichung (119, 2) ein. Wir erhalten 
dann, unter Berücksichtigung der Eigenschaft der Operatoren af, a#,, a,, 
a,. [s. (118, 12°) und (118, 12’)] die Gleichung für die Bestimmung von bW 
in erster Näherung: 


in, vom, De a ae Li, 
. En -en 

Renten  Bno, + 10  Wamnm- (119, 3) 

Integrieren wir diese Gleichung über die Zeit und berechnen die Übergangs- 


wahrscheinlichkeit P, m ,nn 
Zeiteinheit, so finden wir 


Pamsnn =: (NE, +D (Ni +) N3N 


= ZA (s. die Berechnungen im $ 84) pro 


o 27 


w FE IWanm’, nn |? ÖlEm + Em — €, En); 


(119, 4) 
wobei die darin enthaltene „6‘“-Funktion die Erhaltung der Energie sichert. 
Auf gleiche Weise erhalten wir, wenn wir unter a*, a#,, a, und a, die 
FErMmI-Diracschen Operatoren (118, 26) verstehen, für den Fall der FErRMI- 
Teilchen: 
27% 


B ‚= (1— N) (= N.) NINE % | We Ne + Em — En — Em). 
(119, 5) 
Diese Formeln zeigen, daß in einem System gleicher Teilchen die Wahr- 
scheinlichkeit für den Übergang aus dem Anfangszustand (n, n’) in den End- 
zustand (m, m’) nicht nur von der Teilchenzahl im Anfangszustand (n, n’), 
sondern auch von der Besetzung des Endzustands (m, m’) abhängt. Das ist 
ein neues Ergebnis der Quantentheorie, das in der klassischen Mechanik 
nicht vorkommt. Für Bose-Teilchen ist die Übergangswahrscheinlichkeit um 
so größer, je mehr Teilchen sich bereits im Endzustand befinden. Die BosE- 
Teilchen besitzen somit die Tendenz, sich in einem Zustand anzusammeln. 
Für FernmI-Teilchen dagegen ist die Übergangswahrscheinlichkeit gleich 
Null, wenn der Zustand, in den der Übergang stattfindet, besetzt ist (N = 1 
oder N®, = 1). Das ist eine neue Formulierung des PAvLiprinzips. 


m’! 7 


mmınn 


479 


XX. DIE ZWEITE QUANTELUNG UND DIE QUANTENSTATISTIK 
& 120. Der Stoßansatz. Das Fermı-Dırac-Gas und das Bose-Eınsrein-Ga8 


In der klassischen kinetischen Theorie wird angenommen, die Übergangs- 
wahrscheinlichkeit aus dem Zustand n und n’ (Teilchenenergie e, und e,.) in 
den Zustand m und m’ (Teilchenenergie e„ und e,„) als Folge eines Stoßes sei 
proportional den Teilchenzahlen in den Anfangszuständen N, und N,.: 
Pamaw = EN "NN. (120, 1) 
Sind N, und N, die mittleren Zahlen der Teilchen in den Zuständen n und n’, 
dann wird nach (120, 1) angenommen, daß die mittlere Zahl der Übergänge 
von n, n’ nach m, m’ 
Pam,nw >> Amann NnNu (120, 1’) 
ist, wobei A, m,nn = A 
Gleichgewichtes“!)). 

Auf Grund der Quantenmechanik müssen wir für ein aus gleichen Teilchen 
bestehendes Gas andere Annahmen über die mittlere Zahl der Übergänge 
unter dem Einfluß von Stößen machen. Wie im vorigen Paragraphen gezeigt 
wurde, hängt die Übergangswahrscheinlichkeit nicht nur von der Teilchen- 
zahl in den Ausgangszuständen, sondern auch von der Besetzung der End- 
zustände ab, und zwar haben wir, nach (119, 4) und (119, 5), an Stelle von 
(120, 1’) als Wahrscheinlichkeit der Stöße bei Fermı-Teilchen 


Ps HI ENINN, (120, 2) 


(Na Nm» Nas Ny = 1 oder 0). In dieser Formel ist das PauLiprinzip deut- 
lich ausgedrückt: Ist einer der Endzustände besetzt, N, = loder N„ =1, 
dann kann kein Übergang stattfinden. Ähnlich haben wir für Bos£-Teilchen 


Ben = Auass (N, + l) (N m -- l) NaN (120, 3) 


Hier haben die Faktoren (N, +1) und (N, +1) keine so anschauliche 
‚Bedeutung wie die Faktoren (| — N,„), (l—N,.) im Fall der Fermiı- 
Teilchen. Aber wir haben bewiesen, daß diese Faktoren notwendig vorhanden 
sind ($ 119). Wie bereits bemerkt wurde, haben die Bose-Teilchen die Ten- 
denz zur Assoziation: Sie gehen in die am meisten besetzten Zustände über.2) 


(das sogenannte „Prinzip des detaillierten 


an’, mm 


1) Dieses Prinzip trifft nicht immer zu. Es gilt in jedem Fall in der ersten Näherung 
der Theorie der quantenmechanischen Übergänge (s. $$ 83, 84) und gilt streng, wenn die 
Wechselwirkungskräfte der Teilchen Zentralkräfte sind (vgl. $44 und die dort zitierte 
Arbeit von D.I. BLocHINzEw). 

2) Dies führt zu einer bemerkenswerten Eigenschaft des aus Bose-Teilchen bestehen- 
den Gases: bei niedriger Temperatur tritt, selbst wenn das Gas als vollkommen ideal 
angenommen wird, eine eigenartige Kondensation dieses Gases ein, so daß die Wechsel- 
wirkungskräfte unendlich gering sind. Eınsrein, A.: Ber. preuß. Akad. 3 (1925). Die 
Theorie des nichtidealen Bose-Gases wurde von BoaoLsuBow, N.N.: J. Phys. USSR 
XI (1947) 23, entwickelt. Diese Theorie läßt eine Deutung der interessanten Erschei- 
nung der Supraflüssigkeit des Heliums zu. 
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Die Gleichheit der Größen A, a,nm und A, n, mm‘ (der entgegengerichtete 
Übergang) folgt in der Quantenmechanik aus der Tatsache, daß Asian 
proportiona) dem Quadrat des Absolutbetrages des Matrixelements der Wechsel- 
wirkungsenergie W „ m,nn Ist und W wnn ang“) 

Entsprechend (120, 2) und (120, 3) nimmt man in der Quantenmechanik 2 


für ein Gas aus gleichen Teilchen an Stelle von (120, 1) den Ausdruck 
; ‚= Ayminn (DEN) (4 N) NN: (120, 4) 


m m’, nn 
wobei das —-Zeichen für Fermı-Teilchen und das +-Zeichen für Bose- 
Teilchen zu nehmen ist. Wir werden die Formel (120, 4) alseeineneue Annahme 
über die mittlere Zahl für die Zusammenstöße der Teilchen betrachten, die auf 
der Quantenmechanik basiert.?) Offenbar geht (120, 4) in den klassischen 
Ausdruck (120, 1) über, wenn die mittlere Zahl der Teilchen in jedem der 
Zustände klein gegen eins ist. 

Wir ermitteln nun die Energieverteilung der Teilchen in einem Gas aus 
Bose- oder Fermi-Teilchen bei Temperaturgleichgewicht. Im Temperatur- 
gleichgewicht muß die durch Zusammenstöße verursachte Zahl der Über- 
gänge von Teilchen, die sich im Zustand m und m’ befinden, in die Zustände » 
und n’ gleich der Zahl der entgegengesetzten Übergänge sein. Wir erhalten 
daher aus (120, 4) (infolge der Gleichheit A, m,nm = Ann, mm 


A+N,)A+N,)N,N.=(1+N,)(1+4N,)N„N„: (120,5) 


Ferner wollen wir beim Gleichgewicht die mittlere Teilchenzahl in jedem 
der Zustände N, nur als eine Funktion der Energie dieses Zustands e, 
(N„ = N (e„)) betrachten. 

Auf Grund des Energiesatzes [vgl. (119, 4) und (119, 5)] haben wir 


Enten t En: (120, 6) 


‚= 


Aus (120, 5) erhalten wir 
N Na N, N, 
Mn. m —. ——ı- —=(, (120, 5’) 
1-£N„ 1463. 143, 1+N, 
wo C eine gewisse Konstante ist, die (wegen der Voraussetzungen für N und 
auf Grund des Erhaltungsgesetzes (120, 6)) nur von der Summe &„ + £&, 
(oder &, + Em = Em + Em.) abhängen kann. Daher ist 
N, N 
ee Clent Em): (120, 5”) 
1£N. 1=# Nu 
1) Siehe Fußnote 2 auf S. 480. 
2) Wir nennen (120, 4) eine „Annahme“, daim Ausdruck für die Übergangswahrschein- 
lichkeit (120, 2) die wirklichen Werte der Besetzung der Niveaus N, N, Nun N 


verstanden werden, in (120, 4) aber die Mittelwerte N Na N Nu stehen. Die Gleich- 
heit von Fe, a RE 

EN) Nm) (N, Nm) = (14 Nm) (+ Nm) (Anm) 
ist nicht offensichtlich und trifft nicht unter allen Bedingungen zu. 
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Setzen wir a — = o(e,„), so können wir (120, 5’’) folgende Form geben: 


PlEm) PlEm) = Clem + Em)- (120, 7) 


+N 
. Differenzieren wir diese Gleichung einmal nach e,, und das andere Mal nach 
€„’ und dividieren wir die Resultate durcheinander, dann finden wir 


m 


PiEem) _ Plen) __1 (120, 8) 


Y(e„) Plen) [0] ; 
wo © eine gewisse, nicht von € abhängige Konstante ist. Integrieren wir jetzt 
(120, 8) über e,, so haben wir 
im, 
ple„)=e ® i ’ (120, 9) 
wo eine Integrationskonstante ist. Daraus finden wir für den Mittelwert der 
Teilchen im Zustand mit der Energie e,„ 


N„= Nie) = ER ER (120, 10) 


” mu 
ee +1 


(das Minuszeichen gilt für Bose-Teilchen, das Pluszeichen für FERMI- 
Teilchen). Bei großer Teilchenenergie (€ — oo) muß das Gesetz der Energie- 
verteilungen mit dem klassischen Gesetz BOLTZMANNS 


N(e„) = const-e +7 (120, 11) 


übereinstimmen, wo k die BoLtzmannsche Konstante und T die absolute 
Temperatur sind. Gehen wirin (120, 10) zur Grenze e,, — oo über und setzen 
das Ergebnis (120, 11) gleich, dann finden wir O = kT. Somit haben wir 
endgültig 


TEL ES (120, 12) 


” m_, i 
et FI 
Die Integrationskonstante « ergibt sich aus der Bedingung, daß die Zahl der 
Teilchen in allen Zuständen der Gesamtteilchenzahl des untersuchten Gases 


gleich ist: ee 
ZN. -N. (120, 13) 
m 


Eine Teilchengesamtheit, die dem Verteilungsgesetz (120, 12) mit dem Plus- 
zeichen folgt, heißt Ferm-Drrac-Gas, eine solche, für die das Minuszeichen 
gilt, Bosr-EinstEin-Gas. Das Gesetz (120, 12) ist ausdrücklich für diskrete 
Zustände gefaßt. 

Wir führen nun die Zahl der Zustände in einem Energieintervall de ein. 
Wir bezeichnen sie mit V o(e) de, wo V das Gesamtvolumen des Gases ist. 
Summieren wir (120, 12) über sämtliche Quantenzustände, deren Energie in 
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das Intervall e, e + de fällt, so erhalten wir die mittlere Zahl der Gasteilchen, 
die eine Energie zwischen &, e + de besitzen (Energieverteilungsgesetz): 
F(e)de = Tome ge 5 
ee” Fi 
Dividieren wir durch V, so erhalten wir diese Zahl für die Volumeinheit des 
Gases: 


ft)de = _ele)de 


(120, 14) 
ee” 1 
An Stelle von (120, 13) müssen wir jetzt schreiben: 


fie) de = 2 -=n, (120, 15) 
Po - 1 
0 


won= nu die Dichte der Teilchenzahl ist.!) 


Die Verteilung (120, 14) mit dem Pluszeichen heißt FERMI-DirAc-Ver- 
teilung und die mit dem Minuszeichen BosE-EınsteEin-Verteilung. Die 
wesentlichste Eigenschaft der FerMmı-DirrAac-Verteilung ist das Bestehen 
einer Nullpunktsenergie des Gases. Um sich davon zu überzeugen, setzen 

Eo 


wire = © Wir haben dann 
I u, (120, 16) 
e® +1 e® +1 


Bei 9 —0 (niedrigen Temperaturen) muß e, größer als Null sein (wenn man 
die Energie e von Null aus se rechnet, daß e > 0 ist). Im anderen Fall wäre 
bei 0 —0 auch f(e) —0 im Widerspruch zur Gleichung (120, 16). Ferner 
sehen wir, daß bei © — 0 die Gleichungen f(e) = o(e) für e<e, und f(e)=0 
füre > e,gelten. Beim absoluten Nullpunkt sind also alle Zustände im FERMI- 
Dirac-Gas bis zu den Zuständen mit e = &, besetzt. Die anderen aber sind 
frei. Die Energie der Teilchen, die die Zustände von e=0 bis e= &, ein- 
nehmen, ist die Nullpunktsenergie des Gases. Eine eingehendere Untersuchung 
zeigt, daß eine solche Verteilung sich nur wenig mit der Temperatur ändert, 
solange die Temperatur so klein bleibt, daB O = kT &e,. Offensichtlich 
ist &, die Mazximalenergie des Teilchens im FERMI-DirAc-Gas beim absoluter 
Temperaturnullpunkt. 


1) Offensichtlich kann o(e) nicht vom Gasvolumen abhängen, da sonst auch die Ver- 
teilungsfunktion von ihm abhinge. Diese Unabhängigkeit von o(e) von P trifft immer 
zu, wenn das Gasvolumen bedeutend größer als A® ist, wo A die Wellenlänge in der über- 
wiegenden Zahl der besetzten Zustände bedeutet. 
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Wir haben die FERMI-Dirac- und BosE-Einstein-Verteilungen ab- 
geleitet, indem wir vom Stoßansatz (120,4) ausgingen. Die gleichen Ver- 
teilungen können auch auf Grund der allgemeinen Annahmen der thermo- 
dynamischen Statistik (GIBBssche Gesamtheit) ohne irgendwelche Voraus- 
setzungen über die Kinetik der Vorgänge gefunden werden.!) 

Der Unterschied zwischen den auf der Quantenmechanik und den auf der 
klassischen Mechanik basierenden Berechnungen bestehtin den verschiedenen 
Methoden, nach denen die mögliche Zahl der Zustände ausgezählt werden 
kann. In der Quantenmechanik wird ein Zustand durch eine gegebene symme- 
trische oder antisymmetrische Wellenfunktion Y charakterisiert. Die ver- 
schiedenen Permutationen der Teilchen in den einzelnen Zuständen schaffen 
keinen neuen Zustand (Y geht entweder in sich selbst über oder wechselt das 
Vorzeichen). Vom Standpunkt der klassischen Mechanik bedeutet eine jede 
solche Vertauschung einen neuen Zustand der Teilchen. Die auf einer solchen 
Zustandszählung fußende klassische Statistik stellt einen Sonderfall der 
Quantenstatistik dar, in der die Zahl der Zustände nach der Anzahl der ver- 
schiedenen Wellenfunktionen gezählt wird. (Es läßt sich beweisen, daß man 
die klassische Statistik aus der Quantenstatistik erhält, wenn die Teilchen- 
zahl im Volumen der mittleren Wellenlänge A? um vieles kleiner als Eins ist.) 
Im Quantenbereich unterscheidet man zwei Statistiken, die FERMI-DIRAC- 
Statistik (für Teilchen, die dem PAtLuiprinzip folgen, mit antisymmetri- 
schen Y), und die Bose-Eınstein-Statistik (symmetrische Y, Bose- 
Teilchen). Natürlich unterscheiden sich diese beiden Statistiken nicht in 
ihren Grundvoraussetzungen. 

Wir wollen die Fermı-Dirac-Statistik auf die Elektronen der Metall- 
leitung anwenden. Diese können genähert stets als freie Teilchen betrachtet 
werden.?) Wir zählen die Zahl der Zustände o(e) je Energieintervall ab. Im 
Metallvolumen Z? = V werden die Zustände freier Teilchen stehende Wellen 
sein. Es ist aber einfacher, laufende Wellen zu untersuchen, indem man das 
Metall als unendlich groß annimmt, wobei wir voraussetzen, daß sich in 
jedem Volumen Z? = V der Zustand vollständig wiederholt (,„Periodizitäts- 
bedingung‘‘). Eine solche Betrachtung ist berechtigt, wenn L > A, wo A die 
Wellenlänge der überwiegenden Zahl der besetzten Zustände ist. Die Wellen- 
funktionen werden ebene laufende Wellen der Form 


eilkzu + kyy-+ kı2) 
MT (120, 17) 
(2x2)? 


sein (normiert auf lin L®), wobei k,, k,, k, die Werte 


et, k 


2 2 
k, = Ze (120, 18) 


1) Siehe [38]. 
2) Die strenge Beweisführung für die Möglichkeit einer solchen Näherung und die 
Festlegung der Grenzen ihres Anwendungsbereichs sind bisher noch nicht erfolgt. 
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haben. Infolge dieser Wahl von k,, k,, k, wiederholt sich der Zustand in den 
Volumina L?. Wir numerieren hier den Zustand durch die Zahlen n,, n,, n,. 
Diese drei Zahlen müssen wir jetzt unter dem einen Index m verstehen, der 
in (120, 12) stand. 

Wir bilden nun die Summe & An, An, An,(An = + 1) über die Zustände, 
die in das Energieintervall e, e + de fallen. Nach (120, 18) haben wir 


3 
An, An, An, = (2) Ak,Ak,Ak, 
und folglich m 
1% | 
„gimAn, An, = (2m) aa Ak, Bo er | dk, dk, 
v dk 42V dk a 
Een Rue EN RR 
RE et ee 
e,e+ds 


Berücksichtigen wir, daß für freie Teilchen e = Ze k2 ist und daß jedem 


Wert f zwei Zustände mit verschiedener Orientierung des Elektronspins ent- 
sprechen, so erhalten wir 
87V (2 ı 


Veo(e)de = 17277, 2 ede. (120, 20) 


Setzen wir diesen Wert für o(e) in (120; 14) ein, so finden wir das Energie- 
verteilungsgesetz für die freien Elektronen: 


87 (2u)% % ed de 
(2rh? 2 Se 
e® +1 
Wir wollen nun die Maximalenergie e,für © = 0 berechnen. Da bei © = 0 
fe) =Ofüre> e, gilt, erhalten wir aus (120, 16) und (120, 21) 


fle) de = (120, 21) 


& 


& r N 
n = [nova _ au eur fa de aa) 2m 2 &0°. (120, 22) 
ö ö 


(2rh® 2 Rn 2 3 


(120, 23) 


Daraus folgt (ch)? [ 3m\$ 
E77 (3) 

Die Größe der Maximalenergie &, des Elektrons errechnet sich für Metalle 

(n = 10°? cm?) zu einigen eV. Von gleicher Größenordnung ist die mittlere 


5 
klassischen Theorie müßte die mittlere Energie der Elektronen bedeutend 


Nullpunktsenergie der Elektronen e (0).|Genau: € (0) = & e) Nach der 


geringer sein (3 kT). Eine eingehendere Untersuchung zeigt, daß e, nursehr 
wenig von der Temperatur abhängt, solange diese bedeutend geringer als 
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T,= 0 ist. Diese Temperatur beträgt für das Elektronengas == 10000°. Für 


k 
Temperaturen T >, läßt sich beweisen, daß die FErMI-Dirac-Verteilung 
in die MAxwELL-Verteilung 2 
fte)de = const- e® chde (120, 24) 


übergeht. Die Temperatur 7, heißt die Entartungstemperatur des Gases. Mit 
der Anwendung der FERMI-Diracschen Statistik auf das Elektronengas wird 
die Überwindung zahlreicher prinzipieller Schwierigkeiten in der klassischen 
Elektronentheorie der Metalle ermöglicht. Sie bildet gegenwärtig den Aus- 
gangspunkt der modernen Theorie.!) 

Als Beispiel einer Bosz-EisstEin-Verteilung untersuchen wir die schwarze 
Strahlung. Wir wollen die Lichtquanten (Photonen) als Teilchen betrachten. 
Das Verhältnis zwischen Energie e und Wellenzahl % lautet für diese Teilchen 
e=hw=hck, d.h. — = hc. Da der Zustand eines Photons durch eine 
ebene Welle dargestellt wird, so ist die Zahl der Zustände pro Energieintervall 
gleich (120, 19). Dabei muß (120, 19) noch mit 2 multipliziert werden, da für 
jeden Wert T zwei unabhängige Polarisationen möglich sind. Folglich er- 
halten wir aus (120, 19) 


8n (Ee\ 1 
Daraus ergibt sich das Energieverteilungsgesetz der Photonen als 
87 e?de 
f(e) de = (Or BE re (120, 26) 
ee —]1 


Die Gesamtzahl der Photonen istunbestimmt (=). Daher kann die Bedingung 
(120, 15) nicht für die Bestimmung von x angewandt werden. Die Energie 
wird in der Volumeneinheit im Intervall de gleich eo(e) de sein. Die 
Strahlungsdichte u(w) im Frequenzintervall dw ist mit e=hw durch 
uw) dw = ep(e)hdw gegeben, und wir erhalten 


3 1 
Era (120, 26°) 


ee —]1 


Beihw< © muß das Verteilungsgesetz in das klassische RAYLEIGH-JEANS- 
sche Gesetz übergehen ($ 6). Um dieses Gesetz zu erhalten, muß« = 0 gesetzt 
werden. Dann ergibt sich op 1 


uw) = — (120, 26”) 


7208 how ’ 
d.h. die PLancksche Formel.?) 
1) Die Literatur über die Quantentheorie der Metalle ist sehr umfangreich. Wir ver- 
weisen auf [22, 5, 47]. 
2) Bei Anwendung der GısBsschen Methode läßt sich die Formel (120, 26) unmittel- 


bar ableiten, ohne auf das klassische Gesetz von RAYLEIGH-JEANS zurückgreifen zu 
müssen (LEONTOWITSCH [38)]). 
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8 121. Das Heliumatom 


Das Heliumatom, das zweite Atom in der Reihe des periodischen Systems, ist 
das einfachste unter den Atomen mit mehreren Elektronen. Die Versuche, 
seine Eigenschaften durch die Methoden der klassischen Mechanik (unter 
Berücksichtigung der BoH&schen Quantenbedingungen) zu berechnen, ergab, 
daß die klassische Mechanik auf Atomsysteme mit 3 

zwei und mehr Elektronen nicht anwendbar ist. 4 

Man gelangte zur Annahme der Existenz irgend- 

welcher ‚‚nichtmechanischer Vorgänge“. Die mo- 

derne Quantenmechanik kennt in der Problematik %y 72 

der Systeme mit mehreren Elektronen keine grund- 

sätzlichen Schwierigkeiten(dieSchwierigkeitender 


wirklichen Berechnung sind jedoch recht erheblich). -&, 
Wir werden zunächst die möglichen Zustände des +2® “2 

Heliumatoms qualitativ analysieren, wobei wir uns Abb. 78 

auf die in den $$ 114-117 dargelegte allgemeine Die Wechselwirkungen 

Theorie der Systeme aus gleichen Teilchen stützen. im Heliumatom 


Vor allem wollen wir die Form des HAMILToONopera- 
tors H für die Elektronen des Heliumatoms bestimmen. Die Wechselwirkungen 
im Heliumatom können in zwei Gruppen unterteilt werden. Zur ersten ge- 
hört die stark überwiegende CouLoMmBsche Wechselwirkung zwischen Kern 
und Elektronen, zur zweiten die dagegen schwachen magnetischen Wechsel- 
wirkungen, die durch die Wechselwirkung der Elektronenspins untereinander 
und mit der Bahnbewegung bedingt sind.!) 

Wir bezeichnen die Koordinaten der Elektronen mit z,, %,; 2, (tı) bzw. mit 
X, , Ya, 2g(tz) und ihre Spins mit 3, und 3,. Der Energieoperator der CouLoMB- 
schen Wechselwirkung lautet dann 


== br (121, 1) 


wo die beiden ersten Glieder die Wechselwirkungsenergie des ersten bzw. 
zweiten Elektrons mit dem Atomkern, der die Ladung + 2e besitzt, und das 
dritte Glied die CovzLoMmBsche Wechselwirkung der Elektronen untereinander 
‚darstellen (Abb. 78). 


ı) In diese Gruppe gehören auch die durch die Abhängigkeit der Elektronenmasse 
von der Geschwindigkeit bedingten Korrekturen (vgl. $ 65). 
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Den Operator der magnetischen Wechselwirkungen bezeichnen wir mit W. 
Er wird von den Spins, den Lagen und den Geschwindigkeiten der Elektronen 
abhängen: 

W=W(6,,8,1,;1,, —ihv,—ihv)). (121, 2) 


Berücksichtigen wir noch die kinetische Energie der beiden Elektronen, so 
können wir den vollständigen HAmrtTonoperator der Elektronen des Helium- 
atoms in folgender Form schreiben: 

h? MR „ 2e 2e: 


a u 2a 2 
EN vi In v3 = z ! R +W. (121,3) 


Hit, To, 3: 8,) = — 
Das letzte Glied ist, wie wir wissen (vgl. $ 74), sehr klein und bedingt die 
Multiplettstruktur der Spektren. Da wir uns im folgenden auf die qualitative 
Analyse der Multiplettstruktur der Heliumniveaus beschränken, lassen wir 
dieses Glied ganz fort und gehen von dem HAMILToNoperator 
2 2 2 2 
Uber (121, 4) 
12 


h2 
H(t,, u)= —--— vi- 2u 15 7 


2u 
aus. In dieser Näherung, bei Vernachlässigung der kleinen Wechselwirkungen 
der Spins, lassen sich die auf die Bewegung der Elektronenschwerpunkte und 
ihre Spins bezüglichen Variablen separieren. Wir wählen als Spinvariable 
die Spinprojektion auf eine bestimmte Richtung (z. B. die z-Achse) s,, 
und 3, und können nun (vgl. $ 60) die vollständige Wellenfunktion für die 
beiden Elektronen des Heliumatoms schreiben: 


Fi; 19 1 2) = Pl, 1%) ' Sle,1: &8)> (121, 5) 


wo mit S(s,,, 3,3) der von den Spins abhängige Teil der Wellenfunktion % 
bezeichnet ist. 

Der Hamrtroxoperator H (121, 4) ist [ebenso wie der genaue (121, 3)] 
symmetrisch in bezug auf die beiden Elektronen infolge deren Identität. Es 
ist also im vorliegenden Fall die Behauptung der allgemeinen Theorie ($ 115) 
anwendbar, wonach die Wellenfunktion Y (121, 5) in bezug auf die Teilchen 
antisymmetrisch oder symmetrisch sein muß, je nachdem, ob die Teilchen 
dem PaAvriprinzip folgen oder nicht. 

Die Versuchserfahrung zeigt, daß die Elektronen dem PAvLiprinzip folgen 
(es wurde gerade für Elektronen erstmalig konstatiert). Folglich muß die 
Wellenfunktion (121, 5) in bezug auf die Vertauschung der Elektronen anti- 
symmetrisch sein, d. h. 


P sFr) = — Flle ter dr &n)- (121, 6) 


Wir können den Vertauschungsoperator als Produkt zweier Vertauschungs- 
operatoren Pj, und P\,. darstellen, von denen der eine die Koordinaten der 
Elektronenschwerpunkte t, und r, und der zweite die Elektronenspins s,, 
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und s,, vertauscht. Dann läßt sich (121, 6) mit Hilfe von (121, 5) wie folgt 
umformen!): 


PP (t,1,,)' Pi,8 (81,8) = — Pl, to) S(81,%2). (121,7) 

Daraus erhalten wir zwei Möglichkeiten: Entweder ist 
P,d(t,1)= + Plu,%) (121, 8) 
er Pr S(,1,34) = — 8(&1: &9), (121, 9) 
ee PD (t,1) = — Dt, to) (121, 8°) 
ana dann Pr S (8,132) = + 8(&1: 8,2). (121, 9°) 


Die erste Möglichkeit bedeutet, daß die Koordinatenfunktion symmetrisch 
und die Spinfunktion antisymmetrisch ist, die zweite drückt eine anti- 
symmetrische Koordinaten- und symmetrische Spinfunktion aus. Wir er- 
halten somit zwei Klassen von Wellenfunktionen für die möglichen Zustände 
des Heliumatoms, nämlich 


Y = Pt, 12) Sal& 1, 82)>, (121, 10) 
Yin — D,ltı; T,) S, (8,1; 8,2)» (121, 10°) 


wo die Zeichen 8 und a die symmetrischen bzw. antisymmetrischen Funk- 
tionen kennzeichnen. 

Wir wollen nun die Spinfunktionen $S, und S, näher untersuchen. Da wir 
die Wechselwirkung der Spins vernachlässigen, können wir jede Funktion als 
Produkt der auf jedes einzelne Elektron bezogenen, im $ 60 (60, 6) (60, 6’) 
behandelten Spinfunktionen schreiben, d. h. also 


S(81> 8,2) == S,(8:1) Su (&2)» (121, 11) 


wo die Zeichen «, und a, anzeigen, ob der Spin mit oder entgegen der z-Achse 
gerichtet ist. Die Funktion (121, 11) ist aber weder symmetrisch noch anti- 
symmetrisch betreffs des Elektronenspins. Doch lassen sich die symmetrischen 
Funktionen 8, und die antisymmetrischen 8, leicht aus den Funktionen 
(121, 11) bilden. 

Wir untersuchen zunächst den Fall, in dem die Elektronenspins entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. In diesem Fall bekommt die Wellenfunktion (121, 11) 


die Form . 
8 (&,1: &2) = 84 4(81) °8_4(&2)- (121, 12) 


Möglich ist aber auch der andere Zustand, in dem der Spin des ersten Elek- 
trons entgegen und der des zweiten in der Richtung der z-Achse verläuft: 


8” (1,83) = 8_41) 8,4 @)- (121, 12°) 


1) Die Behauptung (121, 6) gilt auch für Fälle, in denen die Wechselwirkung der Spins 
nicht vernachlässigt wird. Die folgenden Ausführungen stützen sich jedoch auf die 
Gültigkeit von (121, 5). 


489 


äÄXLATOME MIT MEHREREN ELEKTRONEN 


Beide Zustände entsprechen einem Gesamtspin gleich Null längs der z-Achse, 
und beide gehören der gleichen Energie EZ an. Daher kann auch eine beliebige 
Überlagerung dieser Zustände zur gleichen Energie gehören. Darunter haben 
wir als einzige antisymmetrische Funktion $, 


1 
8, (8,13 82) = ee (S+ 4.) 8_3(82) — 8-4(8&1) 84 4&2}-) (121, 13) 
r“ 


Wir haben damit die Form der antisymmetrischen Spinfunktion bestimmt. 
Sind ‚die Spins parallel gerichtet, so sind antisymmetrische Zustände offen- 
sichtlich unmöglich. In diesem Fall sind u. a. die beiden folgenden Zustände 
des Elektronspins möglich: 


8, (815 %2) = 8+ 48,1) +42), (121, 14) 
5, (81%) = S-4&,1) 8-42). (121, 14‘) 


Diese Zustände sind von vornherein hinsichtlich des Elektronenspins symme- 
trisch. Außerdem läßt sich aus den Funktionen (121, 12) und (121, 12’) eine 
weitere, hinsichtlich der Elektronenspins symmetrische Funktion bilden, 
nämlich 


’ 1 
5 (8) = ai 4:1) S-4@,2) + S-48,1) S+y4(8)}. (121, 14”) 


Wir haben somit insgesamt drei bezüglich des Spins symmetrische Funk- 
tionen: S,, S, und 8,". Die ersten beiden beziehen sich auf den Gesamtspin 
eins, wobei jedoch im Zustand S, der Spin in und im Zustand 8% entgegen 
der z-Richtung liegt. Weniger deutlich erscheint die Tatsache, daß auch der 
Zustand S/,' sich auf den Gesamtspin eins bezieht, aber genkrecht zur z-Achse 
gerichtet ist. 

Am einfachsten kann man sich davon wie folgt überzeugen: Wir wählen 
als Spinvariable die Spinkomponenten in z-Richtung. Handelt es sich nun 
um einen Zustand, in dem der Spin senkrecht zur z-Achse gerichtet ist, dann 


müssen diese Variablen s,, und s,, einen unbestimmten Wert + ; haben, 


d.h., der Zustand mit einem zur z-Achse senkrechten Spin muß sich in den 
Variablen s,, und 8,, so ausdrücken, daß alle möglichen Werte von s,, und 8,, 
dargestellt sind. (121, 14”) ist dann die einzig mögliche Beschreibung der 


1 
1) Der Faktor a aus Gründen der Normierung von S, auf eins hinzugefügt. Die 
beiden Funktionen S+ t (8) sind ja nach (60, 7) auf 1 normiert. Bilden wir das Produkt 


S5(81, 82) S4(821> 829) 


h h 
und summieren über die beiden Spins gı = + —, 82 = + 7’ dann erhalten wireins, 


2 
wovon wir uns unter Zuhilfenahme von (60, 7) leicht überzeugen können. 
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Wellenfunktion dieses Zustands.!) Abb. 79 zeigt schematisch die Lage der 
Spins in den von uns gefundenen Zuständen. 

Die in bezug auf die Koordinaten der Elektronenschwerpunkte symme- 
trischen Zustände ®, sind folglich solche mit einem Elektronen-Gesamtspin 
Null. Die hinsichtlich der Koordinatenschwerpunkte der Elektronen anti- 
symmetrischen Funktionen ®, sind solche mit parallelen Elektronenspins 
(Gesamtspin eins). Entsprechend den drei Orientierungen des Gesamtspins 
sind drei solcher Zustände vorhanden. Die Niveaus des Heliumatoms zer- 
fallen daher in zwei Klassen: in Niveaus mit anti- z 
parallelen Spins und Niveaus mit parallelen Spinse. Para- Helium! Ortho-Helium 

Berücksichtigen wir, daß die Energie des Quan- 


mit antiparallelen Spins einfache Niveaus (Sin- 
guletts) sind und die Niveaus mit parallelen Spins 
in drei benachbarte Niveaus zerfallen, entsprechend 
den drei möglichen Orientierungen des Gesamt- 
spins in bezug auf das durch die Bahnbewegung 
geschaffene Magnetfeld: Diese Niveaus sind also Schema fürdie Addition der 
dreif ach (Tripleits) ?) : 3 ; Spins zweier Elektronen. 
Die bemerkenswerteste Eigenschaft dieser zwei Das Schema bringt die im 
Klassen der Zustände des Heliums liegt in dem Text erwähnten 
Umstand, daß zwischen ihnen Quantenübergänge Bezeichnungen der Wellen- 
unmöglich (nahezu unmöglich) sind. DieWechsel-_ funktionen der einzelnen 
wirkungen der Spins sind sehr klein. Wenn wir Zustände 
sie fortlassen, wird der HAMILToXoperator für die 
Elektronen des Heliumatoms selbst bei Einwirkung von äußeren Feldern 
(z. B. Lichtwelle) in bezug auf die Koordinaten der Elektronen symmetrisch 
sein, da ein äußeres Feld auf beide Elektronen in gleicher Weise einwirkt. 


Wir haben somit H(t,,1,) = H(t,,hh)- (121, 15) 


tenniveaus, wenn auch wenig, so immerhin doch 

von der Spinrichtung gegenüber der Bahnbewe- I 

gung abhängt, dann erkennen wir, daß die Niveaus eu 
| Ss Ss 
) 


GesamfsoinO! GesamtspinT 
Ds 
Abb.79 


1) Die Behauptung, daß die Zustände S,, Sy und Sy’ zum Spin eins (gleich Summe 
der Elektronenspins) gehören, läßt sich auch unmittelbar rechnerisch nachprüfen. Be- 
zeichnen wir die durch die Matrizen (59, 12) definierten Operatoren der Elektronenspins 
mit $, und 8,, dann stellt sich der Operator des Gesamtspins durch die Matrix 

92 —=82 +13 + 28,8, 
dar. Die Eigenfunktion S des Operators 8? muß der Gleichung 

2.8=-hl(,+1)-S 
genügen, wo l,die den Gesamtspin bestimmende Zahl ist. Mit dieser Gleichung kann man 
sich davon überzeugen, daß !, nur zwei Werte annehmen kann: /, = 0 (antiparallele 
Spins) oder, = 1 (parallele Spins). Ferner kann man sich durch unmittelbares Einsetzen 
der Funktionen 8,, S/ und S/’ in diese Gleichung davon überzeugen, daß diese Funk- 
tionen zu solchen mit !, = 1 gehören. Den einfachen Beweis dieser Behauptung über- 


lassen wir dem Leser. 
2) Über die Berechnung der Größe dieser Aufspaltung vgl. [4], $ 22. 
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Die Veränderung der Wellenfunktion Y(t,, ty, 8,1, 8,9, t) während der Zeit dt 
wird durch die SCHRÖDINGERgleichung angegeben, die wir in folgender Form 
schreiben: ; 

d, Ylr, ta, &1 8,2 t) = Am. t,) Yu, Io, 81: S,25 0) dt (121, 16) 


(vgl. $115). Ist Y(t, ,t,, 8,1» 8,2, £) zuirgendeinem Zeitpunkteinesymmetrische 
Funktion der Elektronenkoordinaten r,, t,, dann wird auch der Zuwachs d,Y 
dieser Funktion gemäß (121, 16) und wegen (121, 15) symmetrisch sein. In glei- 
cher Weise erhalten wir einen antisymmetrischenZuwachs, wenn YP(t,, 1,,3,1,8;3 
t) antisymmetrisch ist. Ein bezüglich der Koordinaten symmetrischer Zustand 
bleibt also bei allen möglichen Änderungen symmetrisch. Das Analoge gilt 
für: den antisymmetrischen Zustand, der antisymmetrisch bleibt. Übergänge 
aus Zuständen Y, (121, 10) in solche Y,, (121, 10’) und umgekehrt sind daher 
unmöglich. 

Wir bemerken dazu, daß man den Unterschied des soeben bewiesenen 
Satzes vom allgemeinen Satz des $ 115 beachten muß. Die Funktionen Y, 
und Y,, sind antisymmetrische Teilchenfunktionen. Daher sind vom Stand- 
punkt des allgemeinen Satzes $ 115 Übergänge zwischen den Zuständen %, 
und %,, möglich. Wir bewiesen jetzt aber die Unmöglichkeit des Übergangs; 
zwischen Y, und Y,, unter der Bedingung, daß die Wechselwirkungen mit dem. 
Spin vernachlässigt werden. Da diese ‚Wechselwirkungen aber bestehen, sind, 
auch Übergänge zwischen Y, und Y,, in Wirklichkeit möglich, allerdings in- 
folge der geringen Wechselwirkung mit dem Spin sehr wenig wahrscheinlich. 

Zur Veranschaulichung schätzen wir die Einwirkung einer Lichtwelleab. 
Die Energie der Wechselwirkung zwischen Lichtwelle und Elektronenladung 
ist der Größenordnung nach W' —_eBa 


wo a die Größe des Atoms, e die Elektronladung und E das elektrische Feld 
der Lichtwelle sind (ea ist das elektrische Moment des Atoms). Die Wechsel- 
wirkung zwischen Lichtwelle und magnetischem Moment des Elektrons ist 
der Größenordnung nach gleich dem Produkt aus dem magnetischen Moment 


an des Elektrons und dem Magnetfeld H der Welle: 
: w' eh 
2uc 
Da aber E und Hin der Lichtwelle einander gleich sind, ist 
WR 2, 
W’ 7 2Zuca ' 


2 ist der Größenordnung nach der Impuls des Elektrons im Atom und = 
u 


seine Geschwindigkeit v. Somit gilt 
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Dieser Bruch ist kleiner als ?/,go. Es ist daher sehr wenig wahrscheinlich, daß 
das Licht einen Übergang hervorrufen wird, bei dem sich die Spinrichtung 
des Elektrons ändert.!) 

Mit anderen Worten, es werden die Übergänge ohne Spinänderung über- 
wiegen, d. h. Übergänge mit gleicher Symmetrie in den Elektronenkoordina- 
ten. Gerade das behauptet der soeben bewiesene Satz. 

Befindet sich also das Helium in einem Zustand mit parallelen Spins (anti- 
symmetrischer Zustand bezüglich der Koordinaten), so ist es sehr wenig 
wahrscheinlich, daß sein Zustand in einen mit antiparallelen Spins (symme- 
trisch bezüglich der Koordinaten) übergehen wird und umgekehrt. Es ist also 
so, als ob zwei Sorten von Helium bestehen würden, eine mit parallelen und 


377 21 
$22 
-& 63 
522 
Para-Helium Ortho-Helium 


Abb.80. Die Anordnung der Spins im Ortho- und im Para-Helium 


eine mit antiparallelen Spins. Die erste Sorte wird Ortho-Helium, die zweite 
Para-Helium genannt (s. das Schema Abb. 80). Um die eine Heliumsorte in 
die andere zu überführen, muß die Spinrichtung eines der Elektronen ge- 
ändert werden. Infolge der Kleinheit des magnetischen Spinmoments ist diese 
Überführung nur sehr schwer durchzuführen. Man erkennt, daß der Zustand 
des Para-Heliums der energetisch niedrigere Zustand sein muß. Wir haben 
mehrfach darauf hingewiesen, daß der niedrigste Zustand durch eine Wellen- 
funktion ohne Knoten gekennzeichnet ist. Die antisymmetrische Funktion 
®,(t}, tz) besitzt aber einen Knoten (die Knotenfläche bei r, = t,). Denn 
es gilt 
Pu; b)=— Dt, 0); 
und wir erhalten bei 
h>b>mt, 


Dt, tr) Zi AA X); 


d.h. ®,(t,r) = 0. Es muß daher die symmetrische Funktion ®,(t,, t,) die 
Funktion des niedrigeren Zustands sein. Das ist aber der hinsichtlich der 
Spins antisymmetrische Zustand, nämlich der Zustand des Para-Heliums. 
Somit ist das Para-Helium der Grundzustand des Heliums. 

Wie aber erhält man Ortho-Helium? Bei Lichteinwirkung ergeben sich 
praktisch wieder angeregte Zustände mit antiparallelen Spins, also Para- 


1) Ferner ist noch zu berücksichtigen, daß die Übergangswahrscheinlichkeit propor- 
tional dem Quadrat der Störungsenergie ist, das Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten wird 
also gleich 10%. 
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Helium. Auf diesem Weg kommen wir also zu keinem Ergebnis. Anders ist es, 
wenn wir das Helium mit Elektronen beschießen. In diesem Fall haben wir es 
mit drei gleichen Teilchen zu tun: mit den beiden Elektronen des Heliums 


Para- Helivm 


Drtho-Helivm 


ve: 
sf Es 
4 
ar 3 
20000 
2 
40000 7 
DI 
un} 
& T 
S 8 60000 
A S 
S 
1 80000 
IN 
700.000 
AS 
S 720 000 
S 
=} 
r 740.00 
76000 
780 000 


zw 0,746 


Abb.81. Das Schema der Spektralterme des Heliums 


und dem von außen heranfliegenden Elektron. Unsere Analyse der Zustände 
zweier gleicher Teilchen ist in diesem Fall nicht anwendbar. Physikalisch 
müssen wir erreichen, daß das einfallende Elektron die Stelle eines Atom- 
elektrons einnehmen und das Atomelektron das Atom verlassen kann. Da 
im Bündel der einfallenden Elektronen solche mit verschiedenen Spin- 


494 


$122. DIE NÄHERUNGSWEISE QUANTITATIVE THEORIE DES HELIUMATOMS 


richtungen vorhanden sind, kann als Ergebnis eines solchen Austauschs ein 
Atom zu zwei Elektronen mit gleichgerichteten Spins gelangen: das Para- 
Helium wird sich in Ortho-Helium verwandeln. 

Der Beweis für die Existenz zweier Heliumarten (genauer, zweier Klassen 
von Heliumzuständen) ermöglichte die vollständige Deutung der gesamten 
spektroskopischen Daten des Heliums und seines Verhaltens unter den ver- 
schiedenen Bedingungen. Abb. 81 zeigt das Niveauschema im Heliumatom. 
Im Para-Helium ist der Gesamtspin gleich Null. Es fehlt die Multiplett- 
struktur, es kommen nur Singulettlinien vor. Die entsprechenden Terme sind 
durch Buchstaben mit links oben angebrachten Zeichen (z. B. }8, IP) ge- 
kennzeichnet. Die Terme des Ortho-Heliums dagegen zerfallen in drei eng 
beieinanderliegende. Entsprechend dieser Aufspaltung der Niveaus bestehen 
die Spektrallinien des Ortho-Heliums aus drei benachbarten Linien (Tripletts). 
Die Terme des Ortho-Heliums werden durch das Zeichen 3 (d.h. Triplett) 
links oben gekennzeichnet, z. B. 38, 3P. In Abb. 81 ist der Zustand 2 ®S des 
Ortho-Heliums als metastabil verrıerkt. Es handelt sich hier darum, daß die- 
ser Zustand der niedrigste des Ortho-Heliums ist. Der Übergang in den 
niedrigeren Zustand ist ein Übergang in den Zustand 118 des Para-Heliums 
und mit Änderung der Spinrichtung verknüpft. Er ist wenig wahrscheinlich. 
Das in diesem Zustand befindliche Heliumatom wird sich, ungeachtet des 
Energievorrats von 19,77 eV, sehr lange in ihm befinden. 

Damit beenden wir die qualitative Analyse der Atomzustände des Heliums 
und gehen zur genäherten quantitativen Theorie über. 


& 122. Die näherungsweise quantitative Theorie des Heliumatoms 


Um die Energieniveaus des Heliumatoms zu berechnen, wenden wir eine 
Methode an, die zwar hinsichtlich der erreichbaren Genauigkeit nicht die 
beste ist, sich aber durch Einfachheit und Anschaulichkeit auszeichnet. Die 
SCHRÖDINGERgleichung für die Ermittlung der Energieniveaus des Helium- 
atoms und der Wellenfunktionen der stationären Zustände besitzt die Form 


H(t,, 1, 1, &9) lt, 1%, 8:0 &2) = PPln,19,%1:%9)- (122,1) 


Da wir die Spinwechselwirkungen vernachlässigen, läßt sich diese Gleichung 
unter Verwendung von (121, 5) durch $(s,,, &3) kürzen. Wir erhalten dann 


H(t,%) ®(u,1)=E®(t,n), (122, 2) 


wobei der Operator der Gesamtenergie durch die Formel (121, 4) gegeben ist. 
Dieser Operator kann wie folgt geschrieben werden: 


H(t,,1) =H,(u; 1) + Wiu.), (122, 3) 
wo 
h? h? 2e? 2e? 
Ks -7,v Er ee 
1 2 
(122, 4) 
2 
Fe). (122, 5) 
r13 
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Der Operator H,(tı, ta) ist der Operator der Gesamtenergie der beiden Elek- 
tronen im Kernfeld ohne Wechselwirkung untereinander. W(t),) ist die 
Wechselwirkungsenergie der Elektronen. Unsere Näherung wird darin be- 
stehen, daß wir diese Wechselwirkungsenergie als kleine Korrektur batrachten 
und als nullte Näherung die Bewegung der Elektronen im Kernfeld ohne 
Berücksichtigung ihrer gegenseitigen Wechselwirkungen nehmen.!) 

Die Wellenfunktionen und Energieniveaus einer solchen Bewegung sind 
bekannt, denn wir haben hier die Bewegung in einem Couzomgfeld. Das 
erste Elektron möge sich im Zustand y,(t}) mit der Energie E,, das zweite. 
im Zustand y,„(t) mit der Energie E,„ befinden. Dann können wir die zur 
Energie E, + E,, gehörende Funktion der nullten Näherung in folgender 


Weise schreiben: denen, (122, 6) 
Es gilt 
HA, (tı 1) Yıltı, t2) = Holtı) Ya(tı) Yı(te) + Holte) 9 (tı) Ym (to) 
= Eu Yyaltı) Ym(te) + En Ynltı) Ym (te), 
HA, (tı, 15) yıltı, 1) = (Eu, + E,) Yıltı: 19) (122, 7) 


Zu der Energie E, und E,, gehört aber offensichtlich noch ein zweiter Zu- 
stand, in dem das erste Elektron die Energie E „und das zweitedie Energie E, 
besitzen. Die Wellenfunktion dieses Zustands ist 


d..h,; 


Yaltı; to) = Y(tı) Y,(t). (122, 6‘) 
Ähnlich wie wir (122, 7) fanden, finden wir, daß 
A, (tı, te) Yaltı, to) = (E, + E) Yaltı Te) (122, 7’) 


Dem Niveau E, + E,, des nichtgestörten Systems gehören also zwei Zu- 
stände y, und y, an, die sich durch die Vertauschung der Zustände des 
Elektrons (1) und (2) unterscheiden. Wir haben es mit. einer Entartung zu 
tun. Diese Entartung wird als Austauschentartung bezeichnet. Nach der all- 
gemeinen Störungstheorie ($68) muB dierichtige Wellenfunktion der nullten 
Näherung die Überlagerung der entarteten Zustände sein?): 


P(1,%)= ayıltı; te) + CoYyaltı, te). (122, 8) 

1) Letzten Endesstellt essich heraus, daß die Wechselwirkungsenergie nichtsehrklein 
ist (die Näherung daher nicht besonders gut ist), aber immerhin beträgt sie nur etwa ein 
Drittel der Energiedifferenz der tiefsten Niveaus. 

2) Streng genommen müßten wir die Wellenfunktion y, durch drei Indizes (n, !, m) 
kennzeichnen, da zum Niveau Z,„, wie wir wissen, insgesamt n? verschiedener Zustände 
gehören (Entartung im CouLomegfeld!). Bei der richtigen Berechnung der Heliumniveaus 
wählt man dementsprechend als Funktionen in nullter Näherung eine Superposition 
nicht nur der Zustände, die sich allein durch die Vertauschung der Elektronen unter- 
scheiden (darauf haben wir uns beschränkt), sondern auch aller Zustände, die zu den 
Niveaus E, und Z,„, gehören und sich durch die Drehimpulse und ihre Orientierungen 
unterscheiden. Wir führen jedoch die Berechnung so durch, als wären die Niveaus E,„ 
nicht entartet. Das geschieht nur, um die Besonderheiten der Aufgabe hervorzuheben,die 
ausschließlich aus der Tatsache hervorgehen, daß wir es mit zwei gleichen Teilchen zu 
tun haben. 
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Die Amplituden e, und c, und die Energieniveaus E des gestörten Systems 
ergeben sich aus den Grundgleichungen der Störungstheorie. Da wir uns auf 
die Untersuchung einer zweifachen Austauschentartung beschränken (Funk- 
tionen y, und %,), können wir unmittelbar die im $ 69 dargelegte Theorie für 
die zweifache Entartung anwenden. Wir erhalten dann für die Bestimmung 
der Amplituden ec, und c, die Gleichungen (69,5), die in unserem Fall 
die Form 


(Eim + Wı -E)a + Wan =0, Wa + Em + Wa -En,=0 


(122, 9) 
haben, wo E%,, die Energie der ungestörten Bewegung 


En=E,+E, (122, 10) 


ist. (In den Ausdrücken des $ 69 sind die Indizes n und m durch einen Buch- 
staben % bezeichnet.) Die Größen W,,, Wı2 Wag, W zı sind die Matrixelemente 
der Störungsenergie W [s. (69, 6)]. Da in (69, 6) die Integration über sämtliche 
Variablen vorgesehen ist, von denen die Wellenfunktionen abhängen, so er- 
halten in unserem Fall die Formeln (69, 6) folgende Form: 


Wı= [vr Wydr,dı, (122, 11) 


wodt, =de,dy,dz,dı,=d, dy, dz, und W die Störungsenergie (122, 5) 
sind. 

Die Energieniveaus Z des gestörten Systems ergeben sich aus der Säkular- 
gleichung (69, 7), die wir hier übernehmen können: 


Wı-E Wi 


=(, 122, 12 
Wa Ware 


wo in den jetzigen Bezeichnungen die Energiekorrektur 


e=E—- EM „=E-(E,+E,) (122, 13) 
ist. 

Bevor wir diese Gleichung lösen, wollen wir einige besondere Eigentümlich- 
keiten der Matrixelemente (122, 11) feststellen. Setzen wir in (122, 11) und 
(122, 11’) an Stelle von y, und y, ihre Werte aus (122, 6) und W aus (122, 5) 
ein, so erhalten wir 


2 r} 
We en anar, -—W.: (122,14) 
2 


Ferner ist leicht zu erkennen, daß W,, gleich W,, ist. Denn es ist 


* * 
w.=e [ yn(t) nn. Yn (to) Ym(to) 2 (122, 15) 
12 
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und andererseits 


Wa - [» B Wi, . dı, dr, — ef yn(tı) Yn(tı) vr (t,) Ym(tz) dı, dr,. 
r12 (122, 16) 


Da die Integrationsvariablen 1, (2), 4,2) und 1,(2,, yg, 2) die gleichen 
Werte durchlaufen, können wir x,, %,, 2, durch x,, %5, 2, und umgekehrt er- 
setzen (das ist nur eine andere Benennung), und da 7]; = r,, stimmt W;, 
mit W,, überein. Folglich ist 


d. h., die Größen W,, sind reell. Wir setzen 
Wı=#Wa=K&K We=-Wı-=fl, (122, 18) 


wo K und A reelle Größen sind. Dann nimmt die Säkulargleichung (122, 12) 
folgende Form an: 


K-e A 
el 0, (122, 19) 
woraus wir erhalten: 
(K-e!=4A%, e=K+A. (122, 20) 


Die Gleichungen (122, 9) erhalten durch die neuen Bezeichnungen die Form 
(K-04+4,=0, (K-d)a+4Aa=0. (123,9) 


Setzen wir hier die erste Wurzel für e aus (122, 20) ein, so finden wir c, = @. 
Beim Einsetzen der zweiten Wurzel für e finden wir c, = — c,. Folglich 
lautet die Lösung für (122, 8): 
1 
Pu; t,) Ze 172 (yı + Y,); E, — E, + En + K + Ar (122, 21) 


1 
Bl) = 79 -y), B=E,+E2,„+K-A (122, 22) 


1 
(der Faktor — ist der Normierung wegen hinzugefügt). 


Wir erhalten also wegen der Austauschentartung zwei Zustandsarten: 
symmetrische ®, und antisymmetrische ®, (wir erinnern daran, daß nach 
(122, 6) und (122, 6’) y, bei Vertauschung der Elektronenkoordinaten in y, 
übergeht). Die Existenz dieser beiden Zustandsarten stimmt mit der all- 
gemeinen Theorie des $ 115 überein. Wir wissen, daß die ersten Zustände die 
des Para-Heliums und die zweiten die des Ortho-Heliums sind. Die Formeln 
(122, 21) und (122, 22) sind somit die genäherten Ausdrücke für die Funk- 
tionen des Para- und Ortho-Heliums. 

Wir haben bei der qualitativen Darlegung der Theorie des Heliumatoms 
darauf hingewiesen, daß der Normalzustand durch eine symmetrische Funk- 
tion (Para-Helium) beschrieben sein muß. Das gleiche Ergebnis enthalten 
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auch die Lösungen (122, 21) und (122, 22). Dem unteren Niveau EZ, gehört 
nur eine Wellenfunktion %,090(1}) an. Um daher den tiefsten Zustand des 
Heliumatoms zu bilden, besteht nur eine Möglichkeit, nämlich das zweite 
Elektron im gleichen Zustand unterzubringen (woraus sich, schon aus der 
elementaren Fassung des PAuLiprinzips, ergibt, daß das zweite Elektron 
einen dem ersten entgegengesetzten Spin haben muß). Folglich ist im unter- 
sten Zustand y, = y, und ©, = 0. Wir bekommen daher für den Grund- 
zustand als einzige Lösung 


Pt; 2) = Yiooltı) Yıoolta)> (122, 23) 
E=2E,+K+4. (122, 23°) 


Der Energieunterschied zwischen dem Para- und Orthozustand ist nach 
(122, 21) und (122, 22) gleich 2A. Das Niveausystem des Heliums zerfällt also 
in die zwei energetisch verschiedenen Systeme des Para- und des Ortho- 
Heliums. Jedem Niveau EZ, + E,, des Heliumatoms, das ohne Berücksichti- 
gung der Elektronenwechselwirkung erhalten wurde, entsprechen bei Berück- 
sichtigung dieser Wirkung zwei Niveaus, das Niveau des Para-Heliums 
E„+ E„+ K + A und das Niveau des Ortho-Heliums Z, + E,„+ K — A. 


| ErtEa+K+A | 


| 

l 

| I 
| | 
I Elektronen | 
| ohne |! Para-Helium | Ortho-Helium 
Wechelwirkung! | 
I | 
l | 
H 
| | 
| 
| 


u  —— 


ERLE BER N EEE RE + mn | 


Abb. 82. Schema der Austauschaufspaltung der Heliumniveaus 


Befindet sich z. B. das eine Elektron im unteren Zustand E,, das zweite im 
nächsthöheren Z, (Energie EZ, + Z,), dann erhalten wir unter Berücksichti- 
gung des Elektronenaustauschs und ihrer Wechselwirkung zwei Niveaus: 


E+B+K+4A ud B+B,+K-A. 


Diese Aufspaltung sowie das Niveau 2E,+K + A sind im Diagramm 
Abb. 82 wiedergegeben. Dieses Diagramm zeigt eine weniger vielgestaltige 
Aufspaltung als das vollständige spektroskopische Schema der Abb. 81. Das 
erklärt sich dadurch, daß wir (der Einfachheit halber) den Umstand vernach- 
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lässigten, daß die Niveaus des ungestörten Falls (z. B. Z,) entartet sind (mit 
Ausnahme des ersten Niveaus). Eine vollständigere Berechnung hätte gezeigt, 
daß die Niveauaufspaltung sich nicht nur aus der Austauschentartung, son- 
dern auch aus der Aufhebung der ‚‚‘-Entartung ergibt. Letzteres geht schon 
daraus hervor, daß die „l“-Entartung nurim CouLompfeld des Kernsexistiert. 
Die Anwesenheit eines zweiten Elektrons muß sie unvermeidlich aufheben. 
Die Berücksichtigung dieser Aufhebung der ‚‚“-Entartungergibtein reicheres 
Bild der Niveauaufspaltung, das mit dem Schema der Abb. 81 überein- 
stimmt. 

Für die eingehende Behandlung verweisen wir auf die Fachliteratur!) und 
beschränken uns hier mit dem Hinweis auf den Sachverhalt in der theore- 
tischen Berechnung der Heliumniveaus. Die Berechnungen des Heliums nach 
den oben dargelegten Methoden führen keineswegs zu einer idealen Überein- 
stimmung mit dem Versuch. Es unterscheidet sich die Korrektur um 10 bis 
20% vonder, die sich aus den experimentellen Messungen ergibt. Gegenwärtig 
gibt es aber weitaus vollkommenere Berechnungsmethoden. HYLLERAAS hat 
(in achter Näherung) als Wert für das Grundniveau des Heliums (das Ioni- 
sierungspotential) 7 = 198308 cm! erhalten (wir führen die Energiegröße in 
reziproken Zentimetern an, wie das in der Spektroskopie gebräuchlich ist), 
während der experimentelle Wert des Ionisierungspotentials für Helium 
I = 198298 + 6 cm-! beträgt. Die Übereinstimmung zwischen Theorie und 
Experiment ist erstaunlich, besonders, wenn man berücksichtigt, daß die 
Berechnung keinerlei willkürliche Konstanten enthält, die man den Ver- 
suchsergebnissen ‚anpassen‘ könnte. 

Die Berechnung der angeregten Terme ist infolge der ‚‚‘-Entartung be- 
deutend komplizierter. Die dabei erzielte Genauigkeit ist erheblich geringer 
als die für den Grundterm angeführte. 


8 123. Die Austauschenergie 


Wir untersuchen nım die Bedeutung der durch die CovrLomBsche Wechsel- 
wirkung der Elektranen bedingten Korrektur e= K + A. Dazu führen wir 
an Stelle der Wellenfunktionen y, und y,, neue Größen ein: 
Onnltı) = — el), Emmi) = — elymltz)l?, (123, 1) 
Omn(tı) ie eyn(tı) Yn(tı)> Omn(tz) ur ey (tz) yr(t)- (123, 2) 
Die beiden ersten haben einen einfachen physikalischen Sinn, und zwar be- 
deutet 0,„(t,) die mittlere Dichte der elektrischen Ladung im Punkt r,, die 
vom im Zustand y,(t,) befindlichen Elektron erzeugt wird. Ähnlich bedeutet 
Emm (te) die mittlere Dichte der elektrischen Ladung im Punkt r,, die vom 
Elektron im Zustand y,,(t,) herrührt. 
Die beiden letzten Größen e,,„ (t}) und 0. „(12) besitzen keinen so einfachen 
Sinn. Es sind Ladungsdichten, die dadurch bedingt sind, daß jedes der Elek- 
tronen sich teils im Zustand y,(t,), teils im Zustand y,‚(t,) befinden kann. 


1) Siehe [4, $$ 11-24]. 
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Wir werden sie als Austauschdichten bezeichnen. Diese Größen können kom- 
plex sein, daher ist die Bezeichnung ‚„Ladungsdichte“ hier nur von sehr for- 
maler Bedeutung. Mit Hilfe der eingeführten Dichten kann die Größe K nach 
(122, 18) und (122, 14) folgendermaßen geschrieben werden: 


K— [ rn) Omm(te) dudr,, (123, 3) 
fig 
und die Größe A nach (122, 18) und (122, 15) 
* R 
F u) a Ta (123, 4) 
12 


Die Größe K besitzt eine einfache und anschauliche Bedeutung. Das Integral 
in (123, 3) ist die gegenseitige CouLoMBsche Energie zweier Ladungen, von 
denen die eine mit der Dichte o,,„, die andere mit der Dichte 0, „im Raum 
verteilt ist. Anschaulich könnten wir diese Energie als Energie der CouLoMB- 
schen Wechselwirkung zweier Elektronen deuten, deren Ladungen im Raum 
verschmiert sind. Daher wird dieser Teil der Elektronenwechselwirkung als. 
der (im engeren Sinn) CouLomBsche bezeichnet. Der andere Teil (A) läßt 
sich nicht anschaulich deuten. Formell kann die Größe A als die elektro- 
statische Energie zweier Ladungen betrachtet werden, die mit den Dichten 
Omn und o%, verteilt sind. Dieser Teil der Wechselwirkungsenergie der Elek- 
tronen wird als Austauschenergie bezeichnet. In diesem Sinne sagt man, daß 
die Wechselwirkungsenergie zweier Elektronen aus zwei Teilen besteht, der 
CovLoMzgschen K und der Austauschenergie A. 

Wir müssen aber beachten, daß sowohl K wie A durch die CouvLomBsche 
Wechselwirkung bedingt sind (bei e = O sind auch K= O0 und A = 0). Der 
Unterschied zwischen der CovLoMmBschen Energie (im engeren Sinne) und 
der Austauschenergie A beruht auf der genäherten Darstellung der Funk- 


tionen des Systems ®, und 9, in Form von 27 (y] + Y,). Trotzdem erweist 


sich diese Trennung der Wechselwirkungsenergie in einen CoULoMB- und einen 
Austauschteil als sehr nützlich. Man ist daher berechtigt, sie vorzunehmen. 

Nach der Störungstheorie ist die Korrektur e für die Energie gleich der 
mittleren Störungsenergie im entsprechenden Zustand. Diese Behauptung ist 
an dem hier betrachteten Fall leicht zu prüfen. Als Störungsenergie tritt 


2 
die CovLoMBsche Energie der Elektronenwechselwirkung Be auf. Um den 
12 
Mittelwert dieser Energie in einem bestimmten Zustand ®(t,, t,) zu 
2 
berechnen, muß me mit der Ortswahrscheinlichkeit des ersten Elektrons 


12 
im Bereich dr, und des zweiten im Bereich dr,, d.h. mit |®|?dr, dr, multi- 
pliziert und über den gesamten Konfigurationsraum der Elektronen integriert, 
d.h. das Integral = R 
Ce - [Z-1omanar, (123, 5) 
"12 
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berechnet werden. Setzen wir ®,bzw.®, aus (122, 21) und (122, 22) an Stelle 
von © ein, so finden wir 
ea DE: 2 2 * * 
5 |, mt lvl yet yvivdede, (123, 6) 
"ja ja 
was nach (122, 6) und (122, 6’) gleich 


2 
A (123, 6°) 
"12 
ist; d. h., die Korrektur e ist die mittlere Energie der CouLomBschen Wechsel- 
wirkung der Elektronen im Zustand ®, oder ©,. 

Diese Berechnung gestattet uns einen tieferen Einblick in die Entstehung 
der Austauschenergie. Die Größe |y,|?dr, dr, ist die Wahrscheinlichkeit, 
mit der sich das erste Elektron im Bereich dr, im Zustand n und das zweite 
im Bereich dr, im Zustand m befinden. Analog ist die Größe |y,|? dr, dr, 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich das erste Elektron im Bereich dr, 
im Zustand m und das zweite im Bereich dr, im Zustand n befindet. Wären 
die Zustände v, und y, voneinander unabhängig, dann erhielten wir die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß das erste Elektron in dr, und das zweite in dt, vor- 
handen sind, unabhängig davon, in welchen Zuständen sich die Elektronen 
befinden (indem wir y, und y, als gleichwahrscheinlich betrachten): 


1 
dP,= zilyl®+lyal}dı, dr. (123, 7) 


In Wirklichkeit sind aber die Zustände y, und y, nicht voneinander unab- 
hängig, und der tatsächlich eintretende Zustand ist 


1 
Pd = E77 (yı E Yo): (123, 8) 


Die Wellenfunktionen y, und y, befinden sich dabei in bestimmten Phasen- 
beziehungen, und wir erhalten im Ausdruck für die Ortswahrscheinlichkeit 
der Teilchen in den Bereichen dr, und dr, ein Interferenzglied, 


r 1 
dPe=|P ?drydy =dPa + > vıw +yry.)drde, (123,9) 


das zur Existenz der Austauschenergie führt. 

Wir erkennen, daß die Existenz einer Austauschenergie keineswegs nur 
speziell durch die CovLoMBsche Wechselwirkung der Elektronen bedingt ist. 
Hätten wir eine beliebige andere Wechselwirkung W (r,,) unserer Teilchen 


angenommen, so hätten wir doch die mittlere Energie W (r,,) in Gestalt von 
zwei Teilen erhalten: W als Energie im engeren Sinne, die wir durch die Ein- 


r) 
führung von W (r,,) an Stelle von — in (123,3) und der Austauschenergie A, 
12 2 
die wir aus (123,4) wiederum durch Ersetzen von en durch W(r,,) be- 
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kommen hätten. Jede klassische Wechselwirkung W(r,,) zweier gleicher 
Teilchen führt somit auf eine Austauschenergie. 

Die Austauschenergie besitzt keine Analoga in der klassischen Mechanik. 
Die Entdeckung ihrer Existenz ist eines der grundlegenden und neuen Ergeb- 
nisse der Quantentheorie. 

Die Bezeichnung ‚‚Austauschenergie‘‘ wird klarer, wenn wir Zustände ® 
untersuchen, beidenen die Verteilung der Teilchen über die Zustände » und m 
fixiert ist. Dazu nehmen wir die Zeitabhängigkeit der stationären Zustände ®, 
und d, zu Hilfe und erhalten 


1 -I m+K+A 
Ar » 


: (123, 10) 
Wir setzen 
= SE, o= = (123, 11) 


und untersuchen an Stelle von ®, und ®, den Zustand, der ihre Überlagerung 
darstellt (das wird kein stationärer Zustand mehr sein): 


1 1 _, : \ 8 ; 
d= 77 (D, + D,) — ge {y, (e!?! + erdt) + ylet?! = eiöt)) (123, 12) 
oder j 

D®= alt) yı + ll) Ya; (123, 13) 
ct) = et®t cosöt, cal) = ietetsinöt. (123, 14) 
Der statistischen Bedeutung der Amplituden c, und c, entsprechend ist die 
Größe |cı 2 wiederum die Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand y; (d.h. 
das erste Elektron im Zustand n und das zweite im Zustand m) zu finden, und 
Ice ? die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich das System im Zustand yz befindet 
(mit dem ersten Elektron in m und dem zweiten in »). Wir haben also 


le, (t)]® = cos?öt, |e,(t)]* = sin?öt. (123, 15) 


Der von uns daraus entnommene Zustand ® (123, 12) ist so, daß beit = 0 
das erste Elektron sich im Zustand y,, das zweite im Zustand y,„ befindet. 


Nach Ablauf einer Zeit r = 35 erhalten wir |c,|?= 0, |%|®=1,d.h., das 


wo 


erste Elektron geht in den Zustand y,„, das zweite in den Zustand y, über, 
es erfolgt ein Austausch der Zustände. Auf Grund von (123, 11) sehen wir, 
daß diese Austauschzeit durch die Austauschenergie ausgedrückt werden 
kann. Und zwar erhalten wir 


EA (123, 16) 
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Daraus folgt das wichtige Ergebnis: Die Zeit des Zustandsaustauschs ist um- 
gekehrt proportional der Austauschenergie. 

Es ist interessant, jene Bedingungen zu betrachten, unter denen die Aus- 
tauschenergie so klein und die Austauschzeit so groß werden, daß der Aus- 
tausch völlig vernaehlässigt werden darf. Die Austauschenergie hängt von 
der Dichte o„„(t) = y#(t) y„(t) ab, sie hängt folglich davon ab, inwieweit 
sich die Zustandsfunktionen y,, und y, überdecken. Ist y„ = 0 dort, wo 
Yn + 0 ist, oder 9, + 0 dort, wo y„ = 0, dann ist 0„„ = 0, und die Aus- 
tauschenergie fehlt vollständig. Dieser Grenzfall ist jedoch eine Idealisierung. 
Trotzdem können wir aus ihm einen wichtigen Schluß ziehen: Sind die Zu- 
stände y, und y, so, daß |y,,|? und |y,|?in verschiedenen Raumteilen kon- 
zentriert sind, dann ist die Austauschenergie klein (nähert sich Null). 

Nehmen wir jetzt an, die Zustände y, wären Zustände eines Elektrons im 
Atom, wobei wir aber die Energien E,, und E „als sehr verschieden annehmen: 
E„ > E,„. Dann ist die Funktion y, in einem sehr nahe am Kern gelegenen 
Bereich konzentriert, während y, sich sehr weit vom Kern entfernt aus- 
breitet. Da beide Funktionen auf eins normiert sind, bedeutet das, daß y,, 
dort klein ist, wo y, merklich groß ist. Die Dichte o,„„ ist folglich ebenfalls 
klein. Damit ist aber die Austauschenergie klein. Der Austausch kann ver- 
nachlässigt werden, wenn es sich um den Austausch von Zuständen handelt, 
die in verschiedenen Raumbereichen konzentriert sind, oder um solche, die 
sich in ihrer Energie stark unterscheiden. 

Diese letztgenannte Tatsache erlaubt z.B. in vielen Fällen, den Austausch 
des Leuchtelektrons mit den Elektronen der inneren Schalen fortzulassen. 


$ 124. DieQuantenmechanik des Atoms und MENDELEJEwS periodisches System 
der Elemente 


Das von MENDELEJEW entdeckte periodische System schließt in sich eines 
der wichtigsten Naturgesetze ein. Esstellt nicht nur die Grundlage der Chemie, 
sondern auch die Grundlage der ganzen modernen Atom- und Kernphysik dar. 

Die Theorie dieses Gesetzes ist bei weitem noch nicht abgeschlossen. Die 
Lösung des Problems von der Struktur der Atomkerne befindet sich erst im 
Anfangsstadium. Dabei bestimmt gerade der Atomkern die Struktur der 
Elektronenhülle und damit die chemischen und physikalischen Eigenschaften 
des ganzen Atoms. Betrachtet man dann die Bestimmungsstücke der Atom- 
kerne als durch das Experiment gegeben, so kann man mittels der Quanten- 
mechanik die Periodizität in der Struktur der Elektronenschalen verstehen. 
Man geht dabei von der Theorie der Bewegung eines Systems von Elektronen 
im elektrischen Kernfeld aus. Wir können uns also zur Klärung der Natur der 
Periodizität auf die Berechnung der Elektronenbewegung im Atom be- 
schränken, wobei wir von der gegebenen Masse und Ladung des Kerns aus- 
gehen. Infolge der großen Zahl der Elektronen in den Atomen bietet die so 
gestellte Aufgabe immerhin noch erhebliche mathematische Schwierigkeiten. 
Wir erinnern daran, daß in der klassischen Mechanik selbst das Dreikörper- 
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problem bis heute keine allgemeine und vollständige Lösung gefunden hat. 
Allerdings ist die Lage in der Atommechanik günstiger. Viele praktisch wichtige 
Ergebnisse lassen sich mit Hilfe genäherter Methoden gewinnen. Die Ur- 
sache für diese Vereinfachung liegt in der Diskretheit der Elektronenzustände 
in den Atomen. Dadurch gelingt es, auf Grund des PAvLiprinzips und der 
Theorie der Elektronenbewegung imZentralfeld, wesentliche Ergebnisse in der 
Erkenntnis der Elektronenverteilung in den Atomen und damit zugleich der 
Periodizität der chemischen Eigenschaften der Elemente zu gewinnen. 

Von grundlegender Bedeutung ist dabei der Begriff der Ordnungszahl Z 
(Atomnummer) des Elements in der MENDELEJEwschen Tabelle. Dieser Be- 
griff wurde bereits von MENDELEJEW selbst eingeführt, der an vielen Stellen 
seiner Tabelle vom ursprünglichen Prinzip — der Ordnung der Elemente nach 
steigendem Atomgewicht - abging und der Periodizität der chemischen Eigen- 
schaften die größere Bedeutung zuschrieb. Die späteren klassischen For- 
schungen RUTHERFORDS und MosELEYS zeigten, daß die Atomnummer einen 
tiefen physikalischen Sinn besitzt. Die Elementnummer Z ist gleich der Kern- 
ladung, gemessen in Einheiten der Elementarladung (+e). Gleichzeitig ist 
diese Nummer für ein neutrales Atom gleich der Anzahl der Elektronen in 
seiner Elektronenhülle. Kennen wir also die Elementnummer Z, so kennen 
wir auch die für die Atommechanik wichtigsten Daten, die Kernladung und 
die Zahl der Elektronen im Atom. Wie jetzt gut bekannt ist, bauen sich die 
Atomkerne aus ungeladenen Teilchen, den Neutronen (Ladung 0, die Masse, 
bezogen auf Sauerstoff gleich 16, beträgt 1,00845) und den Protonen (Ladung 
+ e, Masse = 1,00 807) auf. Nach dem oben Gesagten muß die Zahl der Pro- 
tonen im Kern gleich Z sein. Atome mit gleicher Protonenanzahl], die sich durch 
die Zahl der Neutronen unterscheiden, besitzen die gleiche Nummer Z, aber 
verschiedenes Atomgewicht A. Solche Atome werden /sotope genannt. Die 
chemischen Eigenschaften hängen von der Zahl der Elektronen im neutralen 
Atom ab, d.h. von Z, die Isotopen sind daher chemisch gleichwertig.!) Sämt- 
liche Isotope, die zu einem und demselben Z gehören, stellen das gleiche 
chemische Element dar. Es stellt sich heraus, daß das Atomgewicht A = 2Z 
ist, so daß die Zahl der Protonen und Neutronen in den Kernen ungefähr ein- 
ander gleich ist. Durch diesen Umstand führt die Anordnung der Atome nach 
steigendem Atomgewicht (mit wenigen Ausnahmen) zur gleichen Anordnung 
wie die nach der Kernladung +eZ. 

Um sich in der Verteilung der Elektronen in den Elementen zurechtzufin- 
den, wollen wir uns vorstellen, daß jedes folgende Element aus dem vorher- 
gehenden durch Hinzufügen eines Protons (und der entsprechenden Zahl von 
Neutronen) zum Kern und dementsprechend durch Hinzutreten eines Elek- 
trons in die Elektronenhülle des Atoms gebildet wird. Ferner werden wir im 


ı) Es ist hier von den Valenzeigenschaften die Rede. In der Reaktionskinetik ist nicht 
nur die Elektronenzahl, sondern auch die Atommasse von Bedeutung. Man kann daher 
nicht sagen, daß die Isotope vom chemischen Standpunkt aus völlig identisch wären. 
Jedoch sind die infolge der Isotopie auftretenden Unterschiede äußerst gering, wenn 
man vom Wasserstoff absieht, für den die entsprechenden Massen sehr verschieden sind 


(1,2, 3). 
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allgemeinen die Wechselwirkung der Elektronen vernachlässigen, aber, wo 
nötig, die entsprechenden Korrekturen für diese Wechselwirkung einfügen.!) 
Das Neutron kann als nulltes Element des periodischen Systems (Z = 0) 
betrachtet werden. Es bildet die Nullperiode. Das erste Element ist der 
Wasserstoff (Z = 1). Der Wasserstoffkern besteht aus einem Proton. ?) 
Der Grundzustand des einzigen Elektrons im Wasserstoffatom ist durch die 


Quantenzahlen n=1,1=0,m=0, m, =+ > gekennzeichnet. Die ent- 


sprechende Wellenfunktion ist dann ynımm,(9), wo durch q die Koordinaten 

des Elektronenschwerpunkts und die Spinkoordinaten bezeichnet sind. 
Vergrößern wir die Kernladung um +e, so erhalten wir den Heliumkern. 

Im Zustandn =1,!=0,m = 0 läßt sich ein zweites Elektron unterbringen, 


wenn sein Spin dem des ersten Elektrons entgegengerichtet ist (für das eine 
m,=+ = für das andere m, = + . Genauer gesagt, wirmüssen aus den 


Funktionen y,0,0,,%(9,) und y1,0,0,_4(9,) eine antisymmetrische Wellen- 
funktion bilden, wie das im $117 geschah. Die beiden Heliumelektronen 
nehmen alle Zustände ein, die zun — 1 gehören. Diese Gruppe von Zuständen 


n=1,1=0,m=0, m = +4 wird die K-Schale genannt (röntgen- 


spektroskopische Bezeichnung der Terme). Die K-Schale ist somit voll be- 
setzt und damit die erste Periode des periodischen Systems abgeschlossen, 
die nur aus zwei Elementen, Wasserstoff und Helium, besteht. 

Vergrößern wir die Kernladung um ein weiteres + e und fügen ein Elektron 
hinzu, so gelangen wir zum Lithium. Dabei muß die genäherte Wellenfunktion 
eine antisymmetrische Kombination aus 


Ynı bı mı may (41) y Yn,ı,mım.. (92) "Yn,lımma (93) 


sein, die zu der geringsten Energie gehört (dem Grundzustand des Lithium). 
Setzen wir diese Betrachtung fort, so können wir sagen, daß in unserer Nähe- 
rungdie Wellenfunktion eines Atoms mit mehreren Elektronen (der NummerZ) 
eine antisymmetrische Kombination aus Funktionen yy,1,m;m,, (Q;) sein wird, 
von denen jede die Bewegung eines Elektrons im CovuLomskernfeld mit 
der Ladung +eZ beschreibt. Nach (117, 6°) können wir diese Funktion wie 
folgt schreiben: 


P (9:92 +4) = (+1) Pyaummu (41) --- Yarıımım„(9,). (124,1) 


Diese Funktion ist gleich Null, wenn die Zahlen n, !, m, m, für zwei Atome 
zusammenfallen (PAvLiprinzip). Da uns der Grundzustand des Atoms inter- 


1) Dieser Weg der Deutung des periodischen Systems auf Grund der Atommechanik 
wurde erstmals von BoHR gewiesen [7]. 

2) Außerdem gibt es Wasserstoffisotope, die unter natürlichen Bedingungen nur 
in unbedeutenden Mengen vorkommen, und zwar Z=]1, A = 2 (Deuterium) und 
4=1 A=3. Das erste läßt sich bereits in recht erheblichen Mengen gewinnen 
(„schweres Wasser“). 
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essiert, müssen wir die Zahlen n,, },...,2,,, so wählen, daß die Energie 
des ganzen Elektronensystems 


zZ 
B= N Eu (124, 2) 
k=1 


ein Minimum darstellt. Verstehen wir unter den Funktionen yyımım., die 
Wellenfunktionen für die Bewegung im Couzompfeld des Kerns (unter Ver- 
nachlässigung der Wechselwirkung der Elektronen untereinander), dann hängt 
die Energie der einzelnen Zustände E,; nur von n ab. In Wirklichkeit besteht 
eine Abhängigkeit für E„; auch von |, da die Elektronen sich nicht nur im 
Kernfeld, sondern auch im Feld der anderen Elektronen bewegen. Diese Ab- 
hängigkeit ist gering, aber immerhin kann es sich bei hinreichend großenn 
erweisen, daß Zustände mit großem n und kleinem / eine geringere Energie 
als solche mit kleinem n, aber größerem ! besitzen. Dieser Fall tritt zum ersten- 
mal beim Kalium ein. 

Für Li besitzt die genäherte Wellenfunktion die Form (124, 1) bei 2 = 3. 
Da die K-Schale bereits voll ist, muß das dritte Elektron im Zustand n = 2, 


I=0,m=0, m =+ 3 untergebracht werden. Die Gruppe der Zustände 


mit n = 2 heißt die L-Schale. Beim Li wird also mit der Besetzung der L- 
Schale begonnen. Insgesamt enthält die L-Schale 2n? = 2 - 2? — 8 Zustände. 


Zwei von ihnen gehören dem s-Term ( =0,m=0,m,=+ 3) an und 


sechs dem p-Term (1- l,m=0, +l,m, = +5 . 


Vergrößern wir weiter die Kernladung und fügen die entsprechenden Elek- 
tronen hinzu, so gelangen wir vom Lizum Be, vom Be zum B usw. über C, N, 
O, F zum Ne. Im Neon sind sämtliche acht Plätze der L-Schale besetzt. Wir 
erhalten wieder ein Edelgas und schließen damit die zweite Periode des perio- 
dischen Systems. Weitere Elektronen können nur im Zustand mit n=3 
untergebracht werden. Das ist die sogenannte M-Schale. Die M-Schale besitzt 
insgesamt 2-3? —= 18 Zustände ( =0, 1=1,1=2). Die Gruppe der Zu- 
stände mit! = O0 und! = list analog der L-Schale und wird zwischen Na bis 
Ar aufgefüllt. Wir erhalten die dritte Periode des periodischen Systems. 
Erhöhen wir die Ladung des Ar um +e und fügen ein Elektron hinzu, dann 
erhalten wir das Kalium. Hätten wir das Kaliumelektron in der M-Schale 
untergebracht, wäre der Zustand dieses Elektrons durch? = 2 gekennzeichnet 
gewesen (d-Term). Aber das Kaliumatom ist sowohlin optischer wie in chemi- 
scher Beziehung ähnlich den Atomen Li und Na, die das äußere Valenz- 
elektron im s-Term besitzen. Daher müssen wir das Kaliumelektron im Zu- 
stand n = 4, 1 = 0 unterbringen und eine neue Schale (die N-Schale) be- 
ginnen, ohne die M-Schale abgeschlossen zu haben. Das bedeutet, daß der 
Zustand n =4, 1=0 eine geringere Energie E,, besitzt als der Zustand 
n =3,1=2(E,,). Das ist möglich, wenn man die Wechselwirkung der Elek- 
tronen mitberücksichtigt. Wir erhalten somitim Kalium eine dem Na analoge 
Elektronenverteilung (s. Tabelle). 
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Die Elektronenverteilung in den Atomen 


Ioni- 
Grund- sations- 
Element term potential 
in eV 
H 1 1ı|-|-|-|-|-|-|- A 13,539 
He 2 er 18, 24,45 
Li 3 2 1 - |-|-|-|1-|- 201/, 5,37 
er EI Pe a en er 5 18, 9,48 
B 5 2 2 l|I-|-|I-|-|- 2pl/, 8,4 
c 6 2 2 2 |ı-| -|-|-|—- 3P, 11,217 
ae a Be ee ee > 18, 14,47 
(6) 8 2 2 «| - | - I - | - | —- 3P, 13,56 
F 9 2 2 5I| -—|I-ı-|- | —- ap), 18,6 
Se a EA er Be ee eg > 18, 21,5 
Na 11 Neonkon- 1 - | -ı- | 291/, 5,12 
M 12 figuration 2 | -|-|-|- 19, 7,61 
Al 13 2.12 1 I=älre apı,, 5,96 
Si 14 2 2 _ _ _ sP, 7,39 
P 15 2 3 _ — _ 45%), 10,3 
S 16 2 4 _ _ _ 3P, 10,31 
Cl 177 2 5 _ _ — 2Pp3/, 12,96 
Ar 18 he Tell 18, 15,69 
K 2 Argonkonfiguration -| 1] - 3g1/, 4,32 
Ca 20 =. Te 18, 6,09 
Sc 21 1 2 | — 2D?), 6,57 
Ti 22 2 2 _ 3F, 6,80 
V 23 3 2 |ı — ıF3), 6,76 
Cr 24 5 1 _ ?’P, 6,74 
Mn 25 5 2 | —- 695), 7,40 
Fe 26 62 - 5D, 7,83 
Co 27 7ı|2|- “p9,, 7,81 
Ni 28 82 || - sr, 7,606 
Cu 29 10:11. = Es, 7,69 
Zn 30 10|2|-—- 15, 9,35 
Ga 31 0|2/ı apı,, 5,97 
Ge 32 10 | 2 2 3P, 7,85 
As 33 ı0|2!|3 18%), 9,4 
Se 34 10! 2 4 sp, 
Br 35 ı0|2[|5 2Ppe), 11,80 
Kr 36 o|2 || 13,940 
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1. Fortsetzung 


Element 


Ba 56 
La 57 
Ce 58 


Konfiguration | z 4 Ioni- 
der inneren - ____| Grund- sations- 
Schalen 142/43 |50 |51 | 52 [6,0 | term potential 
5d|6s in eV 
Krypton- | 1. | 5 291], 4,16 
konfi- | —- 2 Sl 18, 5,67 
guration 1l| — 7 ee De 28], 6,5 
2| — 2 DE WEB Ne SF, 
4| — 1 u I == pl, 
= Eee 7,35 
6| — 1, 15 2 685], 
7 I 1 — —_ er sF, 17 
1 ee Be a A Be 7,7 
101 -—I|- ll = 1 >| —- 18, 8,5 
| 
Palladium- = Irr= | | + 2S1,, 7,54 
konfiguration _ Pe 18, 8,95 
Ban En 5,76 
== 2 2|I|- | —- 2P; 7,37 
= 2 3 > >; 488] N 8,5 
_ 2 4ı|- | -—- sp, 
=, 272 lee 10,44 
=3 2, Bez 12,078 
Schalen Schalen | — 291, 3,88 
ls bis 4d 5su.5p| — 
(46 Elektronen) (8 Elek- 1 
tronen) | — 


DODy,Dy,DyDyD,Dy,Dy DI, DIR DRIN —- 
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2. Fortsetzung 


Element 


510 


Konfiguration 
der inneren 
Schalen 


5,2 
dd 


6,1 
6p 


62 | 
6d 


Ioni- 
sations- 
potential 
ineV 


Schalen 
ls bis 55 

(68 Elek- 
tronen) 


on m ww 


Schalen 
ls bis 5d 
(78 Elektronen) 


Schalen 
ls bis 5d 
(78 Elektronen) 


BRREBMSRNHTORWE | 


DD,y,DyD,yDyDNDND 


DD,Dy,Dy,y,DyDN" 


Dvvvovvrvvvvnwvvovvv| wo 


Sum wm - | 


aaa al|l naa—© 


DD,DD,y,D,Dy,D,DyDyDy,Dy,D,DyD,Dy,DD" 
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Das dem Kalium folgende Element ist das Calcium (Ca, Z = 20). Wiederum 
weisen die spektroskopischen Angaben auf die Notwendigkeit hin, das Cal- 
ciumelektron im s-Term (N-Schale) unterzubringen. Bei den folgenden Ele- 
menten erfolgt die Auffüllung der M-Schale (von Sc, Z = 21 bis Zn, Z = 30). 
Ferner wird die N-Schale bis zum Krypton (Kr, Z = 36) aufgefüllt und 
damit die Periode abgeschlossen (wir erhalten wieder ein Edelgas). Für die 
Edelgase ist (ausgenommen He) die Konfiguration aus acht Elektronen, zwei 
im s-Zustand und sechs im p-Zustand charakteristisch. 

Das auf das Krypton folgende Element ist Rubidium (Rb, Z = 37). Es ist 
dem Na und K analog. Folglich wird das Außenelektron des Rb nicht in der 
N-Schale untergebracht, sondern beginnt eine neue Schale (die O-Schale, 
n = 5). Das Elektron des Sr (eines Erdalkalimetalls) befindet sich wieder in 
der O-Schale, so daß Sr analog Ca ist. In den auf Sr folgenden Elementen 
werden die O-Schale und die noch freien Plätze der N-Schale aufgefüllt (s. 
Tabelle). Mit dem Caesium beginnt die P-Schale (n = 6). 

Die Elemente der Gruppe der seltenen Erden (von La, Z = 57, bis Hf, 
Z = 72 einschließlich) besitzen ähnliche chemische Eigenschaften, so daß sie 
alle eine ähnliche Elektronenverteilung in den O- und P-Schalen haben. Sie 
unterscheiden sich untereinander durch den Grad der Auffüllung der N-Schale 
und in einzelnenFällen der Auffüllung der O-Schale (s. Tab.). Diese Auffüllung 
beginnt mit Ce und schließt mit Lu ab. Die Gruppe der seltenen Erden wird 
oft als „Lanthaniden‘‘ bezeichnet. Das 72. Element (Hf) wurde lange eben- 
falls für eine seltene Erde gehalten. Wie: wir aber sahen, ist mit Lu die ge- 
samte 6s-Hülle bereits besetzt, und das 72.Elektron muß in der 5d-Hülle 
untergebracht werden. Aus diesem Umstand schloß Bonr, daß Hf ein Ana- 
logon des Zr sein muß. Tatsächlich wurde dieses Element bald darauf in Zir- 
konerzen gefunden. 

In neuester Zeit wurde das MENDELEJEWwsche System durch neu entdeckte 
Transuran-Elemente ergänzt: Neptunium (Np), Plutonium (Pu), Americium 
(Am) und Curium (Cm) u.a. Diese Elemente bilden eine den seltenen Erden 
analoge Gruppe. Die Rolle des Lanthans spielt in dieser Gruppe das Actinium 
(Ac). Die Elemente dieser Gruppe werden daher unter der Bezeichnung 
„Aktiniden‘‘ zusammengefaßt. Sie besitzen ähnliche äußere Schalen und 
unterscheiden sich durch die Auffüllung der 5 /-Schale (ausgenommen Th, bei 
dem ein Unterschied in der Auffüllung des 6d-Niveaus besteht).!) 

Die hier angeführte Tabelle könnte durch eine symbolische Formel ersetzt 
werden, die die Verteilung der Elektronen auf die verschiedenen Schalen an- 
zeigt. Für Li lautet diese Formel z.B. (1s)?2s, was bedeutet, daß sich im 
Lithiumatom zwei Elektronen im 1s-Zustand und eines im 2s-Zustand be- 
finden. In der vorletzten Spalte der Tabelle ist der Grundterm des Atoms an- 
geführt. Wir erinnern daran, daß der Grundterm des ganzen Atoms durch 
große Buchstaben $, P, D, F bezeichnet wird, entsprechend dem Wert 
der Quantenzahl L = 0, 1, 2, 3, die der Gesamtbahndrehimpuls bestimmt 


1) Einzelheiten über Elektronenschalen und Terme der Lanthaniden und Aktiniden 
6. [50], s.a. [52]. 
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(vgl. $ 103). Rechts unten ist am Symbol die Zahl J angegeben, die den Ge- 
samtdrebimpuls bestimmt. Links oben ist als Index die Multiplizität des 
Terms 28 + 1 angegeben, wo S die den Gesamtspin bestimmende Zahl ist. 


Abb.83. Das Periodensystem der Elemente 


Für Lithium ist das Bahnmoment der Elektronen gleich Null. Die Spins der 
beiden Innenelektronen kompensieren sich. Das Grundniveau des Lithium- 
atoms wird daher das Dublett 354 sein. 

Die entsprechende Formel lautet z.B. für Neon (15)? (28)? (2p)®. Alle 
Spins und alle Bahnmomente sind kompensiert. Der Grundterm des Neons 
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wird daher, wie bei allen Edelgasen, 18, sein. Beim Aluminium haben wir es 
mit einem p-Elektron zu tun (37), dessen Bahn- und Spinmoment nicht 
kompensiert sind. Sein Grundterm ist daher 2Py, die Formel des Hüllen- 
aufbaus (18)? (28)? (2p)® (38)? (39). Analog werden die anderen Elemente 
bezeichnet. 

Wie wir sehen, bedeutet die von MENDELEJEW entdeckte Periodizität der 
chemischen Eigenschaften der Elemente vom Standpunkt der Atommechanik 
die Wiederholung in der Struktur der äußeren Elektronenschalen. Die Edel- 
gase Ne, Ar, Kr, X und Em z.B. besitzen gleiche äußere Schalen aus acht 
Elektronen. Alle Alkalimetalle haben ein Elektron im s-Term über der 
Hülle des Edelgases (Term 254). Die Erdalkalimetalle haben zwei Elek- 
tronen über der Hülle des Edelgases (Term 18,). Die Halogene F, Cl, Br, J 
besitzen eine Hülle, in der ein Elektron zur vollständigen Edelgasschale fehlt 
(Term 2P3). Die Länge der Perioden bestimmt sich im wesentlichen aus der 
Zahl der Quantenzustände in jeder Schale. Diese Zahl ist nach (50,26), wenn 
man noch berücksichtigt, daß in jedem Zustand zwei Elektronen mit ver- 
schieden gerichteten Spins sein können, gleich 2»? (n ist die Hauptquanten- 
zahl, die die Schale kennzeichnet). Die Periodenlängen sind also gleich 2, 8, 18, 
32, .... Die moderne Atommechanik hat somit einen wesentlichen Beitrag da- 
für geleistet, eines der bemerkenswertesten Naturgesetze, das Gesetz der 
Periodizität der chemischen Eigenschaften der Elemente zu verstehen. 

Abb. 83 zeigt die Tabelle MENDELEJEwS in der schematischen Form, die 
BoHr ihr gegeben hat. 


Wie bereits bemerkt, ist die Darstellung der Wellenfunktion eines Elektronensystems 
als antisymmetrische Kombination der individuellen Elektronenfunktionen Yaımm,(9) 
(124, 1) nur genähert. Diese Näherung wird ganz roh, wenn wir als Funktionen der 
Elektronenbewegung im CouLo=mpfeld des Kerns solche wählen, die die Wechsel- 
wirkung der Elektronen überhaupt nicht berücksichtigen. 

Wie findet man nun solche Funktionen ynımm. (9), so daßsich die wirkliche Funktion 
des Elektronensystems © (q,, 93, -.-, 9x) am günstigsten in einer Form der Determinante 
(124, 1) darstellt? Diese Frage wird durch die Methode Focks beantwortet.!) Ihr Wesen 
beruht darin, daß solche yazmm, (9) gesucht werden, die die Gesamtenergie des Systems 


B = [®*- Ho dq,dgu... dgy (124, 3) 


zu einem Minimum machen unter der Zusatzbedingung (Normierungsbedingung) 
[®* 0 dq, da... day =1. (124, 4) 


Hier ist H der HamrLTonoperator des ganzen Elektronensystems. Diese Variations- 
aufgabe führt zu einem System nichtlinearer Gleichungen zur Bestimmung der indivi- 
duellen Funktionen Yaımm,(9). Der dabei erhaltene Energiewert für den untersten 
Term E, ist unter den mit der Form der. Funktion (124, 1) vereinbarten der genaueste. 

Die gleiche Variationsaufgabe kann durch direkte Methoden der Variationsrechnung 
(Rırzmethode) gelöst werden. Bei dieser Methode wird als nullte Näherung eine gewisse 


1) Siehe [21 oder 4]. 
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Klasse von Funktionen ® betrachtet, die von Parametern a,b, ... abhängen (z. B. kön- 
nen a, b,.... die Halbmesser der Elektronenschalen sein). Führen wir die Integration 
aus, dann finden wir E als Funktion von a, b,.. 
Aus der Minimumbedingung 

öE er OE 

da 5b 
und der Bedingung (124, 4) findet man die Werte der Parameter, die die besten Nähe- 
rungen für E und Ögeben, die mit der gewählten Funktionsklasse vereinbar sind. Die 
Genauigkeit der Näherung hängt erheblich davon ab, wie gut es gelingt, den Typus der 
Funktionen ® zu erraten, die als erste Näherung zugelassen sind. Diese Methode hat sich 
als sehr erfolgreich in der Praxis herausgestellt (siehe z. B. [4], $$ 11-14). 


-=0 (124, 5) 
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$ 125. Das Wasserstoffmolekül 


Nun wollen wir auf der Grundlage der Quantenmechanik das Wasserstoff- 
molekül H, betrachten. 

Das Molekül H, besitzt eine typisch homöopolare Bindung. Haben wir 
diesen einfachsten Fall eines homöopolaren Moleküls untersucht, so können 
wir damit rechnen, über die Kräfte, die die homöopolaren Valenzbindungen 
bedingen, Aufschluß zu erhalten. Um die Wechselwirkung zwischen zwei 
Wasserstoffatomen zu berechnen, muß ihre potentielle Energie U(R) als 
Funktion des Abstands R zwischen den Atommittelpunkten (den Kernen) 
ermittelt werden. Diese Energie U(R) setzt sich aus zwei Teilen zusammen: 

2 


Aus der Energie + 5 der CouzomBschen Wechselwirkung der Kerne und 


aus der Energie E der Elektronen, die vom Abstand zwischen den Kernen 
abhängt und daher zur potentiellen Wechselwirkungsenergie der beiden 
Atome gehört. Wir können also annehmen, die gesuchte Energie ist 


U(R) = < + E(R). (125, 1) 


Die Aufgabe wird damit auf die Bestimmung der Energie derElektronen E(R) 
zurückgeführt. Bei großen Abständen R zwischen den Atomen kann man 
offenbar den Einfluß des einen Atoms auf die Bewegung des Elektrons im 
anderen Atom vernachlässigen, weil bei R > oo die Energie der Elektronen 
einfach gleich der Summe der Elektronenenergien in jedem der Wasserstoff- 
atome ist. 

Im folgenden interessiert uns das Wasserstoffmolekül im niedrigsten 
Energiezustand. Dementsprechend erhalten wir bei unendlicher Entfernung 
der Atome voneinander die Wasserstoffatome im Grundzustand. Wir be- 
zeichnen die Energie des Wasserstoffatoms im Grundzustand mit Z, (E, = 
13,55 eV). Dann beträgt die Energie bei großem R für die uns interessierenden 
Zustände des Moleküls 2 Z,. Wir nehmen an: 


E(R) =2E, + e(R). (125, 2) 


Offenbar wird e(R) die Änderung der Elektronenenergie bei der Annäherung 
der Wasserstoffatome bedeuten. Diese Größe muß von uns noch bestimmt 
werden. 3 
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Die Gesamtenergie E(R) der Elektronen ermittelt sich aus der ScHRÖ- 
DINGERgleichung als der Eigenwert des HAMILTonXoperators für unser Blek- 
tronensystem. Dieser- HAmILToNXoperator hat die Form 


RE ‚SE & e? e? 


2 
g +. (125, 3) 
2u Taı Ny2 ry1 !ga ja 


Er enthält neben den bekannten Operatoren der kinetischen Energie der 


2 
beiden Elektronen außerdem noch: a) die potentielle Energie (-=) des 


al 


Y) fh 732) 


Schema für Y; 


Abb.84. Schema der Wechselwirkung im H,-Molekül. Die ausgezogenen Linien ver- 

binden die Teilchen, deren Wechselwirkung in der Lösung %, oder y, berücksichtigt 

wurde. Die gestrichelten Linien verbinden Teilchen, deren Wechselwirkung in der nullten 
Näherung vernachlässigt wurde 


2 
ersten Elektrons (1) und ersten Kerns, b) die potentielle Energie (- _ des 
v2 


2 
zweiten Elektrons (2) und zweiten Kerns, c) die potentielle Energie (- —) 
b1 


des ersten Elektrons (1) und zweiten Kerns, d) die potentielle Energie | — = 
des zweiten Elektrons (2) und ersten Kerns, und schließlich (2) die Wechsel- 
wirkungsenergie (E) der beiden Elektronen. Abb. 84 erläutert die hier an- 
gewandten Bezeichnungen für die Abstände r,, , "yı "a2: Fan: Yır- 
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Bezeichnen wir die Wellenfunktion für unser Elektronensystem mit 


Öl, tz) 
dann erhält die SchRÖDINnGERgleichung für die Bestimmung von © und E die 
F 
a H(t,,1,)®O=E0, (125, 4) 


wo Hdurch den Ausdruck (125, 3) gegeben ist. 

Die Gleichung (125, 4) läßt sich nur durch einen Näherungsansatz lösen. 
Wir wenden hierbei eine Methode an, die zwar hinsichtlich der Genauigkeit 
nicht die beste ist, sich aber dafür durch große Einfachheit und Anschaulich- 
keit auszeichnet. Sie ist mit jener Methode verwandt, die wir beiderim $ 122 
behandelten Lösung des Problems des Heliumatoms gebrauchten. 

Als Ausgangsnäherung für die Wellenfunktionen werden beidieser Methode 
die Wellenfunktionen der nicht in Wechselwirkung stehenden Wasserstoff- 
atome genommen. Mit anderen Worten, die nullte Näherung ist die Lösung’ für 
weit voneinander entfernte H-Atome (R — oo). Der entsprechende Energie- 
wert des Systems ist 2E,. Wir können den Abstand R so lange als groß be- 
trachten, als die Änderung der Elektronenenergie bei Annäherung der Atome 
klein bleibt im Vergleich zur Differenz zwischen dem niedrigsten Niveau 2E, 
und dem nächsthöheren Z, + E}: 


le®j< (BL — Bol. (125, 5) 


Die rechte Größe beträgt 10,15 eV. Für solche Abstände kann die Größe e(R) 
als Korrektur zur Energie 2E, der nichtin Wechselwirkung stehenden Atome 
betrachtet werden -und die Wellenfunktion ® des Elektronensystems als 
wenig verschieden von der Funktion der nicht in Wechselwirkung stehenden 
Wasserstoffatome. 

Um die Berechnung auf diesem Wege, d.h. ausgehend von weit von- 
einander entfernten Wasserstoffatomen, durchführen zu können, müssen wir 
den HAMILTonxoperator (125, 3) unseres Systems näher untersuchen. Wir 
bezeichnen mit H, (1) den Teil des HamIrLToxoperators H (125, 3), der 


er e& 
H,(l) ar 77 vi DZ Tı (125, 6) 
ist, und mit H,(2) den anderen Teil, gleich 
h? e? 
H,(2) = — — v3 — — (125, 7) 
2u Yya 


Offenbar ist der HamıtToxoperator H,(1) ein Operator, der der Bewegung 
des ersten Elektrons (1) um den Kern (a), und der Hamıt,Toxoperator H,(2) 
jener, der der Bewegung des zweiten Elektrons um den Kern (b) entspricht. 
Der ganze HamILToxoperator H kann in folgende Form gebracht werden: 


H=H(l)+H,2 + W(12), (125, 3°) 
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wo 


2 
W(1,2) = — — — — + —. 125, 8 
vn N42 Nz1 F rıg 
Wir betrachten nun den Fall großer Abstände R. Das erste Elektron möge 
sich im Atom (a) [in der Nähe des Kerns (a)], das zweite im Atom (b) [in der 
Nähe des Keıins (d)] befinden. Dann läßt sich die Größe W (1, 2) vernach- 
lässigen, da sie die Wechselwirkungsenergie zwischen dem zweiten Elektron 
und dem Kern (a) plus der Wechselwirkungsenergie des ersten Elektrons mit 
dem Kern (b) und schließlich plus der Wechselwirkungsenergie zwischen den 
beiden Elektronen darstellt. Sind die Atome weit voneinander entfernt, so 
sind diese drei Größen sämtlich klein. Wir können also in der Gleichung 
(125, 4) die Größe W (1, 2) in unserer Näherung fortlassen und erhalten die 
Gleichung 
[H,(1) + H,2@)])® =E®. (125, 9) 
Die Gleichung beschreibt zwei nicht in Wechselwirkung stehende Wasser- 
stoffatome unter der Bedingung, daß das erste Elektron sich im Atom (a), 
das zweite im Atom (b) befindet. Die Lösung dieser Gleichung kann sofort 
hingeschrieben werden. Sie ist nichts weiter als das Produkt der Wellen- 
funktionen für den Normalzustand des Wasserstoffatoms. Ist nämlich %,(r, ‚) 
die Wellenfunktion des Normalzustands im Wasserstoffatom (a) für das erste 
Elektron und y,(r,3) die Wellenfunktion des Normalzustands im Wasserstoff- 
atom (b) für das zweite Elektron, dann ist nach (125, 6) und (125, 7) 


H,() Y,(raı) == Eoy.(raı): (125, 10) 

H,(2) volr2) = Eoyılnıa). (125, 10) 
Als Lösung der Gleichung (125, 9) können wir annehmen: 

Yıllı, ) = Yaltaı) Yylraa)- ; (125, 11) 


Der ihr entsprechende Wert der Energie Z ist dann 2Z,. 

Wäre keine Entartung vorhanden, dann wäre die Lösung (125, 11) auch 
die nullte Näherung. In Wirklichkeit besteht aber bei dem von uns zu unter- 
suchenden Falleine Austauschentartung. Offensichtlich ist außer der Lösung 
für 9, (125, 11) auch noch eine solche möglich, wo im ersten Atom (a) sich 
das zweite Elektron (2) und im zweiten Atom (b) das erste Elektron (1) be- 
findet. Um diese Lösung zu berücksichtigen, zerlegen wir den HAMILToN- 
operator (125, 3) in folgende Summanden: 


H = H,(2) + H,() + W@,1), (125, 3”) 
wo 
h? e? j 
HD) = 3, v3- ,, (126, 6") 
und 
FR BR. = (125, 7) 
u er 
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die HAmILToNoperatoren für die Wasserstoffatome sind, bei denen sich das 
zweite Elektron (2) im Atom (a) und das erste (1) im Atom (5) befindet. 
Ferner ist e& ea e2 
male (125, 8') 
Yaı ur: Y1a 
die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und zwischen Elektronen und 
Kernen, die verschiedenen Atomen angehören. Bei hinreichend großem Ab- 
stand zwischen den Atomen (a) und (b) kann diese Größe vernachlässigt 
werden, und die Gleichung (125,4) vereinfacht sich zu 


[H,@) + H,(1)] © = Ed. (125, 9) 


Das ist wiederum, ähnlich (125, 9), die Gleichung für zwei nicht in Wechsel- 
wirkung stehende Wasserstoffatome. Ihre Lösung ist 


Yaltıs To) = Yalraa) Yolrı)- (125, 11’) 
Sie unterscheidet sich von (125, 11) durch Vertauschung der Elektronen. 
Selbstverständlich ist der entsprechende Energiewert E wiederum gleich 2E,. 
Die Gleichung (125, 4) besitzt somit für große R zwei Lösungen (125, 11) und 
(125, 11’), die zur Energie 2 E, gehören. Diese beiden Lösungen werden durch 
das in Abb. 84 dargestellte Schema veranschaulicht. Bei Berücksichtigung 
der Wechselwirkung W (1,2) und W (2,1) zwischen den Atomen wird die 
Lösung ® natürlich weder mit y, noch mit y, zusammenfallen, aber die nullte 
Näherung von ® wird, wie immer bei vorhandener Entartung, eine Linear- 
kombination aus y, und y, sein. Wir können daher setzen: 

‚P=say tayptp (125, 12) 
wo c, und oz die zu ermittelnden Koeffizienten und 9 eine (da die Abstände R 
nicht sehr klein sind) Korrektur zur nullten Näherung ist. 

Betrachten wir als kleine Störung, so können wir die Produkte W (1,2) 9, 
W (2, 1)9, ep vernachlässigen, da W und e selbst als kleine Größen betrachtet 
werden. Setzen wir (125,12) in (125,4) ein und benutzen wir die Bezeich- 
nungen aus (125, 12), so erhalten wir 


aHyı + aHy, + Hp (125, 13) 
= 2Eo(cıyı + Copa) + Elayı + Cayo) + (2E, + E) 9. 
Hier führen wir nach (125, 3’) und (125, 3’) die Zerlegung durch: 


alH,(1) + H,(2) + W(L2)]yı + calH,(2) + H,(l) + W(2, 1)]y 
+[4,1) +H,@]9 + W(1,2)9 (125, 14) 
= 2Ey(cıYı + Cayo) + E(Cıyı + C2Y2) + (22, + 8)Y. 
Benutzen wir den Umstand, daß », und y, Lösungen der Gleichungen (125, 9) 
und (125, 9’) sind mit E = 2E,, und vernachlässigen wir die Produkte Wp, 
ep, dann finden wir 
H, = =[e — 
[AL + 4,2] 9 — 2,9 =[e — FÜ, 2lcyı } 0.1 
+ le —- W(2, 1)] cgy2- 
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Das ist eine inhomogene Gleichung zur Ermittlung der Korrekturen für die 
Wellenfunktion p und den Eigenwert e. Wir haben jedoch noch nicht die im 
rechten Teil der Gleichung (125, 15) stehenden Koeffizienten c, und c, be- 
stimmt. 

Zu ihrer Bestimmung bemerken wir, daß wir für den Fall, daß in (125, 15) 
rechts Null stände, für 9 eine homogene Gleichung hätten, die mit (125, 9) 
übereinstimmt, deren Lösung y, lautet. Nach einem bekannten Satz aus der 
Theorie der Differentialgleichungen besitzt eine inhomogene Gleichung nur 
dann eine Lösung, wenn ihre rechte Seite orthogonal zur Lösung der homo- 
genen Gleichung ist. Mit anderen Worten, es muß die Gleichung gelten: 


file - #1, 21eyı + le — W(2, 1)]ozy) yıdıydz =0, (125, 16) 


wo dt, = dx, dy, dz,, dt, =dx,dy,dz,. Das gibt uns die eine Gleichung 
für die beiden Koeffizienten c, und c,. Auch die zweite ist leicht zu bekommen. 
Dazu stellen wir das Glied Ho in (125, 13) in anderer Form dar: 


Hp=[H,2) +H,V)]P+ W219, 


wobei wir wieder Wo als klein in zweiter Ordnung vernachlässigen. Wir er- 
halten an Stelle von (125, 15) 


[H,(2) + H,(1)]9 — 22,9 = [e — W(1,2)) aYyı + le — W (2, 1)] cyy3. 
(125,15) 


Die linke Seite, Null gesetzt, stimmt mit der Gleichung (125, 9’) überein, die 
di» Lösung y, besitzt. Die rechte Scite der inhomogenen Gleichung muß 
wiederum orthogonal zur Lösung der homogenen Gleichung für y, sein, das 
gibt uns die zweite Gleichung: 


[tte - #1, 23) ayı + le - W&, Joy.) yadıldı =0. (125, 16‘) 
Für das Folgende führen wir die abgekürzten Bezeichnungen 

K=[W(1,2)yıyıdıdz = /[W(2, 1) yy,dt,dt,, (125, 17) 

A=/[W(,2)yyıdud,= [Wi 1)yıy,dt,dı, (125, 18) 


ein. Die hier benutzte Gleichheit der Integrale geht daraus hervor, daß 
W(1,2) = P,.W (2, 1) und y, = P,5Y,, so daß die Integrale sich nur durch 
die Bezeichnungen der unter dem Integral stehenden Variablen unter- 
scheiden und somit gleich sind. Die Funktionen y, und y, sind nicht ortho- 
gonal zueinander, wir führen daher noch ein drittes Integral ein!): 


= [ywdıdy. (125,.19) 


!) y, und ya sind orthogonal nur für R= . FürR = Oist $ = 1. Daher ist die dar- 
gelegte Theorie keine genaue Störungstheorie, in der stets die Orthogonalität der ur- 
*prünglichen, ungestörten Lösungen vorausgesetzt wird. 
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Mit Hilfe dieser Bezeichnungen nehmen (125, 16) und (125, 16’) folgende 


Een: (e- K)a+t(e®2—-Ag=0, (125, 20) 
(2 —- A) +le- K),=0. (125, 20°) 

Daraus finden wir die Gleichung für e: 
(e — K)? — (e8? — A =0. (125, 21) 


Diese Gleichung hat zwei Wurzeln: 
K—-A 


& = T-?%F (125, 22) 
K+A 
4= I, (125, 22') 


Setzen wir diese Werte in (125,20) ein, so finden wir zwei Systeme von 
Lösungen für c,, eg. Und zwar füre = e;: 


g=—-&% (125, 23) 
dfüre= eg: 
sale =. (125, 23°) 
Damit nehmen unsere Lösungen folgende Form an: 
K—-A 
B,=25,+ 7. g 9-9 (125, 24) 
(die antisymmetrische Lösung) und 
K+A : 
E, = 2E, + Ir’ Ö, = Y + 173 (125, 24') 


(die symmetrische Lösung). 

Wir wollen jetzt genauer den Wert der erhaltenen Korrekturen zur Energie 
untersuchen. Dazu schreiben wir den genauen Wert der Integrale (125, 17) 
und (125, 18) auf. Setzen wir W(1,2) aus (125, 8) und y, aus (125, Il) in 
(125, 17) ein, so bekommen wir!) 


e? a ee), A 
K= (- — = Yelra) Vlne) dr, dr. 


Na2 21 


e? 


2 
Da das Glied ra keine Koordinaten des zweiten Elektrons und keine des 


d1 Ta2 
ersten Elektrons enthält und da (infolge der Normierung) y 


[wir aı,=|1, [via au=1 


1) Setzt man W(2,1) aus (125, 8) und 9, aus (125, 11) ein, so kann sich der Leser 
unmittelbar davon überzeugen, daß die Gleichheit der beiden Integrale in (1265, 17) zu- 
trifft. 
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ist, so können wir, wenn wir mit 0,(2) =— eyj(r,s) die vom Elektron (2) im 
Atom (b) erzeugte mittlere Dichte der elektrischen Ladung und mit o,(l) 
= — ey2(r,ı) die vom Elektron (1)im Atom (a) erzeugte mittlere elektrische 
Ladungedichte bezeichnen, X neu ausdrücken: 


K= (2) dr, a o,(1) dr, dt, dr,,, (125, 25) 
b 


Das erste Integral ist die mittlere potentielle Energie des Elektrons (2) des 
Atoms (b) im Kernfeld von (a) und das zweite Integral die gleiche Größe für 
das erste Elektron (1) des Atoms (a) im Kernfeld von (b) und das dritte 
Integral schließlich die mittlere potentielle Energie der sich in verschiedenen 
Atomen befindenden Elektronen (1) und (2). X ist somit nichts anderes als die 
mittlere Energie der elektrostatischen Wechselwirkung der Atome, ausgenommen 
die Wechselwirkung der Kerne, die wir getrennt berechnen [s.'(125, 1)]. 

Das Integral (125, 18) stellt die Austauschenergie dar. Setzen wirin (125, 18) 
den Wert W (1,2) und y, und y, ein, so erhalten wir 


e? e? e? 
4A =/I- —ererBae ) Yalfaı) Yolroa) Yalraz) (ra) Arı dt. 


"a3 Ty1 


Bezeichnen wir die Austauschdichte so, wie wir das bei der Untersuchung des 
Heliumatoms taten: 


0a,(1) =, (ra1) Ylrzı); 
0a,(2) ee eYa(Ta2) Ylra)» 


dann können wir A folgendermaßen schreiben: 


a=8[, 0,(2) dr, + Je Tü(l)dr, a uud dt, dr... 
(195, ’36) 


Das letzte Glied ist die Austauschenergie der Elektronen in genau derselben 
Form, wie wir sie für das Heliumatom erhalten hatten. Der Unterschied be- 
steht darin, daß es sich dort um die Vertauschung von Elektronen handelte, 
deren Zustände sich durch die Elektronenenergien unterschieden, während 
sich hier die Zustände y, und y, durch die Lage der Elektronen im Atom (a) 
oder (b) unterscheiden. Die Vertauschung der Elektronen erfolgt zwischen 
den Atomen (a) und (b). 

Die beiden ersten Glieder stellen die Korrekturen zur Austauschenergie dar, 
die durch die Nichtorthogonalität der Wellenfunktionen bedingt sind: 


8 = [yalrı) ylnı) di, = (valran) ' "(rp2) drz. (125, 19) 


Bei R- © überdecken sich die Wellenfunktionen y, und %, infolge der 
exponentiellen Abnahme mit wachsendem Abstand von den Kernen (a) 
und (b) so wenig [y, ist in der Nähe des Kerns (a) und y, in der Nähe des 
Kerns (5b) von Null verschieden], daß $ sehr klein ist und sich Null nähert. 
Bei R=0 dagegen fallen die Kerne (a) und (b) zusammen. Dann sind %, 
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und y, Wellenfunktionen des gleichen Wasserstoffatoms. Infolge der Nor- 
mierung von y, und y, ist S bei R = 0 gleich eins. Daraus folgt 


0sSsl. (125, 27) 


In gleicher Weise ist auch $? (125, 19)in diese Grenzen eingeschlossen. Danach 
stimmen die von uns erhaltenen Formeln (125, 24) und (125, 24’) für die 
Energie zweier Wasserstoffatome in ihrem physikalischen Inhalt mit den 
Formeln (122, 21) und (122, 22) für die Energie des Heliumatoms überein, 
da sich hier wie dort die Korrekturen aus der Energie X der CovLomgschen 
Wechselwirkung und der Austauschenergie A zusammensetzen. Ein gewisser 
Unterschied ist nur durch die Nichtorthogonalität der Wellenfunktionen 
(die Glieder mit S und 82) bedingt. Wir können jetzt die Energie U (R) zweier 
Wasserstoffatome für den antisymmetrischen Zustand ®, und den symme- 
trischen ®, wie folgt schreiben: 
Auf Grund von (125, 1), (125, 2) und (125, 24), (125, 24’) bekommen wir 


EINE LEN 
Diese Formeln lassen sich auch anders schreiben: 
U,=2E, + (= + x) —A-— a2, (125, 28) 
U,=2E, + (z + R) +4-— site (125, 28’) 


Die Glieder 7 +K stellen die mittlere CovLomgsche Energie zweier im 


Abstand R befindlichen Wasserstoffatome dar. A ist die Austauschenergie. 
Das letzte, 8? proportionale Glied enthält die Korrekturen für die Nicht- 
orthogonalität der Wellenfunktionen, die uns als nullte Näherung dienten. 
Mit Hilfe der Formeln (125, 25) und (125, 26) kann sowohl die CovLoMmBsche 
Energie als auch die Austauschenergie berechnet werden. Dazu genügt es, in 
diese Integrale den Ausdruck der Wellenfunktion für den Grundzustand des 
Wasserstoffs einzusetzen. Diese Funktion ist bekannt. Sie ist nichts weiter als 
die Exponentialfunktion r 


y(r) = RE e°, (125, 29) 


na? 


wo r der Abstand des Elektrons vom Kern und a der Halbmesser der ersten 
Bonrschen Bahn bedeuten. Um die Funktionen y,(r,,), Yy(r,ı) usw. zu er- 
halten, muß an Stelle von r in diese Formel r,, oder r,, usw. eingesetzt werden, 
da gerade diese Größen die Abstände eines der Elektronen von einem der 
Kerne darstellen (siehe Abb. 84). 
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Wir führen hier die Berechnung dieser Integrale nicht durch. Wir be- 
merken nur, daß jede dieser Funktionen exponentiell mit steigendem r,, 
und r,, abnimmt, da sowohl K als auch A auf verschiedene Atome bezogene 
Wellenfunktionen enthalten [z. B. y,(r,ı) und y,(r,,)]. Daher sind die beiden 
Integrale X und A nur so weit von Null verschieden, als die Wellenfunktionen 
und folglich auch die Elektronenhüllen der Atome sich gegenseitigüberdecken. 

. Das Ergebnis ist, daß beide Integrale mit steigendem Atomabstand R wie 

2 R 


e ® abnehmen. Abb. 85 stellt die Wechselwirkungsenergie U_(R) und U,(R) 
als Funktion des Atomabstands R dar, die man durch Berechnung der 
CovLomßBenergie K und Austauschenergie 


ul2) 4 erhält.!) Die Größe 2E, ist als Energie- 
Is nullpunkt gewählt. Der Abstand R istin 
ANA Einheiten des Bonzschen Radius gemes- 


sen, so daß auf der Abszissenachse nicht R, 
sondern 2 aufgetragen ist. Wie aus der 
a 


Abbildungersichtlichist, entspricht U, (R) 
der Energie für die Abstoßung der beiden 
Wasserstoffatome für den antisymmetri- 
schenZustand ‚sodaßsich keinH,-Molekül 
bilden kann. Beimsymmetrischen Zustand 
Ö, dagegen besitzt die Energie U ‚(R) ein 
Minimum bei R,=1,4-a = 0,74: 10-®cm, 
so daß die Wasserstoffatomein diesem Fall 
das Bestreben haben, sich im Abstand R, 
voneinander zu befinden. Im symmetri- 
Abb.85. Die Wechselwirkungsenergie Sehen Zustand bildet sich folglich ein sta- 
zweier Wasserstoffatome für den Tri- biles Wasserstoffmolekül H,. 


plettzustand ®Z und Singulettzustand Wir werden nun diese beiden Zustands- 
ıZ. Im letzteren Zustand bildet sich arten mit den Spinrichtungen der Elek- 
ein H,-Molekül tronen verknüpfen. Das ist nicht schwie- 


rig, wenn wir uns der Resultate erinnern, 
die wir im $121 für das Heliumatom erhielten. Die von uns für das H, er- 
haltenen Wellenfunktionen hängen nur von den Koordinaten rt, und t, 
der Elektronenschwerpunkte ab. Die vollständige Wellenfunktion 7 muß 
außerdem noch von den Elektronenspins 8,ı und s,, abhängen. Da wir die 
Wechselwirkung der Spins mit der Bahnbewegung und untereinander ver- 
nachlässigten, stellt die Wellenfunktion Y das Produkt der Funktion ® der 
Koordinaten der Elektronschwerpunkte und der Funktion 8 der Spins s,, 
und s,, dar. Die Elektronen folgen dem PAvLiprinzip, daher muß die Wellen- 
funktion  antisymmetrisch bezüglich Vertauschung der Elektronen sein. 
Ebenso wie im Fall des Heliumatoms haben wir zwei Koordinatenfunk- 
tionen ®: die symmetrische ®, und die antisymmetrische ®,. 


1) Bezüglich der Berechnung der Integrale X und A siehe [4]. 
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Damit in beiden Fällen die Gesamtfunktion Y antisymmetrisch ist, muß 
bei® = ®, die Spinfunktion $ (8, ‚ 8,3) im Spin antisymmetrisch sein ($ = $,). 
Dagegen muß für die antisymmetrische Funktion ® = ®, die Spinfunktion 
symmetrisch sein ($ = 8,). Offenbar erhalten wir die gleichen Spinfunktionen 
wie im $121. Und zwar beschreibt S, den Zustand mit antiparallelen Spins 
(s. $121). Der Zustand ©, mit der Energie U,(R) ist folglich ein Singulett- 
zustand (entgegengesetzt gerichtete Spins). Ein solcher Zustand der Moleküle 
wird gewöhnlich mit !2 bezeichnet. Der Zustand ®, mit der Energie U,(R) 
ist dagegen ein Triplettzustand (parallele Spins). Dieser Zustand wird mit 33 
bezeichnet. 

Wenden wir uns den Kurven für U, und U, in Abb. 85 zu, so können wir 
das dort angeführte Ergebnis wie folgt ausdrücken: Zwei Wasserstoffatome, 
die Elektronen mit entgegengesetzt gerichteten Spins besitzen (l&-Zustand). 
ziehen einander an und bilden ein Molekül. Zwei Wasserstoffatome, die 
Elektronen mit parallelen Spins besitzen (3-Zustand), stoßen einander ab. 

Die Anziehung oder Abstoßung der Wasserstoffatome hängt vom Vor- 
zeichen der Austauschenergie A ab (da die Energien U,und U, sich im wesent- 
lichen nurim Vorzeichen von A unterscheiden). Die Bildung des homöopolaren 
H,-Moleküls ist also durch die Austauschkräfte bedingt. Daher gelang es 
weder mit den klassischen Theorien noch mit der primitiven Quantentheorie 
Bours, eine Theorie der homöopolaren Bindung aufzustellen. 

Wir wenden uns nun einigen Einzelheiten zu, die die potentielle Energie 
U,(R) des Wasserstoffmoleküls H, betreffen. In Abb. 85 ist die Kurve U (R) 
getrennt von der Kurve U,(R) des Triplettzustands dargestellt. Kennen wir 
den analytischen Ausdruck für U,(R), so können wir aus der Gleichung 


dU,(R) 
dR 
den Gleichgewichtszustand (den Punkt R = R,) finden. 


Entwickeln wir ferner U,(R) nach Potenzen der Abweichung von der 
Gleichgewichtslage (R = R,), so erhalten wir 


=o0 (125, 30) 


ı /@U 
U,(R) = U,(R) + slar + 
Er 125, 31)- 
1/dU u: 
Pe re. Be 3 a 
73 (m )® Zu Te 


Diese Entwicklung ist für kleine Abweichungen (R — R,) gültig. Genügt es 
bezüglich der Genauigkeit, sich nur auf das erste Glied mit (R — R,)? zu be- 
schränken, dann haben wir es mit einem harmonischen Oszillator zu tun. Die 
Frequenz dieses Oszillators erhalten wir, wenn wir berücksichtigen, daß die 
potentielle Energie eines Oszillators mit der Masse «u und der Frequenz w,, 
der Schwingungen um die Gleichgewichtslage R, vollführt, 


2 
U(R) = const + . (RR) 
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ist. Vergleichen wir das mit der vorangehenden Formel für U,(R), so finden 


wır EU 
RA n 
nah = (Gm x (125, 32) 


In 1/dU, 
NV a\dR m 

Da es sich um die relative Bewegung der Kerne handelt, müssen wir unter u 
die reduzierte Masse der beiden Wasserstoffatome verstehen. Wenn wir mit 
My die Masse des Wasserstoffatoms bezeichnen, gilt 

1 2 

= —. (125, 33) 

u My 


Mit Hilfe der Formel (125, 32) können wir die Frequenz w, der Molekular- 


2 
= der Potentialkurve U,(R)im Gleich- 


gewichtspunkt R, finden. Das dritte Glied in (125, 31) gibt die Korrektur für 
die Abweichung von der Harmonizität. 

Bei großen Schwingungsenergien wird diese Korrektur immer wesentlicher. 
Ist die Schwingungsenergie E größer als der Wert der potentiellen Energie 
U,(R)im Unendlichen (in Abb. 85ist U,(R) gleich Null gesetzt, so daß es sich 
um E > O handelt), so wird das Molekül überhaupt nicht schwingen, sondern 
dissoziieren. Die zur Dissoziation erforderliche Energie D wäre nach der 
klassischen Mechanik gleich — U, (R,). 

Um die richtige Lösung für die Dissoziationsenergie des Moleküls zu be- 
kommen, müssen wir außerdem noch berücksichtigen, daß das Molekül im 


Daraus folgt 


sehwingungen längs der Krümmung 


niedrigsten Zustand eine positive Nullpunktsenergie —n der Schwingungen 
besitzt (s. Abb. 86). 
Demnach ist h 
D=-U,(R)- Fe 


Mit Hilfe der angeführten Rechnung finden wir 1. die Gleichgewichts- 
lage R„ 2. die Frequenz w, der Molekülschwingungen und 3. die Disso- 
ziationsenergie D des H,-Moleküls. Alle diese Größen sind aus Experimenten 
bekannt. Die Größe R, ist im Trägheitsmoment / = uR? des Moleküls ent- 
halten. / kann auf Grund von Spektraldaten aus der DESLANDREschen Formel 
gefunden werden [s. (54,20)]. Ebenso ergibt sich auch die Schwingungs- 
frequenz w, aus den Spektraldaten. Die Größe der Dissoziationsarbeit kann 
sowohl optisch wie chemisch bestimmt werden. Wir bringen hier eine Tabelle, 
die die Berechnungsergebnisse von HyLLErRAAs!) für H, und die experimen- 
tellen Daten anführt. 


1) Zusammengestellte Angaben über das H,-Molekül siehe [4]. 
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Diese Daten stimmen hervorragend miteinander überein, besonders wenn man 
berücksichtigt, daß die beiden ersten Größen (R, und w,) erheblich von der 
Form der Kurve U,(R) abhängen. Außerdem bemerken wir, daß die von 
HYLLERAAS erzielte Genauigkeit noch keine Grenze darstellt und weiter ge- 
steigert werden kann. Der von der Quantenmechanik in der Berechnung 
des H,-Moleküls erzielte Erfolg, der nur darauf beruht, daß dieses Molekül 
aus zwei Protonen und zwei Elektronen besteht (ohne irgendwelche willkür- 
liche Konstanten heranzuziehen), ist einer der größten Erfolge der modernen 
Quantentheorie. 


Theoretischer Wert Experimenteller Wert 


0,735 - 10-®cm 0,753 - 10cm 


4280 cm-! 4390 cm-! 
4,37 eV 4,38 eV 


8 126. Die Natur der chemischen Kräfte 


In der Chemie unterscheidet man zwei Arten von Bindungen, die zur Molekül- 
bildung führen: Ionenbindungen (heteropolare Bindungen) und homöopolare 
Bindungen. Die Ionenbindung tritt in den Fällen ein, in denen man sich das 
Molekül als ein Gebilde aus positiven und negativen Ionen vorstellen kann 
(z. B. NaCl). Die homöopolare Bindung dagegen kommt da zustande, wo eine 
Teilung in Ionen nicht möglich ist. Der typische Fall einer homöopolaren 
Bindung sind die Moleküle aus gleichen Atomen (z.B. H3). 

Die Theorie der Ionenbindungen wurde bereits vor der Quantenmechanik 
mit Erfolg bearbeitet. Die einfachste Lösung für die Natur der Ionenbindung 
(der Valenz) ist folgende: Die heteropolare Valenz eines Elements wird durch 
die Zahl der Elektronen bestimmt, die (dem elektropositiven Element) weg- 
zunehmen oder (dem elektronegativen Element) hinzuzufügen ist, um ein 
Ion zu erhalten, das die Elektronenschale des nächstgelegenen Edelgases 
besitzt. So muß Na ein Elektron weggenommen werden, um die Ne-Schale zu 
erhalten. Cl muß ein Elektron hinzugefügt werden, um die Ar-Schale zu 
bekommen. Na* und Cl” stellen sich somit gewissermaßen als geladene 
Atome der Edelgase dar. 

Unter diesen Bedingungen muß in der Ionenbindung die CouLoMBsche 
Anziehung entgegengesetzt geladener Ionen besonders wichtig werden, da 
die Elektronenschalen der Edelgase chemisch inaktiv sind. Es ist aber be- 
kannt, daß elektrostatische Kräfte allein kein stabiles Gleichgewicht sichern 


können. Daher muß neben der CourLoMBschen Anziehung der Ionen- 
2 - 
ladungen — noch eine gewisse Abstoßung in kleinen Entfernungen ein- 


geführt werden. Diese Abstoßungskräfte konnten nach der klassischen 
Mechanik nicht berechnet werden. Aber ihre Einführung erschien empirisch 
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begründet, da sich die Atome der Edelgasein kleinen Abständen voneinander 
abstoßen. Die Abstoßungskräfte wurden proportional zu 


« 
m+ı 


angenommen, wo « und m empirisch ermittelte Konstanten sind. Die gesamte 
potentielle Energie zweier Ionen hatte daher die Form!) 


Ur) = = + (126.1) 


Gelang es auf dem angedeuteten Wege, an das Problem der heteropolaren 
Bindung heranzukommen, so konnte das Problem der homöopolaren Bin- 
dung nicht mit diesen Mitteln gelöst werden. Versuche, das H,-Molekül zu 
berechnen, führten nie zu befriedigenden Ergebnissen. Aus der oben ent- 
wickelten Quantentheorie des H,-Moleküls wird auch die Ursache dieser Miß- 
erfolge klar. Die Hauptrolle spielen bei der Bildung des H,-Moleküls die 
Austauschkräfte, deren Existenz erst mit Hilfe der Quantenmechanik erfaßt 
werden konnte. Diese Austauschkräfte entstehen aus der CovzoMmBschen 
Wechselwirkung der Elektronen im H,-Molekül. Außerdem muß beim Auf- 

bau des H,-Moleküls das PavLiprinzip, d. h. das Prinzip der Nichtunterscheid- 
barkeit der Teilchen berücksichtigt werden. Aus Unkenntnis dieser Tatsachen 
konnte das Problem, das sich mit dem Aufbau des einfachsten Moleküls er- 
gibt, vor der Entdeckung der Quantenmechanik nicht geklärt werden. 


a d 


Abb.86. a. Die Verteilung der Ladungsdichten in zwei sich abstoßenden Atomen 4 (2), 
b die Verteilung der Ladungsdichten im H,-Molekül (15) 


Die erfolgreiche Lösung des Problems für das H,-Molekül mit den Mitteln 
der Quantenmechanik war der Ausgangspunkt für die Quantentheorie der 
homöopolaren Valenz. Wir beschränken uns hier lediglich auf wenige Be- 
merkungen. Wir erhielten für das H,-Molekül zwei Zustände, einen mit 
parallelen und einen mit antiparallelen Spins. In Abb. 86 ist die Dichte- . 


1) Wir bemerken, daß die Quantenmechanik dem für die Abstoßung verantwortlichen 
Glied eine andere, besser mit der Versuchserfahrung übereinstimmende Form gibt. 
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verteilung der Elektronenladung für diese beiden Zustände dargestellt. Die 
Dichte der elektrischen Ladung im Punkt r errechnet sich aus der Wellen- 
funktion ®(r,, %,) nach der Formel 


et) = —2e/|Olt,Y)edr. (126, 2) 


Sind die Spins der Elektronen parallel, dann ist ® = ®,. Im Punktr= tr’ 
wird die Funktion ®, = 0 (Knotenfläche). Demzufolge weist die Dichte e im 
Raum zwischen den beiden Atomen ein Minimum auf (Abb. 86a). Im Zu- 
stand mit antiparallelen Spins dagegen, ® = Ö,, ist keine Knotenfläche vor- 
handen. Die Ladungsdichten der beiden Atome fließen gewissermaßen in- 
einander (Abb. 86b). Das Zusammenfließen der Dichten (die Bildung einer 
homöopolaren Bindung) entspricht dem Valenzstrich H— H. Wenn ein 
Mirimum der Dichte vorhanden ist, so fehlt eine solche Bindung. 

Man kann zeigen, daß die Kräfte der homöopolaren Bindung Sättigungs- 
eigenschaften besitzen, ein Merkmal, das für Valenzkräfte charakteristisch 
ist. Fügen wir ein drittes H-Atom zum H,-Molekül hinzu, so führt dieser Vor- 
gang nicht zur Bildung von Austauschkräften zwischen den Elektronen des 
Moleküls und dem dritten Atom. Wir bezeichnen die Wellenfunktionen der 
Molekülelektronen [Elektronen der Atome (a) und (b)] mit ®, (t, , t5) S,(8, , 82) 
und die Wellenfunktion des dritten Atoms (c) mit y,(tz) $1 (83). Der Spin des 
dritten Elektrons möge längs der z-Achse gerichtet sein. Man könnte ebenso 
die entgegengesetzte Richtung wählen. Wichtig ist nur, daß der Spin des 
dritten Elektrons dem Spin eines der Molekülelektronen entgegengerichtet 
ist. Um die Funktion des ganzenSystems zu erhalten, mußaus®,S, und y,S!/, 
eine hinsichtlich der Teilchen antisymmetrische Funktion gebildet werden 
(unter Berücksichtigung des PATLiprinzips). Die einzige antisymmetrische 
Funktion, die sich aus ®,S, und y,8!/, bilden läßt, ist 


1 
Dty, 12, Tg, 81, 82, 85) = a Pt 12) Polte) Su (81, 82) 8] (83) 


+ Dy(tı, 13) Yelt) 8, (85, 51) Sy(8,) (126, 3) 


+ Dslte, 15) Yeltı) 8a (82; 83) Sy(s)}- 
Die Funktionen $, (s| , 8) haben nach (121, 13) die Form 


1 
ir {5 (81) S_1(8;) — (s2)8-4(81)}- 


Gehen wir von den Eigenschaften der Orthogonalität aus und normieren die 
Spinfunktionen $,(s)|x = + 3) [s. (60, 7)], so erkennen wir, daß alle drei in 
der Überlagerung (126, 3) vorkommenden Spinfunktionen untereinander 
orthogonalsind. Nehmen wir daher |® |®und summieren über die Werte (+ 3) 
aller drei Spins, um die Wahrscheinlichkeit w(t,, tz, t3) für die Lage der 
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Elektronen in der Umgebung der Punkte tr, , tz, tz zu erhalten, dann bekom- 
men wir 

1 
v(tt,1,1)=2 |P’= FRLLAUT 19)’ |yeltz)l? (126, 4) 


+ KLAGE t5) I | yet)? Tr | Dt; 13)? |yelz)l®- 


Bezeichnen wir, wie im vorigen Paragraphen, die Ladungsdichte des im Atom 
(a) befindlichen Elektrons mit o,, dieim Atom (b) mit o, und schließlich die 
im Atom (c) mit o, sowie die Austauschdichte mit o,,, so können wir unter 
Verwendung des Wertes von ©, [(125, 24’), (125, 11), (125, 11’)] die erhaltene 
Wahrscheinlichkeit für die Konfiguration der Elektronen folgendermaßen 
schreiben: 


lt, tt) = 2 Betr) Oulr) + 2Qeolrı) Qnlr)] (rs) 
+ [dalrı) &lrs) + 2@aslrı) Easlrs)] &lr) 0 
+ [& (rg) &@(rz) + 20a9(f2) Oav(r3)] 0. (rı)) 
wo e 
e,(ı) = —eys (a), Hr) = —eyilr.), e.(rı) = —eyw (r,) (126, 6) 
und 
Br) = —ey, (ra) Yolrıo)- (126, 6°) 


Wir sehen an diesem Ausdruck, daß für das dritte Atom (c) keine Austausch- 
dichte (der Form g,., 0.) und folglich auch keine Austauschkräfte mit den 
das Molekül bildenden Atomen (a) und (b) entstehen. Das dritte Atom wird 
daher abgestoßen. Damit wird die Fähigkeit der Austauschkräfte zur Sätti- 
gung und die Gültigkeit der Gleichsetzung des Valenzstrichs mit dem Zu- 
sammenfluß der elektrischen Ladungsdichte der beiden Atome bewiesen. 

Wir bemerken, daß eine strenge Grenze zwischen der homöopolaren und 
Ionenbindung nicht gezogen werden kann. Das sind nur zwei Grenzfälle. Im 
typischen Fall der homöopolaren Bindung ist die Ladung symmetrisch zwi- 
schen den beiden Atomen verteilt. Sind die Atome verschieden, so wird diese 
Symmetrie gestört. Wird die Symmetrie so stark gestört, daB sich die Elek- 
tronenladung vorwiegend um eines der Atome konzentriert, dann erhalten. 
wir Ionenbindung. 


8 127. Die intramolekularen Dispersionskräfte 


Wir haben oben die Valenzkräfte untersucht. Diese besitzen Sättigungseigen- 
schaft, da sie mit der Spinrichtung der Elektronen verbunden sind. Außerdem 
wirken diese Kräfte auf kurze Abstände. Sie sind durch den Grad der Über- 
lappung der Elektronendichten bestimmt, die zu den beiden aufeinander ein- 
wirkenden Atomen gehören. Da die elektrische Dichte mit wachsendem Ab- 
stand vom Atommittelpunkt exponentiell abnimmt, nehmen auchdie Valenz- 
kräfte mit wachsendem Abstand zwischen den Atomen exponentiell ab. 
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Außer diesen Valenzkräften wirken zwischen den Atomen und Molekülen 
noch besondere Kräfte, die stets den Charakter von Anziehungskräften be- 
sitzen. Das sind die intramolekularen Dispersionskräfte oder VAN DER WAALS- 
schen Kräfte. Die bemerkenswerte Eigenschaft dieser Kräfte besteht darin, 
daß sie zwischen elektrisch neutralen Systemen und Systemen, die kein elek- 
trisches Moment aufweisen, wirksam sind. So wirkensie z. B. zwischen Helium- 
atomen, in denen die Ladungsverteilung Kugelsymmetrie aufweist, so daß 
diese Atome weder ein Dipolmomentnochein Quadrupolmoment, noch irgend- 
ein höheres elektrisches Moment besitzen. Die zweite wichtige Eigenschaft 
dieser Kräfte besteht darin, daß sie nicht von der Temperatur abhängen. Auch 
die Natur dieser Kräfte stellt sich als quantenhaft heraus. 

Die van DER Waarsschen Kräfte lassen sich berechnen, wenn man die 
Wechselwirkung hinreichend voneinander entfernter Atome untersucht. Bei 
großen Abständen zwischen den Atomen sind die aus der ersten Näherung 
der Störungstheorie berechneten Valenzkräfte sehr klein. Dagegen läßt sich 
bei diesen Abständen nicht mehr die zweite Näherung vernachlässigen, in der 
die Deformation der Elektronenhüllen der Atome berücksichtigt wird. Das 
erklärt sich dadurch, daß die Korrekturen zur Wechselwirkungsenergie der 
Atome in zweiter Näherung mit steigendem Abstand R zwischen den Atomen 


proportional = abnehmen, während die Energie der Valenzbindungen pro- 


2R 
portional e * abnimmt. Bei großen R erweist sich die zweite Näherung 
größer als die erste. 

Führt man für große Abstände die Berechnung der Energie in zweiter 
Näherung durch, so kann man die van DER WaaAusschen Kräfte berechnen. 
Wir wollen, ohne auf diese Berechnungen einzugehen, die Grundgedanken 
der Quantentheorie von den vAN DER WAALSschen Kräften an einem ein- 
fachen Beispiel erläutern, das eine genaue Lösung der Aufgabe zuläßt. An 
Stelle wirklicher Atome untersuchen wir zwei eindimensionale Oszillatoren 
mit der Eigenfrequenz w, (ein solches Atommodell findet in der klassischen 
Dispersionstheorie Anwendung). Wir bezeichnen die Koordinate des Elektrons 
im ersten Atom mit x, und seinen Impuls mit 7, , die Koordinate des Elektrons 
im zweiten Atom mit x, und den Impuls mit p,. Der Abstand zwischen den 
„Atomen“ sei gleich R. Das elektrische Moment des ersten Atoms ist gleich- 
ex,, das des zweiten gleich ex,. Ist der Abstand R zwischen diesen Atomen 
hinreichend groß, dann kann die Wechselwirkungsenergie dieser Atome als 
potentielle Energie der Wechselwirkung zweier Dipole mit den Momenten 
ex; und ex, dargestellt werden. Diese Energie ist 


W=- AM on. (127, 1) 


Sind die Oszillatoren in Ruhe, so ist 2, = x, = 0, und ihre Dipolmomente 
sind ebenfalls Null. Da außerdem beide ‚Atome‘‘ elektrisch neutral sind, so 
findet zwischen ihnen überhaupt keine Wechselwirkung statt. 
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Nach der klassischen Theorie tritt eine Wechselwirkung nur zwischen 
schwingenden Oszillatoren auf. Ohne auf die Berechnung einzugehen, können 
wir sagen, daß ihre Größe von der Temperatur 7 abhängen wird. Das geht 
bereits daraus klar hervor, daß bei 7 = 0? abs. keine Schwingungen vor- 
handen sind und x, = 2, = 0 ist. Ein anderes Ergebnis bringt die Quanten- 
mechanik. Selbst beim absoluten Nullpunkt sind Nullpunktsschwingungen 
vorhanden, die dazu führen, daß die mittlere Wechselwirkungsenergie der 
von uns untersuchten Oszillatoren nicht Null wird. 

Um diese Energie zu berechnen, greifen wir auf die Berechnungen des $ 109 
zurück, wo der uns interessierende Fall der Wechselwirkung zweier ein- 
dimensionaler Oszillatoren mit der Frequenz w, und der Masse u behandelt 
wurde. Die Wechselwirkungsenergie der Oszillatoren wurde als Ax,x, an- 
genommen [s. (109, 1)]. In unserem Fall wird die Wechselwirkungsenergie der 
Oszillatoren durch die Formel (127, 1) ausgedrückt. Setzen wir also in den 
Formeln des $ 109 

e 


Ag 


(127, 2) 


so können wir alle Ergebnisse dieses Paragraphen verwerten. Uns interessiert 
hier die kleinste Energie, die Nullpunktsenergie der Oszillatoren. Sie ist 


h 
= - + zMUG +0). (127, 3) 


wo w, und w, aus der Formel (109, 5) bestimmt werden: 


A 1 
=oa+-, = —-—. 
i er 2 77 


ß f A 
Daraus finden wir, wenn wir 8 > — annehmen, 
7 


und folglich 
(127, 4) 


Berücksichtigen wir den Wert von Ain unserem Fall (127, 2), so finden wir aus 
(127, 3) und (127, 4) die Nullpunktsenergie zweier in Wechselwirkung stehen- 
der Oszillatoren als 


ehe © 1 


af RR en (127, 5) 
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Wir sehen, daß die Nullpunktsenergie eine Funktion des Abstands R zwischen 
den Oszillatoren — den „Atomen“ - ist und somit die Rolle der potentiellen 
Wechselwirkungsenergie dieser beiden „Atome“ spielt. 

Lassen wir die unwesentliche additive Konstante h w, fort, so erhalten wir 
für diese Energie den Ausdruck 

a (127, 6 

) u 8 u? Py} Rs ® 3 ) 

Wir sehen, daß diese Energie durch Anziehungskräfte (Minuszeichen!) be- 

dingtist. Diese Kräfte können als die VAN DER W AALSschen Kräfte für unsere 

idealisierten Atome betrachtet werden. Ihre Quantennatur geht schon daraus 

hervor, daß bei A = 0 auch U = 0 wird, so daß im Grenzfall der klassischen 
Mechanik diese Kräfte verschwinden. 

Somit ist die VAN DER WauLssche Anziehung die Folge der Verringerung der 
Nullpunktsenergie bei der Annäherung der Oszillatoren. Wir können die Formel 
(127, 6) umformen, indem wir den Koeffizienten ß der atomaren Polarisier- 
barkeit im konstanten Feld einführen. Wir wissen aus der Dispersionstheorie, 
daß der Koeffizient der atomaren Polarisierbarkeit für einen Oszillator mit 
der Masse u und Frequenz w, ($ 92)}) 


ist. 
Setzen wir hier = 0, so erhalten wir den Koeffizienten der Polarisierbar- 
keit im konstanten Feld: 
e 


og 


B= (127, 7) 


Setzen wir ihn in die Formel für die potentielle Energie der VAN DER WAALS- 
schen Kräfte (127, 6) ein, dann bekommen wir 


BR. LE 
UR=-;B (127, 8) 
7 e=huw,. (127, 9) 


Da die Formelder van DER WaAALSschen Kräfte den sich aus der Dispersions- 
theorie ergebenden Polarisierbarkeitskoeffizienten enthält, werden diese 
Kräfte in letzter Zeit als Dispersionskräfte bezeichnet. 

Die in zweiter Näherung für wirkliche Atome durchgeführte Berechnung 
gelangt im wesentlichen zum gleichen Ergebnis, das wir nach (127, 8) für das 
Atommodell in Gestalt eines linearen Oszillators erhielten. Die quanten- 


1) Das ist die klassische Formel. Die quantenmechanische Formel (92,5): führt zum 
gleichen Ergebnis. Wir erhalten dieses Ergebnis, wenn wir die Matrix x,. für die Ko- 
ordinate des Oszillators und die Formel (92, 25) anwenden. 
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theoretische Formel für die potentielle Energie der VAN DER WaAausschen 
Kräfte lautet für wirkliche Atome 


U(R)=— (127, 10) 


wo ß die atomare Polarisierbarkeit im konstanten Feld, J das Ionisations- 
potential des Atoms und % einen gewissen Zahlenkoeffizienten bedeutet, der 
der Größenordnung nach gleich eins ist. Dieser Ausdruck für die VAN DER 
Waaussche Wechselwirkung stimmt gut mit den Versuchsergebnissen über- 
ein, die wir erhalten, wenn wir bei Gasen die Abweichung vom CLAPEYRON- 
schen Gesetz untersuchen!) 


8128. Die Rolle des Kernspins in zweistomigen Molekülen 


Die Atomkerne besitzen einen Spin und ein magnetisches Moment.?) Die 
Wellenfunktion der Kerne hängt nicht nur von den Koordinaten der Kerne, 
sondern auch von ihren Spins 8,,, 8, ab. Wählen wir als Koordinaten die 
Relativkoordinaten r,, der Kerne (im Polarkoordinatensystem r,d, @) und 
vernachlässigen die Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Momentder 
Kerne und ihrer Bewegung, so können wir die Wellenfunktion der Kerne 
folgendermaßen schreiben: 


P(rj2> 81, &2) = Raı(r) Pı(cos)ö $ (8,1; 8;5)- (128,1) 


Die Funktion R„:(r) beschreibt die Schwingung der Kerne, die Funktion P; 
die Rotation (wir setzen die Zahl m = 0, da uns jetzt die Raumorientierung 
der Moleküle nicht interessiert) und die Funktion S schließlich den Zustand 
der Kernspins. Nach dem Identitätsprinzip muß die Funktion im Fall gleicher 
Kerne (gleicher Isotopen) symmetrisch oder antisymmetrisch sein, je nach- 
dem, ob die Kerne einen ganz- oder halbzahligen Spin haben. 

Wir untersuchen den letzteren Fall, der im H,-Molekül vorliegt, dessen 
beide Kerne Protonen sind. Dann muß die Funktion Y antisymmetrisch in 
bezug auf die Vertauschung der Protonen sein. Die Vertauschung der Pro- 
tonen entspricht der Inversion der Relativkoordinatent =r, — t,. Das Vor- 
zeichen von R,, (r) ändert sich dabei nicht. Die Parität des Zustandes in bezug 
auf die Teilchenkoordinaten wird durch die Bahndrehimpulsquantenzall I 
bestimmt (vgl. $ 25, $ 107). Die Energieniveaus des Moleküls heißen gerade 
(ungerade) Terme, wenn ! gerade (ungerade) ist. 

Da die Gesamtfunktion antisymmetrisch ist, hängt die Parität der Terme 
von der gegenseitigen Orientierung der Spins ab. Wir betrachten die beiden 
möglichen Orientierungen: 

1. Die Kernspins sind parallel. Dann ist S = S, eine symmetrische Funk- 
tion, und folglich muß die Funktion P, ungerade sein. Daher kann des 


1) Siehe [4], $ 65. Dort ist auch eine Literaturübersicht angeführt. 

2) Das magnetische Moment der Kerne wird in Einheiten des Bou&sehen Kernmagne- 
tons gemessen (vgl. $ 63). Ein Boarsches Kernmagneton beträgt den 1842ten Teil des 
Bourschen'Magnetons. 
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H,-Molekül, das parallele Kernspins besitzt (‚„Orthowasserstoff‘‘), nur eine un- 
gerade Bahnzahl ! haben. Sein niedrigster Zustand entspricht übrigens dem 
mit/= |. 

2. Die Kernspins sind antiparallel. Dann ist 8 = $, eine antisymmetrische 
Spinfunktion, und P; muß demzufolge gerade sein. Das H,-Molekül mit anti- 
parallelen Kernspins (‚Parawasserstoff“‘) kann daher nur eine gerade Bahn- 
zahl } besitzen. Sein niedrigster Zustand ist } = 0. 

Der Kernspin hat somit infolge des PavLiprinzips eine bedeutende in- 
direkte Wirkung auf die Bahnbewegung der Kerne im Molekül. Dieser Ein- 
fluß tritt in der Aufeinanderfolge der Intensitäten in den Rotationsspektren 
der Moleküle und in ihrer Wärmekapazität auf.!) 

Mit der letztgenannten Erscheinung wollen wir uns im folgenden befassen. 
Wir nehmen an, es habe sich ein Wärmegleichgewicht bei so niedriger Tem- 
peratur eingestellt, daß die Rotation eingefroren ist (vgl. $ 54). Dann wird 
sich der Wasserstoff im Zustand des Parawasserstoffs befinden (! = 0). Wird 
jetzt dieser Wasserstoff erwärmt, so ist die Wahrscheinlichkeit einer Rich- 
tungsänderung der Kernspir- bei Molekülzusammenstößen sehr gering (in- 
folge der geringen Wechselwirkung mit dem kleinen magnetischen Moment der 
Kerne). Daher wird der Wasserstoff trotz der Zusammenstöße im Parazustand 
bleiben und die Wärmekapazität hinsichtlich der Rotation durch die Über- 
gangel=0>1!1=2—1!1=4... bestimmt sein. 

Läßt man jedoch den Wasserstoff bei dieser erhöhten Temperatur stehen 
(dazu sind viele Tage erforderlich), dann haben die Kernspins Zeit, sich umzu- 
stellen. Neben dem Parawasserstoff wird auch Orthowasserstoff entstehen. 
Dann werden auch Übergänge der At/i=1-1=3—1=5... möglich 
sein. Da die Änderung der Rotationsenergie (J = Rotationskonstante) 


h? RB 
AE= 37. {U+ 2) W+ :)} 
für gerade und ungerade verschieden ist, so sind die Wärmekapazitäten des 
Para- und des Orthowasserstoffs verschieden. Demzufolge ist der langsame 
Prozeß der Herstellung eines Gleichgewichts zwischen Para- und Orthowasser- 
stoff von einer Änderung der Wärmekapazität des Wasserstoffs begleitet. 

Beim Gleichgewicht ist die Zahl der Orthowasserstoffmoleküle dreimal so 
groß wie die Zahl der Parawasserstoffmoleküle (da für parallele Spins drei 
symmetrische Funktionen S,, für antiparallele nur eine antisymmetrische 
S, zur Verfügung stehen, vgl. $ 125). Daher stellt der Wasserstoff normal ein 
Gemisch von Ortho- und Parawasserstoff im Verhältnis 3:1 dar. 

Diese überraschende Erscheinung von der Änderung der Wärmekapazität 
des Wasserstoffs kann durch die Quantenmechanik nicht nur qualitativ er- 
klärt, sondern auch quantitativ iin voller Übereinstimmung mit der Erfahrung 
berechnet werden.?) j 

1) Die Intensitäten in Molekülspektren siehe [42, 33] sowie Konnpatser, B.H.: 
Crpyktypa aToMmoB u MoJleky1 (KONDRATJEW, W.N.: Struktur der Atome und Mole- 


küle), Moskau 1946. 
2) Siehe [33, 20]. 
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8 129. Der Paramagnetismus und Diamagnetismus der Atome 


Die wichtigste Aufgabe der Atommechanik auf dem Gebiet der magnetischen 
Erscheinungen ist die Berechnung der magnetischen Momente für die Atome, 
die sich in einem äußeren magnetischen Feld befinden. Wir haben bereits in 
elementarer Weise das magnetische Moment der Bahnströme im Atom be- 
rechnet ($ 53). Wir wenden uns jetzt den allgemeinen Methoden zu. 
Allgemein können die Operatoren für die Komponenten des magnetischen 
Moments als Differentialquotienten (mit entgegengesetztem Vorzeichen) des 
Operators der Gesamtenergie (genauer: des HAmILTonoperators) nach den 
Komponenten der Feldstärke $(H,, H,, H,) definiert werden: 


oH öH OH 
= - 37 M=-7g, Bj 0 m) 
Insbesondere wird ein Elektron im Magnetfeld durch folgenden HAMILTON- 
operator beschrieben: 


= Ihr 2 yon + ae 129, 2) 
are = 
(Das Pluszeichen vor dem Vektorpotential X ist deshalb gewählt, weil die 


Elektronenladung —eist.) Jetzt legen wir die 2-Achse in Richtung des Magnet- 
feldes und wählen das VektorpotentialA(A,, A,, A,) in der Form 


H H 
4,= 29 A,=5% 4,=0. (129, 3) 
Differenzieren wir H nach H,, so finden wir 
e |/ e e e 
Di lat ae (ret go] 208 


Der in der eckigen Klammer stehende Operator ist der Operator der 2-Kom- 
ponente des a 1). Ferner ist Py& — PıY der er der 


Ark 


ı) Wir ee daran, daß im Magnetfeld der Operator derGeschwindigkeitnicht — m 
sondern — — (# +— &a) ist, 


636 


$129. PARAMAGNETISMUS UND DIAMAGNETISMUS DER ATOME 


2-Komponente des verallgemeinerten Drehimpulses. Unter Benutzung von 
(129, 3) stellen wir (129, 4) in folgender Form dar: 


Eur +) 


e 
N, = 27 (m, + 2s,) — 
(129, 5) 


er 3% e?H 
BETT, +38) — Eu +). 
Wir wir sehen, besteht der Operator aus zwei Teilen: einem, der nicht vom 
Magnetfeld abhängt, und einem, der von ihm abhängt. Wir wollen sie getrennt 
untersuchen. Der erste Teil 


’ e a ; 
M, Ze 2uc (; + 8,) (129, 6} 


besitzt Eigenwerte, die wir bereits in der Theorie des ZEEMANeffekts fanden. 
Für die Störungsenergie im Magnetfeld gilt W = — HW,. Die Eigenwerte 
des Operators W sind verschieden, je nachdem, ob wir es mit starken Magnet- 
feldern (normaler ZEEMANneffekt) oder mit schwachen (anormaler ZEEMAN- 
effekt) zu tun haben. Im letzteren Falle sind die Eigenwerte von W durch 
die Formel (74,23) gegeben. Diese Eigenwerte unterscheiden sich von den 
Eigenwerten von®, durch den Faktor —H. Daher finden wir aus (74,23) 
‚ he 75 +D-Ik+HD+LL+D 

m, an + es P (129, 7) 
wo m; die magnetische Quantenzahl, j die den mechanischen Drehimpuls be- 
stimmende Zahl, ! das Bahn- und /, das Spinmoment bedeuten. Die potentielle 
Energie dieses Moments im äußeren Magnetfeld ist gerade W. Sie kann sowohl 
positive als auch negative Werte annehmen, je nach dem Wert von 


1 3 . 
m, = +75: + 3°’ ... +J- 


Beim thermodynamischen Gleichgewicht werden die negativen Werte von 
W bevorzugt sein und damit die positiven Werte von WM. Das Ergebnis. 
ist ein mittleres, mit dem Feld gerichtetes Moment, d.h. der Fall des Para- 
magnetismus. Wesentlich ist, daß M, nicht Null sein kann. Folglich sind 
Atome mit einem Elektron stets .., Das zweite Glied in (129, 5) 


Wie tn (129, 8) 
stellt ein magnetisches Moment dar, das (wie unmittelbar einzusehen ist) stets 
dem Felde entgegengerichtet ist. Dieses Moment bedingt also den Diamagnetis- 
mus. Es kann nie Null sein, da x? + y? > 0. Daherzeigen alle Atome den dia- 
magnetischen Effekt. Es ist aber leieht zu erkennen, daß das Moment WM; 

bedeutend kleiner als das Moment , ist; es kann im Vergleich zum letzteren 
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vernachlässigt werden. In der Tat ist M; von der Größenordnung _ 
2 
während M, = 5 Z a? ist, wo a die lineare Ausdehnung des Atoms angibt. 


M,>M; gilt für alle Felder H, für die 


e hc e 


Alle praktisch erreichbaren Felder entsprechen dieser Bedingung. 

Ist die Elektronenzahl im Atom gerade, so kann das Gesamtimpuls- 
moment Null werden. Damit zugleich wird auch das magnetische Moment W;, 
das den Paramagnetismus bedingt, gleich Null. Ein solches Atom ist dia- 
magnetisch. So ist z.B. im Heliumatom, wie wir wissen, das Bahnmoment im 
Grundzustand gleich Null und das Spinmoment wegen der entgegengesetzten 
Spinrichtung kompensiert. Daher ist M;, = 0. Helium muß diamagnetisch 
sein, was auch wirklich beobachtet wird. Man kann die diamagnetische Sus- 
zeptibilität des Heliums berechnen, wenn man berücksichtigt, daß für zwei 
Elektronen 


EN 2H „oo 
M, = a +yi+S+) (129, 10) 


ist. Die Mittelwerte 22, y7, 2, 43 sind infolge der Kugelsymmetrie des Grund- 
zustands im Heliumatom und der Elektronensymmetrie einander gleich, und 


rs Br 
zwar gleich z ‚ wo r? das mittlere Quadrat des Radiusvektors ist. Somit gilt 
2... 2eH 4 m 
2: = 4 c2 3 r“, 


Die diamagnetische Suszeptibilität ist, auf ein Atom bezogen, gleich 


RE U | (129, 11) 


Mit Hilfe der Wellenfunktionen (122, 23) für die Elektronen des Helium- 


atoms lassen sich der Mittelwert r? und der Zahlenwert der magnetischen 
Suszeptibilität berechnen. 

Die Berechnung von x mit Hilfe der Wellenfunktionen ergibt y = 
— 1,87 - 10-8. Der experimentell ermittelte Wert ist y = — 1,88 - 10-®. Wir 
bemerken, daß der Ausdruck (129, 8) für das diamagnetische Moment mit 
dem übereinstimmt, den man nach der klassischen Elektronentheorie erhält.!) 
Aber nur die Quantentheorie ermöglicht die Berechnung von x? + y?. Sie 
geht dabei von den Konstanten aus, die das Atom charakterisieren. 


ı) Vgl. [2]. 
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Ist ein Atom mit mehreren Elektronen -gegeben, dann erhalten wir an Stelle von 
(129, 7) nach dem im $ 105 Dargelegten [s. Formel (105, 33)] 


he m/f „JUHN-UEHDHSEHN 


Ihn II+D 


I, (129, 12) 


wo J die Zahl ist, die das Gesamtmoment des Impulses sämtlicher Elektronen, L die 
Zahl, die das gesamte Bahnmoment, und 8 die Zahl, die das gesamte Spinmoment be- 
stimmt. |m; |< J bestimmt die Projektion des Gesamtmoments auf das Magnetfeld. Ist 
J = 0, was nur bei Atomen mitgerader Elektronenzahl vorkommen kann, soist WM}, = 0, 
und das Atom wird diamagnetisch sein, wobei 


" eH 8 (3 a3) 
W=- Ind ,2ı (+). (129, 13) 


Dabei bedeutet N die Zahl der Elektronen. Ist J + 0, dann kann die Größe My gegen- 
über M; vernachlässigt werden. Atome mit J + O sind paramagnetisch. 


8 130. Der Ferromagnetismus 


Die Ursache für den permanenten Magnetismus ferromagnetischer Substan- 
zen war lange unklar. Das Wesen der Erscheinung besteht bekanntlich darin, 
daß ferromagnetische Körper auch bei fehlendem äußeren Magnetfeld 9 
magnetisch bleiben können. Zur Erklärung der Eigenschaften der Ferroma- 
gnetika hat Weiss eine Theorie vorgeschlagen, die den permanenten Magne- 
tismus durch ein inneres Magnetfeld 9, erklärt, das die Elementarmagnete 
auch bei fehlendem äußeren Feld zur Orientierung veranlaßt. 

Die Theorie von WEıss ermöglichte die Erklärung vieler Eigenschaften der 
Ferromagnetika, aber die Herkunft des inneren Feldes 9, blieb ungeklärt. 

Um die Wrısssche Theorie mit der Erfahrung in Einklang zu bringen, muß 
angenommen werden, daß das Feld $, eine sehr große Stärke, nämlich 
108 Oe, besitzt. Unmittelbare Versuche!) zeigen, daß ein solches Feld inner- 
halb des Ferromagnetikums in Wirklichkeit gar nicht existiert. HEISENBERG 
gelang der Nachweis, daß die Kräfte, welche die Elementarmagnete orien- 
tieren, Austauschkräfte sind. Damit war die Natur des rätselhaften Wrıss- 
schen Feldes erklärt. HEISENBERG nimmt in Übereinstimmung mit den 
Versuchsergebnissen von EINSTEIN und DE Haas (s. $58) an, daß die Magne- 
tisierung ferromagnetischer Körper nicht durch die Bahnbewegung der Elek- 
tronen. sondern durch das magnetische Spinmoment bedingt ist. Ferner ent- 
steht der Ferromagnetismus offenbar nicht durch die Valenzelektronen (die 
„Leitungselektronen‘“‘), sondern wird bedingt durch die nichtabgeschlossenen 
inneren Schalen der Atome der Ferromagnetika (s. die Verteilung der Elek- 
tronen im Fe, Ni und Co in der Tabelle auf S. 508). 


1) DoRFMAnN ließ ein Bündel rascher Elektronen durch eine magnetisierte ferro- 
magnetische Folie hindurchgehen. Ein Feld von 10° Oe hätte die Elektronen ablenken 
müssen, was jedoch nicht beobachtet wurde. 
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Wir wollen annehmen, in jedem der den Kristall bildenden Atome wäre 
nur ein einziges solches Elektron vorhanden. Die Wechselwirkung dieses Elek- 
trons mit den benachbarten Atomen kann als klein angenommen und daher 
die Wellenfunktion aller den Ferromagnetismus verursachenden Elektronen 
(Gesamtzahl N) als ein System von nicht in Wechselwirkung stehenden Elek- 
tronen betrachtet werden. 

Um die Zustände zu numcrieren, bemerken wir, daß die Lage der Atom- 
mittelpunkte im Kristall (die Gitterpunkte) durch den Vektor 


t=n0 + Nglg + Ng0z (130, 1) 


bestimmt wird, won,,n,,n,ganze Zahlen und a, ‚ 0, und a, die Grundvektoren 
des Gitters (‚einfaches Translationstripel‘‘) sind. Die Lage eines jeden Atoms 
wird somit durch die drei Zahlen n,,n,,nz bestimmt. Der Kürze halber 
wollen wir diese drei Zahlen durch einen Buchstaben n bezeichnen und n die 
Nummer des Atoms nennen. Die Wellenfunktion des Elektrons k im Atom n 
= Pylir 3) = Yn(te) S, (8.2): 
wo S,(s,;) die Spinfunktion ist. 

Da wirdie Wechselwirkung mit den benachbarten Atomen vernachlässigen, 
wird die gesamte Wellenfunktion des Kristalls eine antisymmetrische Linear- 
kombination der Form (117, 6’) aus den Produkten der den einzelnen Elek- 


tronen zugehörigen Funktionen ©, sein. Die Wahl der Vorzeichen von «& +2 
oder _— bei jeder der S,-Funktionen bedeutet die Wahleiner entsprechen- 


den Verteilung der (längs oder entgegen der z-Achse gerichteten) Spins der 
Atome im Kristall. Stehen die Spins aller Elektronen in einer Richtung, z.B. 
der z-Achse, so haben wir es mit einer vollständigen Sättigung (Maximum der 
Magnetisierung) zu tun. 

Wir untersuchen einen Zustand, bei dem sämtliche Spins in Richtung der 
2-Achseliegen, mit Ausnahme eineseinzigen, der ihr entgegengesetzt gerichtet 
ist. Dieser Spin möge zum Atom mit der Nummer ! gehören. Dann hat, nach 
dem oben Gesagten, die Wellenfunktion Y aller N Elektronen die Form 


= Z(+D Pyultı) 8,6) Yalt) 83,00) --- Yılt) 8-4 (8:0) 


130, 2 
... Ynlin) 8;,8zR). 


Jetzt berücksichtigen wir dieWechselwirkung der Elektronen mitdenNachbar- 
atomen. Dazu wenden wir die Störungstheorie an. Wir haben es mit einem 
Fall von Entartung zu tun, da das Elektron mit dem gegen die z-Achse ge- 
richteten Spin sich offenbar in jedem Atom befinden kann. Die richtige Funk- 
tion der nullten Näherung wird daher eine lineare Überlagerung der Y) sein: 


Yo Ya%,, (130, 3) 
Vol 


wobei die Amplituden a» noch bestimmt werden müssen. Dazu bemerken 
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wir, daß der Operator H der Gesamtenergie der Elektronen 
n e& N 
H=H+ 2% +2 Om) (130, 4) 


n>m=1fnm n>n=1 


ist, worin R A 
H’ = ZHulr): H,(r,) = eg vE+ Urn): (130, 5) 


H, ist der Operator der Gesamtenergie des Elektrons n, das sich im Atom n 
2 
befindet, = 


die Wechselwirkungsenergie zwischen den Elektronen n und m 


?, 
und U, (r„) "die Wechselwirkungsenergie des Elektrons m mit dem Ion n 
{n + m). Wir betrachten alle Glieder in H mit Ausnahme von H® als Stö- 
rung. Setzen wir in die Scuröpingergleichung HY = EY an Stelle von W 
die genäherte Funktion (130, 3) ein und berücksichtigen, daß 


H,(r.) vn(t,) = Eoya(tı); (130, 6) 


wo E, die Elektronenenergie im Atom ist, so erhalten wir 


N 2 
NE, arPr 2. | © (z + 0,0) ZarPı =E "ar Pr. (130, 7) 


m=1 mn 


Nun multiplizieren wir diese Gleichung mit Yf, integrieren dann über die 
Koordinaten sämtlicher Elektronen und summieren über die beiden Spin- 


werte 8, = + & eines jeden Elektrons. Dabei sehen wir die zu den ver- 


schiedenen Atomen gehörenden Funktionen y,(t) und y,,(t) als orthogonal 
an.!) Ferner muß bei der Spinsummation die Orthogonalität der Funktionen 
S(s,) berücksichtigt werden (vgl. $ 60). Als Endergebnis erhalten wir an Stelle 
von (130, 7) 
N Boa + %Iu lar — al = Bar, (130, 8) 
wo Iır das Austauschintegral (das Matrixelement der Störungsenergie) 
1 
ur=5 ır yıltı) yr(to) 9 (to) y lc) 
962 (130, 9) 
x we + Uı(r,) + Ur(r,) + Urlr)) + Oatarı dt, 
12 
ist. 
Die Wellenfunktionen y;(t) nehmen mit wachsendem Abstand r vom 
Atommittelpunkt rasch ab. Das Austauschintegral /,, nimmt daher eben- 


falls rasch mit wachsendem Abstand zwischen den Atomen ! und !’ ab. Dem- 
zufolge können wir uns bei der Lösung der Gleichungen (130, 8) mit den auf 


1) In Wirklichkeit sind sie nur genähert orthogonal. 
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die benachbarten Atome bezüglichen Matrixelementen von I} begnügen. 
Da in einem Kristall alle benachbarten Atome gleichberechtigt sind, besitzt 
das Austauschintegral für sie den einzigen Wert I. Wir können also die 
Gleichungen (130, 8) auch wie folgt schreiben: 


(E-NE)a+I2 (u — a) =0, (130, 9’) 
14 


wo die Summe sich über die dem Atom ! benachbarten Atome ! erstreckt. Die 
Anzahl der nächsten Nachbarn und ihre Verteilung hängt vom Typus des 
Kristallgitters ab. Für ein einfaches kubisches Gitter besitzen die dem Atom! 
(l,,1,, 13) benachbarten Atome die Zahlen !’ gleich 4, +1, %, 4; 4, +1, 


Ih, tl. 
Man erkennt leicht, daß die Gleichungen (130, 9°) durch die Substitution 


a = a, > const - eahtakt+gh) (130, 10) 


zu lösen sind, wo g,, 99, 9 gewisse dimensionslose Größen darstellen; denn 
die Substitution von (130, 10) in (130, 9’) ergibt 


E — NE, = 2I[3 — cosg, — 60899 — cosgs]- (130, 11) 
' Daraus folgt 


E (91 9 93) = NE, + 21[3 — cosq, — c089g — c0895]. (130, 12) 


Wir bemerken, daß la, l,a, Iyaa, wo a die Gitterkonstante bedeutet, die 
Koordinaten der Gitterpunkte sind, und erkennen, daß (130, 10) als ebene 
Welle.mit dem Wellenvektor ft = I = (2 a 2 5 &\ betrachtet werdenkann. 
Die Wahrscheinlichkeit, einen der z-Achse entgegengerichteten Spin zu finden, 
ist |a;|®? = const, d.h., alle Spinzustände sind gleich wahrscheinlich. Die Am- 
plituden a;, die den Spinzustand bestimmen, sind somit analog der Wellen- 
funktion eines sich frei bewegenden Teilchens, das einen gegebenen Impuls 
besitzt. Diese Analogie wird noch dadurch verstärkt, daß zum mindesten für 
kleine f die Energie (130, 12) auch wie folgt geschrieben werden kann: 


h2 
E = const + = k2 4 «.., ä (130, 13) 
2u 
2 
wo n z = Ja?, d.h., E stimmt mit dem Energieausdruck für ein freies Teil- 


chen überein. Die Größe „* kann als effektive Masse angesehen werden. In- 
folge dieser Analogie zwischen der Verteilung eines Spins bestimmter Orien- 
tierung in einem Kristall und der Bewegung des freien Teilchens wird (130, 10) 
auch Spinwelle genannt. 

Sind im Kristall nicht ein, sondern mehrere (r) der z-Achse entgegengerich- 
tete Spins vorhanden, so erfolgt die Berechnung in gleicher Weise, wird aber 
dadurch kompliziert, daß beim Vorhandensein mehrerer antiparallel zurz-Achse 
gerichteter Spins Paare benachbarter Atome mit antiparallel zur z-Achse ge- 
richteten Spins vorkommen können. Aber wenn r klein ist, werden diese Fälle 
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selten eintreten, und die Gesamtlösung kann als eine Gesamtheit nicht in 
Wechselwirkung stehender Spinwellen der Form (130, 10) (oder, vom korpus- 
kularen Standpunkt aus, als „Spingas‘‘) betrachtet werden. Die Energie ist 
dann die Summe der Energien sämtlicher Spinwellen. Bezeichnen wir den 
Vektor q für die %-te Spinwelle mit gx, so ist die Gesamtenergie des Spingases 


r 
E= NE, + 2I 3 [3 — cosg,x — 00899; — C08gg:J]- (130, 14) 
:=1 


Aus dieser Formel folgt, daß bei negativem I kein Ferromagnetismus auf- 
treten kann, daß bei I < 0 die Energie beim größten r ein Minimum aufweist. 
Bei thermischem Gleichgewicht werden daher die ursprünglichen gleichen 
Orientierungen der Spins bestrebt sein, durcheinander zu geraten. Bei posi- 
tivem Austauschintegral dagegen wird das Energieminimum bei kleinstem r 
erreicht, so daß, wenn ein Teil der Spins der z-Achse entgegen gerichtet ist, 
diese Spins die Tendenz besitzen, sich parallel zur z-Achse auszurichten 
(r wird abnehmen). Der positive Wert des Austauschintegrals ist somit eine 
notwendige Bedingung für den Ferromagnetismus (nur in diesem Fall kann 
der Zustand mit der kleinsten Energie bei gleichgerichteten Spins sämtlicher 
Elektronen erreicht werden). Die Ursachen, die zur einseitigen Orientierung 
aller Spins führen, sind also nicht das fiktive Wrısssche Magnetfeld, sondern 
die Austauschkräfte. Der Ferromagnetismus ist eine Quantenerscheinung. 
Schließlich erkennen wir, daß der Ferromagnetismus nicht die Eigenschaft 
einzelner Atome ist, sondern eine Kristalleigenschaft darstellt, was mit der 
Tatsache übereinstimmt, daß es keine ferromagnetischen Gase gibt. 

Um die Magnetisierung eines Ferromagnetikums bei einer Temperatur 7 
zu berechnen, muß mit Hilfe statistischer Methoden der Mittelwert 7 gefunden 
werden. Dann ist das magnetische Moment eines Ferromagnetikums, das N 
Elektronen enthält, offenbar 


M_ MN — 27), (130, 15) 


wo Ms das magnetische Moment eines Elektrons (das Boursche Magneton) 
ist. Bezüglich der entsprechenden Berechnungen und anderen Einzelheiten 
verweisen wir den Leser auf die Fachliteratur. !) 


1) Vgl. Wonsowskı, S. N.: Die moderne Lehre vom Magnetismus. Uspechi 35 (1948) 
556; 36 (1949) 30; 37 (1949) 1; 87 (1949) 237. 
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8 131. Die Kernkräfte. Der Isospin 


Das Problem der Wechselwirkung der Nukleonen im Kern ist bei weitem 
noch nicht aufgeklärt. Man kann die Prinzipien der Quantenmechanik jedoch 
auf die Bewegung der Nukleonen im Kern wie auch auf die Wechselwirkung 
von Nukleonen mit Kernen anwenden. Auf diesem Wege wurden in den letz- 
ten Jahren bedeutende Fortschritte erzielt, und es zeigt sich, daß man den 
komplizierten Komplex der Kernwechselwirkungen mit Hilfe der Quanten- 
mechanik ordnen kann. 

Wir verweisen den Leser auf die Spezialliteratur!) und behandeln hier nur 
die einfachsten und wichtigsten Tatsachen. 

Es ist bisher nicht gelungen, Ausdrücke für das Potential der Protonen und 
Neutronen (die gewöhnlich gemeinsam als Nukleonen bezeichnet werden) im 
Atomkern anzugeben. Es ist offensichtlich, daß das Potential eine sehr kom- 
plizierte Funktion der Örter, Geschwindigkeiten und Spins der Nukleonen 
ist. Es ist sehr wahrscheinlich, daß es sich nicht als Summe von Potentialen 
paarweise miteinander wechselwirkender Nukleonen darstellen läßt. 

Jedoch ist selbst das „Potential“ eines Nukleonenpaares noch nicht bekannt, 
und man kann sich nur im Falle großer Abstände der Nukleonen voneinander 
ein einfaches Bild über die Kräfte machen. Trotzdem sind ziemlich weit- 
gehende Schlußfolgerungen über den Charakter der Kernwechselwirkung 
möglich, die es gestatten, den komplizierten Komplex der experimentellen 
Daten zu ordnen. 

Die Wechselwirkungsenergie zweier Nukleonen hängt vom Relativvektor 
Tıa, der Relativgeschwindigkeit b,, und ihren Spins 3, und 3, sowie, wie die 
Erfahrung zeigt, wesentlich vom Typ des Paares ab (d.h. davon, ob es sich 
um zwei Protonen, zwei Neutronen oder ein Proton und ein Neutron handelt). 
Außerdem kann bei der Wechselwirkung ein „Ladungsaustausch“ erfolgen, 
bei dem sich ein Proton in ein Neutron umwandelt und umgekehrt.?) 

Betrachtet man Proton und Neutron als zwei verschiedene Zustände eines 
und desselben Teilchens, des Nukleons, so kann man die grundlegenden Eigen- 


1) Vgl.A.C. Nassınos, Teopun aromnoro apa (Deutsche Übersetzung: A.S.Dawr- 
Dow: Theorie des Atomkerns, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1963). 
2) Vgl. BLoOcCHINZEW J.eksp. teor. Fiz. 29 (1955) 33. 
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schaften der Wechselwirkung der Nukleonen im /sospinformalismus durch 
sehr einfache Gesetzmäßigkeiten beschreiben. 

Da es nur zwei Ladungszustände des Nukleons gibt, ist es zweckmäßig, die 
dynamische Variable t, einzuführen, die nur zwei Werte annehmen kann. Die 
Wellenfunktion des Nukleons ist dann als Matrix mit einer Spalte zu schrei- 
ben (von der Abhängigkeit vom gewöhnlichen Spin wird vorerst abgesehen): 


y,(x) 0 | (Zustand „Proton“) 


%,(x) O | (Zustand „Neutron‘“) an 


Y (2, tz) — 


Analog hierzu wurde in der Theorie des gewöhnlichen Spins verfahren [vgl. 
8 60, (60, 3) und (60, 3”)]. Entsprechend der Terminologie der Optik, in der die 
Gesamtheit der Zustände, die sichallein durch Spinkomponenten voneinander 
unterscheiden, zusammenfassend als Multiplett bezeichnet wird, spricht man 
davon, daß die Zustände Proton und Neutron ein Ladungsdublett bilden. 

Man kann alle Operatoren, welche die Ladungszustände der Nukleonen 
ändern, wie im Falle des gewöhnlichen Spins mit Hilfe zweireihiger PAuL1- 
matrizen wie o,, o,, ao, (vgl. $ 59) ausdrücken. Wir bezeichnen die analogen 
Matrizen, die nun auf die Ladungsindizes 1 und 2 wirken, mit 


01 0-5 10 
= ne ‚n= 131, 2 
lee ee) 


Jeder beliebige Operator, der auf das Funktionenpaar (y,, y,) wirkt, kann 
als Linearkombination der Matrizen (r,, r,, r;) geschrieben werden. Analog 
zum gewöhnlichen Spin 3 definieren wir den Isospinvektor t durch die Glei- 
chung 

1> 
t= >” (131, 3) 
wobei der Vektor r die drei Komponenten z,, r,, 7, besitzt. Es ist klar, daß 
dieser „Vektor“ nichts mit dem gewöhnlichen Raum zu tun hat, sondern im 
abstrakten Ladungs- bzw. Isospinraum definiert ist. 

„Drehungen“ im Ladungsraum sind lineare Pranztonmäblohen. die der 
Wahl verschiedener Linearkombinationen des Proton- und Neutron- 
zustandes des Nukleons als Basisfunktionen entsprechen. An Stelle von y, 
und y, kann man beispielsweise als neue Basisfunktionen die symmetrische 


l 
91=——(Pı + %) 
Y2 


und die antisymmetrische 
1 
9 = vw (Yı — 9) 


wählen. Der Übergang von (y,, %s) zu (9,, 9,) entspricht einer Drehung 
im Isospinraum. 
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Die Definition des Isospinoperators t des Nukleons gestattet es, die Theorie 
des gewöhnlichen Spins auf die Theorie des Isospins zu übertragen. 

Insbesondere können die Operatoren t? und t, offensichtlich gleichzeitig auf 
Diagonalform gebracht werden. Ihre Eigenwerte sind 


. BE. NE. 
Pet + s=4+g (131, 4) 
[vgl. (59, 14) und (59, 15)]. 

Wir bemerken, daß t? gegenüber Drehungen im Isospinraum invariant ist. 
Offensichtlich gelten ferner für die Addition der Isospinvektoren eines Sy- 
stems von Nukleonen dieselben Regeln wie im Falle des gewöhnlichen Spins. 
Insbesondere gelten für den Vektor 3 des Gesamtisospins eines Systems von N 


Nukleonen, 


= 3 tr (131, 5) 
k=1 

k bezeichnet die Nummer des Nukleons), die Formeln (105, 20) und (105, 21): 
= T7T(T+1) T=0,1,2,3,... (131, 6) 

oder T=1/,3/, Pla --- 
I,=T,,|\T,;|<T. (131, 7) 

Skalarprodukte von Isospinvektoren der Form 

(ty = HE + ii 131, 8) 


die Größen t; und! mit s = 1, 2, 3 sind die Komponenten der Vektoren t’ 
und t’‘, die zu verschiedenen Nukleonen gehören) sind wie t? = (t, t) offenbar 
invariant im Isospinraum. 

Durch die Beziehung 


g= u + r,) (131, 9) 


drücken wir die Ladung Q einesaus N Nukleonen bestehenden Systems durch 
den Isospin aus. Insbesondere gilt für ein Nukleon 


Q-ZU+n. (131, 9) 


Eine wichtige physikalische Feststellung besteht darin, daß die Wechsel- 
wirkung von zwei Nukleonen miteinander isoinvariant ist (d.h. nicht von 
möglichen Drehungen im Isospinraum abhängt) und daß der Gesamtisospin 
bei der Wechselwirkung erhalten bleibt.!) 


1) Diese Tatsachen werden besonders exakt und vollständig durch experimentelle 
Arbeiten des Vereinigten Instituts für Kernforschung belegt. Vgl. DsuELEPow, W.P.,und 
B.M.PonTEcorvo: Usp. fiz. Nauk XXIV (1958) 15. 
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Gerade diese beiden fundamentalen Fakten gestatten es, den Isospin des 
Nukleons als neue dynamische Variable einzuführen. 

Die Wechselwirkung der Nukleonen muß natürlich außerdem im gewöhn- 
lichen Raum gegenüber Drehung, Spiegelung und Inversion invariant sein. 
Beschränkt man sich auf kleine Geschwindigkeiten der Nukleonen und be- 
rücksichtigt nur die Abhängigkeit von ihrem gegenseitigen Abstand r, ihren 
gewöhnlichen Spins 3, , 3, und Isospins t,, t,, so findet man die Invarianten r, 
(3,35), (tie), (317) (3,r). Diese können wiederum durch den Gesamtspin 
6 = 3, + 3, und den Gesamtisospin 3 = t, + t, ausgedrückt werden, und an 
Stelle der oben angeführten Invarianten kann man neue angeben: 


Bı, 8) > &, (131, 10) 
DT (131, 10) 

? ” 

3,1) 8,1) > Se = En 968. (131, 10”) 


Die letze Invariante wurde entsprechend dem üblichen Vorgehen so konstru- 
iert, daß ihr Mittelwert bezüglich der Winkel gleich Null ist. Die durch sie 
bestimmte Wechselwirkung ist offensichtlich eine nichtzentrale. Sie heißt 
Tensorwechselwirkung. Berücksichtigt man auch die Abhängigkeit von der 
Geschwindigkeit, so kann man weitere Invarianten bilden. Die Erfahrung 
zeigt jedoch, daß bei Geschwindigkeiten, die klein gegen die Lichtgeschwindig- 
keit sind, unter den möglichen Invarianten nur die Invariante (X ©) der Spin- 
Bahn-Wechselwirkung wichtig ist, wobei X der Vektor des Gesamtbahndreh- 
impulses der Nukleonen ist: An Stelle dieses Vektors kann man den Vektor 
%=2+ 6 des Gesamtdrehimpulses der Nukleonen einführen und die In- 
variante (%6) bilden. 

Berücksichtigt man alle angegebenen Invarianten, so kann man die 
Wechselwirkungsenergie der beiden Nukleonen in der Form 


U(l,2) =A(r, 8%, 7) + B(r, S°, P)- S,(1, 6) + C(r, 8°, 7?) (36) (131, 11) 


schreiben. 

Über die Funktionen A, B und C’ist jedoch nur sehr wenig bekannt. Vom 
Standpunkt der Mesonentheorie der Kernkräfte müssen sie fürr > ain der 
charakteristischen Form — e“"’“/r vom Abstand abhängen, wobei a = h/mc 
= 1,4 - 10-%#cm die Comrpron-Wellenlänge des z-Mesons ist. 

Aus diesem Grund eignet sich der Ausdruck (131, 11) mehr für die Klassi- 
fizierung der Zustände von Nukleonen als für die quantitative Berechnung der 
Niveaus oder der Streumatrix. 
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8 132. Systematik der Zustände eines Systems von Nukleonen 


Der HAmıLTonoperator eines Systems von Nukleonen ist nicht nur gegenüber 
Drehung, Spiegelung und Inversion, sondern auch gegenüber der Vertau- 
schung von Nukleonen invariant. 

Hieraus ergibt sich völlig analog zu dem in den Paragraphen 115 und 116 
beschriebenen Vorgehen, daß die Wellenfunktion bei der Vertauschung von 
zwei Nukleonen entweder symmetrisch oder antisymmetrisch sein muß. Da das 
Nukleon den Spin !/, besitzt, müssen antisymmetrische Funktionen gewählt 
werden, die zum PAuLiprinzip und zur FErMistatistik führen. 

Wir wollen nun die Zustände eines Systems aus zwei Nukleonen unter- 
suchen und betrachten zuerst den Isospin. Offensichtlich sind insgesamt vier 
Zustände möglich (’ =0und 7’ = 1,7, = 0, +1). Im ersten Fall ist der Zu- 
stand in den Isospinvariablen antisymmetrisch, im zweiten symmetrisch 
(analog zum gewöhnlichen Spin, vgl. die Theorie des Heliumatoms, $ 121). 
Die Energien der drei Zuständ ’=1, 7,=0, +1 sind einander gleich, 
weil der HamıLTonxoperator nicht von 7T,abhängt. Die Energien sind jedoch 
nur dann gleich, wenn die relativ schwachen elektromagnetischen Wechsel- 
wirkungen vernachlässigt werden. Wegen der unterschiedlichen Ladungen 
und magnetischen Momente von Proton und Neutron werden die Niveaus mit 
T; = 0, +1 im allgemeinen aufgespalten. Man bezeichnet die drei Niveaus 
als Ladungstriplett. Der Zustand mit 7’ =1 wird als Triplettzustand be- 
zeichnet. Der Zustand 7 = 0 bildet ein Ladungssingulett. 

Die Zustände werden weiter durch den Gesamtspin S voneinander unter- 
schieden. Es sind wieder vier Zustände möglich, und zwar der Triplettzustand 
S=1,8,=0, +1 und der Singulettzustand 8 = 0. Die Symmetrieeigen- 
schaften der Ortsfunktion werden durch die Symmetrieeigenschaften der 
Ladungs- und Spinfunktionen bestimmt. In nachstehender Tabelle werden 
die Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktionen für zwei Nukleonen an- 
gegeben. 


Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktionen 
eines Systems aus zwei Nukleonen 


L ungerade L gerade L gerade L ungerade 
a 8 8 a 


In der Tabelle bezeichnen „a“ die antisymmetrischen und „s“ die symmetri- 
schen Funktionen. Wir erinnern daran (vgl. $ 124), daß die Vertauschung im 
Falle eines Systems von zweiTeilchen der Inversion /,, (d.h. der Vertauschung 
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des Relativvektors r mit — r) äquivalent ist. Die Parität des Zustandes ist in 
diesem Fall gerade bzw. ungerade, wenn die Bahndrehimpulsquantenzahl Z 
gerade bzw. ungerade ist. 

Benutzt man die Bezeichnungen 8, P,D, F,... für L= 0,1, 2, 3, ... sowie 
die übliche Bezeichnung für den Gesamtdrehimpuls und die Multiplizität 
auch für die Systematik der Nukleonenzustände, so kann man einen Zustand 
vollständig durch die Angabe des Symbols 


@T+HN)2S+1)LE+ 
J 


charakterisieren. Dabei bezeichnen der erste Index die Ladungsmultiplizität 
(27T + 1), der zweite die Spinmultiplizität (29 + 1), die Zeichen +, — die 
Parität des Terms, der Index J seinen Gesamtdrehimpuls und Z=8,P,D, 
F,...denBahndrehimpuls. Für ein System aus zwei Nukleonen entfallen die 
Zeichen +, —, weil sie durch Zbereitsbestimmt werden. Häufigläßt man auch 
den Isospinindex 7 fort. 

Im Falle eines Systems aus zwei Nukleonen erhält man das in der folgenden 
Tabelle angegebene System möglicher Zustände für J = 0,1,2,... 


Die Zustände eines Systems aus zwei Nukleonen 


$ 133. Die Theorie des Deuterons 


Das Deuteron ist bekanntlich ein Wasserstoffisotop. Sein Kern besteht aus 
einem Proton und einem Neutron. Man weiß ferner, daß der Spin $ des Deu- 
terons gleich 1 ist. Da es nur einen Ladungszustand gibt, gilt 7 = 0. Mit Hilfe 
der Tabelle am Ende von $ 132 erkennt man, daß der Grundzustand des Deu- 
terons (7 = 0) der ?8,-Zustand oder möglicherweise der ®?D,-Zustand ist. Die 
Wellenfunktion des Grundzustandes muß jedoch die geringste mögliche Zahl 
von Knoten besitzen. Daher müssen wir dem Grundzustand den 38,-Term zu- 
ordnen. Da Tensorkräfte vorhanden sind, bleibt der Bahndrehimpuls nicht 
erhalten. Deshalb ist eine Beimischung des. ®D,-Zustandes möglich, die tat- 
sächlich existiert und ein elektrisches Quadrupolmoment zur Folge hat. Aus 
der Größe des Momentes schließt man, daß die Beimischung des ®D,-Zustan- 
des klein ist (etwa 5%). 

Die Erfahrung zeigt also, daß der Zustand 7 = 0, 8 = 1 der niedrigste ist. 
Weitere gebundene Zustände eines Systems von zwei Nukleonen sind nicht 
bekannt. 
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Da die Funktionen A (r), B(r) undC(r) im Ausdruck (131, 11) für die Wech- 
selwirkungsenergie der Nukleonen nicht bekannt sind, werden wir die Wellen- 
funktion des Deuterons im Grundzustand auf einem Umweg bestimmen, in- 
dem wir die experimentelle Feststellung benutzen, daß die Bindungsenergie 
der Nukleonen im Deuteron, Z, = — 2,1 10% eV, klein gegen die Ruheener- 
gie m„c? = 140 MeV des n-Mesons ist. 

Bei vorgegebenem 7, 8 und J (oder Z) wird die Wechselwirkungsenergie 
U (r) der Nukleonen (131, 11) einfach eine Funktion ihres gegenseitigen Ab- 
standes r. (Tensor- und Spin-Bahn-Wechselwirkung werden vernachlässigt. 
Sie ergeben übrigens für das Deuteron nur kleine Korrekturen, und zwar 

gerade die Beimischung des ®D,-Zustandes.) Die 
Ur) Gleichung für die radiale Wellenfunktion u(r) = 
ry(r) des Deuterons lautet 
_r 
£ h? d?u 
v ar +U(r)u=E,u, (133,1) 


wobei 1/u = l/m, + 1/m, gilt und die reduzierte 
Masse von Proton und Neutron [vgl. (104, 4)], m 
die Masse des Protons und m, die Masse des Neu- 
trons bedeuten. Da die letzten beiden Massen 
sich wenig voneinander unterscheiden, kann man 
u = m,|2 setzen. 


Abb. 87. Die Potential- Wir schreiben die Gleichung (133,1) in der 


kurve für die Proton-Neu- Form deu 

tron-Kraft im Deuteron. Se 2u U 

Das Niveau E,liegt bei dr? . h2 =” (133, 2) 
2MeV. Die Tiefe des Topfes h 

beträgt etwa 25 MeV; der Dabei gilt «= —= —2uE,/h? und 1/x = 4,31 - 1013 


Radius etwa 1,4: 10cm cm. Die-letzte. Länge bestimmt das asymptotische 
Verhalten der Wellenfunktion y(r) des Deuterons. 
Tatsächlich folgt für r > oo (U > 0) aus (133,2) u » e**", d.h. y(r) 
= Ce*"/r. Andererseits nimmt U(r) wie e”’/r(a = h/m„c = 1,4 : 10-18 cm), 
also bedeutend stärker als y(r) ab. Daher können wir annehmen, daß die 
Kernkräfte nur in sehr kleinem Abstand wirksam sind und sie fürr > a gänz- 
lich vernachlässigen. Dieses Verhalten wird in der Abb. 87 illustriert, in der 
die potentielle Energie U (r) eines Systems aus Proton und Neutron dargestellt 
wird. 
Mit Hilfe der Normierungsbedingung 


4 [y*(r) rdr=1 (133, 3) 
0 


erhält man die Konstante O = }’x/2r. Es gilt also 


er 


Ylr) = VE (133, 4) 
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Diese Funktion kann bei der Berechnung der Photospaltung des Deuterons 
und einiger Kernreaktionen mit dem Deuteron, bei denen große Stoßpara- 
meter wichtig sind, sowie in anderen Fällen benutzt werden. 

Wir bemerken, daß mandie Funktion gemäß ihrer Herleitung nicht für Ab- 
stände r <a (a = 1,4 - 10-13 cm) benutzen darf.!) 


8 134. Die Streuung von Nukleonen 


Das Problem der Streuung von Nukleonen ist sehr umfangreich und umfaßt 
so verschiedene Erscheinungen wie etwa die Streuung langsamer (thermischer) 
Neutronen im Wasserstoff und die Zusammenstöße schneller Nukleonen bis 
zu den höchsten Energien, bei denen neben der elastischen Streuung un- 
elastische Prozesse, in denen 72-Mesonen oder andere neue Teilchen entstehen, 
auftreten. Wir betrachten hier zwei wichtige Beispiele. 


4A.Die Streuung langsamer Neutronen an Protonen 


Im betrachteten Falle ist nur der 8-Zustand wichtig, weil die Wellenlänge 
Aj2r als viel größer als die Reichweite a der Kernkräfte vorausgesetzt wird. 
Wir erinnern daran, daß die höheren Zustände erst bei Abständen, die viel 
größer als A/2r sind, eine Rolle spielen (vgl. Abb.57). Wie man der Tabelle 
der möglichen Zustände zweier Nukleonen entnimmt, sind bei der (p, n)- 
Streuung die beiden Zustände 7’ = 0 und 7’ =1 beteiligt, wobei sich die 
möglichen S-Zustände durch den Gesamtspin voneinander unterscheiden (38, 
bzw. 1S,, d.h. Triplett- bzw. Singulettzustand). Es ist also erforderlich, die 
beiden Phasen ®n, und !n, zu berechnen. 

Wir betrachten zunächst den Fall des Triplettzustandes, in dem die Glei- 
chung für die Wellenfunktion v(r) mit (133, 2) übereinstimmen wird. Wir 
nehmen jedoch jetzt E > 0 an und setzen 24. E/h? — k2. 

Die asymptotische Form von u (r) lautet fürr >a 


u(r)=Csin(kr + 9). (134, 1) 


Nimmt man an,daß die Energie Z# desNeutrons klein gegen die Wechselwir- 
kungsenergie U (r) der Nukleonen ist, so kann man bei der Lösung von (133, 2) 
den Term mit E gegenüber dem Term mit U vernachlässigen. Das bedeutet, 
daß die logarithmische Ableitung w’/u fürr <a nahezu von E unabhängig ist 
(für kleines EZ). Wir bezeichnen diese Größe mit «a. 

Da die logarithmischen Ableitungen an der Grenze r = a einander gleich 
sein müssen, erhält man mit Hilfe der Lösung (134, 1) 

u’ 
() = kctg(ka+)= —a. (134, 2) 
U /r=a 

1) M.G.MESTSCHERJAKOW zeigte experimentell, daß bei Zusammenstößen schneller 
Nukleonen mit Kernen eine große Zahl von Deuteronen durch die Kerne emittiert wird. 
Diese Tatsache ist ein Hinweis auf die Existenz einer sehr starken Bindung im Deuteron 
bei kleinen Abständen. Vgl. hierzu auch BrocHinzew, D.I.: J. eksp. teor. Fiz. 33 
(1957) 1296. 
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Bei Vernachlässigung der kleinen Größe ka folgt 
k 
Ve + a2 


Hieraus ergibt sich nach der allgemeinen Formel (80, 18) der differentielle 
Wirkungsquerschnitt zu 


dq(d) = —zsin? 21) dQ = 


sin (n,) = — (134, 3) 


2n i 
az 849. (134, 4) 
Wir interessieren uns nun für den Zusammenhang zwischen « und x. Wie 
wir wissen (vgl. $ 80), ist die Phase n für einen gebundenen Zustand gleich 
+ioo. Setzen wir in (134, 3) ®7, = +ioo ein, so finden wir k = + ie, und da- 
her wird sich die Wellenfunktion « (r) für einen gebundenen Zustand wie e-°r 
verhalten. Durch Vergleich dieses Ergebnisses mit (133, 4) ergibt sich« = x. 
Man kann die Formel (134, 4) also in der Form 


27 
k2 + x2 


d3g(d) = sin 8 dd (134, 5) 


schreiben, wobei die Größe x aus der Bindungsenergie des Deuterons berech- 
net werden kann. Der Gesamtquerschnitt ist für den Triplettzustand (S = 1) 


mir 
IT era (134, 6) 
Analog erhält man für den Singulettzustand ($ = 0) 
4 
IE r seen 7 
I: naerrE (134, 7) 


wobei 1/*, eine neue Länge ist, die aus dem Wechselwirkungspotential im 
Singulettzustand bestimmt werden kann. Da sie völlig analog zu x= x; in die 
Formel für den Wirkungsquerschnitt eingeht, wird die ihr entsprechende 
Energie E, = h?x?/2u > 0 als Energie des „virtuellen“ Niveaus des Deuterons 
bezeichnet. 


B. Die elastische Streuung von Nukleonen 


In diesem Abschnitt untersuchen wir die elastische Nukleon-Nukleon-Streu- 
ung. Wir weisen darauf hin, daß bei Energien von E,> 292 MeV Mesonen er- 
zeugt-werden können. Der Beitrag dieses unelastischen Prozesses ist jedoch 
selbst bei Energien von E, == 400 MeV noch gering. ' 

Wir betrachten zunächst die einfallende Welle Y°, welche die Bewegung der 
beiden Nukleonen vor der Streuung beschreibt. Wir interessieren uns nur für 
die Relativbewegung, so daß %° nur von der Differenz t = tr, — tz der Orts- 
vektoren der Nukleonen abhängt. Offensichtlich gilt 


Y°! = yP(r)S% (8,1, 8,2) 7’ (ig » a2) (134, 8) 
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Dabei sind 8° die Spinfunktion (vgl. $ 121), TO die Isospinfunktion, s,, und s,, 
die Spinkomponenten der Nukleonen in Richtung der 2-Achse und t;,, t3a die 
dritten Komponenten des Isospins der Nukleonen. Wegen (131,4) gilt 
tz = +!/, für das Proton und !, = —!/, für das Neutron. Die Struktur der 
Funktion T (tz, , t3,} ist der von $ (s,, , s,,) völlig analog. Die beiden Nukleonen 
werden nun als identische Teilchen aufgefaßt, die dem PAuLiprinzip gehor- 
chen. Die Wellenfunktion Y° muß daher gegenüber der Vertauschung der Nu- 
kleonen antisymmetrisch sein. Bei der Vertauschung geht rin —r über, so 
daß der Symmetriecharakter der Funktion yP(t) mit ihrer Parität überein- 
stimmt. Die Symmetrieeigenschaften der Funktionen y°(r), S’ und 7’° müssen 
so gewählt werden, daß die Gesamtwellenfunktion \® antisymmetrisch ist. 
Stellt die Ortsfunktion yP(r) eine einfallende ebene Welle mit dem Impuls 
p = hf dar, so muß man an Stelle der Funktion e‘!t [vgl. (80, 5)] die Funk- 
tionen ME ‚ 

Ya, lt) = ett + etti (134, 9) 
wählen. Diese symmetrische bzw. antisymmetrische Darstellung drückt die 
Tatsache aus, daß wir nicht unterscheiden, welches Nukleon getroffen und 
welches gestreut wird. 

Bezeichnet man die Amplitude der an der einfallenden Welle e‘!: um den 
Winkel ® gestreuten Welle mit A(®), so ist die Amplitude der an der Welle 
e-'!t gestreuten Welle offensichtlich gleich A (rn — ®); denn der Ersetzung von 
t durch —r entspricht die Ersetzung von # durch x — ®. Daher besitzt dis ge- 
samte (einfallende und gestreute) Welle für identische Teilchen zum Unter- 
schied von (80, 5) für große r die Form 


Ya,ılt) set reitirt "ra (9) + Alan - ®)]. (134, 10) 


Der entsprechende differentielle Wirkungsquerschnitt 9(®) ist 
ga) =]A(d) +LAln — BP. (134, 11) 


In (134, 10) berücksichtigten wir die Spinabhängigkeit der Funktion Vz 
und der Amplitude A nicht. Die Formel lautet bei Berücksichtigung dieser 
Abhängigkeiten 


Pt, 8,15 8225 far: fa2) = Ya, sl) 8 (8,15 822) Tllgı; ige) + 
eikr 
nm Ders [A (ö, S21> 922» fa: tz.) + An er d, 9215 922» tz; t32)]- (134, 12) 


Wir betrachten nuneinigeSpezialfälle. Zuerst untersuchen wir dieStreuung 
eines Protons an einem Proton („pp“-Streuung). In diesem Fall gilt 7’ =], 
T,;,= +1, 8 = 0 oder 1. Die Spinfunktion S°(s,, , s,,) stimmt mit einer der 
Funktionen $(s,}, 8,5) in (121, 13) bis (121, 14”) überein (je nach der Größe 
des Spins und seiner z-Komponente). Die Funktion für" =1,T, = +1 ist 


T(ty,,t3) = 8% (far: iap); (134, 13) 
553 


XXIV. DER ATOMKERN 


wobei 8, die Funktion (121, 14) ist, in der s,, durch i,, und s,, durch t,, zu er- 
setzen ist. 

Der gesamte Streuquerschnitt ist gleich dem Quadrat desBetrags der Am- 
plitude der gestreuten Welle ei#r/r in (134, 12). Wir bezeichnen den Wirkungs- 
querschnitt für den Triplettzustand $ = 1 mit 


3g(8) = |°A(8) + 3A lm — BR. (134, 14) 


Dabei haben wir dieSpinvariablen nicht angegeben. Die Wirkungsquerschnitte 
sind offensichtlich für alle drei Spinorientierungen 8, = 0, + 1 gleich. Für den 
Singulettzustand ist der Wirkungsquerschnitt 


14(8) = |14(8) + 14m - HR. (134, 15) 


Sind im einfallenden Bündel alle Spinorientierungen gleichwahrscheinlich 
(nichtpolarisiertes Bündel), so ist jeder Spinzustand mit der Wahrscheinlich- 
keit !/, vertreten. Der Streuquerschnitt ist für nichtpolarisierte Protonen da- 
her 


1 
10) = al) + 24). 034,16) 


Bei Vernachlässigung elektromagnetischer Wechselwirkungen (der Ladun- 
gen und magnetischen Momente) ist der Operator 7’, nicht im HAMILTonN- 
operator enthalten. In dieser Näherung muß die Wechselwirkung der Nu- 
kleonen isoinvariant sein. Sie kann also nur vom Wert des Gesamtisospins 
abhängen, muß aber von seinen Komponenten unabhängig sein. 

Bei Zusammenstößen von zwei Neutronen („nn“-Streuung) haben wir 
T=1,T, = -—1. Hieraus folgt, daß der Streuquerschnitt für Neutronen 
gleich dem für Protonen ist: 


(9) = md). (134, 17) 


Bei Zusammenstößen von Protonen mit Neutronen („pn“-Streuung) ist die 
Lage etwas komplizierter. Wir haben es in diesem Fall mit einer Superposi- 
tion der beiden Zustände T=1,7,=0undT=0, 7, =0 zu tun. 

In der einfallenden Welle %° (134, 8) ist TO(tz, , t,) für 7=1, T7,=0 
gleich 83’ (a1, ga) [vgl. (121, 14”)] und für 7’ =0, T, = 0 gleich $,(t,, ; tz3) 
(vgl. (121, 13)]: 


T’(ty],t32) = +, ta), (ta) + Syn, (ta) I, (taı))- (134, 18) 


1 
m 
Dabei gehört der Index +1!/, bzw. —!/, zum Proton bzw. Neutron. Beide 
möglichen Zustände sind Superpositionen von Proton- und Neutronzustand. 

Um den Zustand des Protons und Neutrons zu erhalten, muß man eine 
Superposition der Zustände mit ’=1 und T7’=0 wählen. Beispielsweise 
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muß man für den Singulettzustand 8 = 0 die einfallende Welle in der Form 


T=0 


Yı_ EL vlt) 82(8,1> 822) 8a (kaıs ba2) + — Poll) 8a RR (a1, ige) = 


RK 


= eilt) 8, (t31) 8-4, (too) Sa (821, 8:2) + (134, 19) 
+ eitlt.-%) S, ı (t32) S_.,, (tz 1) Sa(8,1> 8,9) 


schreiben. 

Diese Superposition stellt eine solche Welle dar, daß ein Teilchen mit dem 
Impuls + die Isospinkomponente t, = +!/, (Proton) und ein Teilchen mit 
dem Impuls —? die Isospinkomponente t, = —!/, (Neutron) besitzt. Wir 
haben also eine einfallende Welle, wie ein Proton mit dem Impuls + und ein 
Neutron mit dem Impuls — t darstellt. Eine Numerierung derTeilchen 1 und2 
ist sinnlos. 

Wegen der Linearität der Gleichungen ist auch die Amplitude F,„(®) der 
(p, n)-Streuwelle eine Superposition der Amplitude 


F,(@) = A,(#) + Alm — 9) 
für den Zustand 7’ =1 und ' 

Fo(#) = Au(d) + Ayla — ®) 
für den Zustand 7 = 0, wobei die Koeffizienten dieselben wie bei der Super- 
position der einfallenden Wellen sind (+ +1/ Ir 


F,n(9) = über — FB). (134, 20) 


E 


Der Streuquerschnitt für die „pn“-Streuung ist daher 
i ’ 
nd) = F7 (1(9) + 19) + RelF,(d) Fr} (9)]. (134, 21) 


Wir betrachten nun die Summe q,,(®) + gpn (7% — d),die offensichtlich den 
Wirkungsquerschnitt angibt, wenn das gestreute Teilchen ein beliebiges Teil- 
chen (p oder n) ist. (Wird das Proton um den Winkel d# gestreut, so wird das 
Neutron um den Winkel z — ® gestreut.) 

Bei der Ersetzung von ddurchrz — # haben wir jedoch F, (r — 9) = F,(9), 
da die Ortsfunktion für 7 = 1 symmetrisch ist und A, (r —9) = —F,(P), 
da sie für 7 = 0 antisymmetrisch ist. Daher folgt 


HMM) +HnRr-N=nd)+gnP). (134, 22) 


Es gilt jedoch q,(#) = 9,(9) = "n(®). Mit Hilfe der gemessenen Größen 
Gpn(®) und q,,(9) kann man also den Streuquerschnitt g,(9) im Zustand 
T = 0 berechnen. 
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Abb.88 zeigt die Winkelabhängigkeit von q,(®) und g, (9) bei einer Energie 
zwischen 380 und 400 MeV. Wie man sieht, hat die Wechselwirkung in den 
Zuständen 7’=0 und 7’ =1 völlig verschiedenen Charakter. Die totalen 
Wirkungsquerschnitte g, und g, sind ebenfalls unterschiedlich. Während g, bei’ 
hohen Energien praktisch konstant ist, nimmt g, mit wachsender Energie ab. 


24rmb/ster 


Abb.88. Die Winkelabhängigkeit 
der elastischen Streuung in den 
Isospinzuständen 7’=0 (9,(2)) und 
T =1 (q,(#)) für eine Energie der 
Nukleonen von 400 MeV. Im Falle 
T = ist die Streuung isotrop!) 


45° 90°. 
8 135. Die Polarisation bei der Streuung von Teilchen mit Spin 


Wie wir sahen, sind die Kernkräfte spinabhängig. Bei der Streuung von Nu- 
kleonen an Nukleonen oder an Kernen sind die Streuwellenamplitudenfolglich 
bei verschiedenen Spinorientierungen der gestreuten Teilchen voneinander ver- 
schieden. Es entsteht eine Polarisation. Die primären Teilchen sind gewöhnlich 
nicht polarisiert. Der Anfangszustand ist daher gewöhnlich kein reiner, son- 
dern ein Gemisch, das sich aus Zuständen mit verschiedenen Spinorientie- 
rungen zusammensetzt. Dabei ist jede Spinorientierung mit einer Wahr- 
scheinlichkeit P, vertreten. Es ist zweckmäßig, ein derartiges Bündel durch 
die Dichtematrix oe (vgl. $ 45) statt durch eine Wellenfunktion zu beschreiben. 

Wir betrachten die Polarisation eines Teilchens mit dem Spin !/,. Die Spin- 
eigenfunktionen seien gleich p, und 93. 

Im einfallenden Bündel mögen die beiden Spinzustände y, und y, mit den 
Wahrscheinlichkeiten P, und P, vertreten sein. Diese Zustände können als 
Linearkombinationen der Zustände @, und 9, dargestellt werden: 


2 
Y = 2 GP» i=1,2. (135, 1) 
Nach (45, 7) werden die Elemente der Dichtematrix o durch die Formel 
2 
= & Palnsenr (135, 2) 
n=1 


1) CERN, Symposium 1956 Bericht, von W.P.DsHELEPOw. 
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bestimmt. Der Mittelwert eines beliebigen Spinoperators O lautet nach der all- 
gemeinen Formel (45, 8) 


0 = Sp(e0). (135, 3) 

Da o eine zweireihige Matrix ist, kann sie als Linearkombination aus PAULI- 
matrizen dargestellt werden: 

e=A+(87). (135, 4) 


Die Koeffizienten A und 3 drücken wir durch den Mittelwert des Spins 


3= (h/2)6 oder zweckmäßiger durch den Mittelwert von 5 aus. Dazu be- 
nutzen wir die Beziehungen 


Sps = 0, Sp? = 2. (135, 5) 
Wir erhalten 


5, = Sp(eo,) = ASpo, + Spo,(87) = B,, 


d.h.d = 8, und mit Hilfe der Normierungsbedingung Spe = 1 ergibt sich 
ferner A = !/,. Die Matrix 


1 
a 


ar 


> 
o 


charakterisiert also den Polarisationszustand des einfallenden Bündels. Wie 


man sieht, wird sie direkt durch den Spinvektor 5 und seinen Mittelwert 6 
ausgedrückt. Für ein nichtpolarisiertes Bündel gilt o = (!/,). Durch die 
Streuung ändern sich die Spinzustände, und an Stelle des Gemisches der Zu- 
stände y, und y, erhalten wir ein Gemisch gewisser neuer Zustände %| und 
%y5. Die neuen Zustände können mit Hilfe der Elemente der Streumatrix 
S,,(8) durch die alten ausgedrückt werden: 


vi = 8,,(0) pr. (135, 7) 


Die Matrixelemente hängen vom Winkel # und dem Teilchenimpuls f ab. 
Für 9 = 0 ist die Streumatrix S(#) der Streuamplitude A(®) proportional. 
Nach dem Transformationsgesetz für Matrizen ist die neue Dichtematrix 


oe’ =S+08, (135, 8/ 
wobei S*+ die adjungierte Matrix ist. Ist das einfallende Bündel nicht polari- 
siert, so ist o gleich !/,, und es gilt 

0 = 2 8t8. (135, 9) 


Diese Größe ist nicht auf 1 normiert, weil $ neben den Spinvariablen weitere 

Variable enthält (9, k, ...). Der Mittelwert nach der Streuung muß daher mit 
Hilfe der Formel 

3 _ Spo’o 

Spe 


(135, 10) 
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berechnet werden. Diese Größe wird als Polarisationsvektor ® bezeichnet: 
2=70.. (135, 11) 


Der Betrag von ® hängt von der Streumatrix S oder’der Streuamplitude A ab. 
Man kann zeigen, daß der Polarisationsvektor senkrecht auf der Streuebene 
steht, die durch den Wellenvektor t vor der Streuung und den Wellenvektor F 
nach der Streuung aufgespannt wird. 

Der Polarisationsvektor ® ist als Mittelwert von 0 ein Pseudovektor. Des- 
halb steht auf der rechten Seite von (135, 10) ebenfalls ein Pseudovektor. Das 
Vektorprodukt fx f’ ist der einzige Pseudovektor, der aus den die Streuam- 
plitude charakterisierenden Größen gebildet werden kann. Wir können also 


P=eltxt] (135, 12) 


schreiben. Dabei ist & ein Proportionalitätsfaktor, der vom Winkel und der 
Energie abhängt. Hieraus folgt, daß der Polarisationsvektor für kleine Winkel 
gegen Null geht. Hat ? die Richtung der z2-Achse, so ändert sich bei der Er- 
setzung des Azimutes p durch 7 — 9 (insbesondere der Rechts- durch Links- 
streuung) das Vorzeichen des Polarisationsvektors. 

Das Experiment bestätigt die Existenz der Polarisation.!) Bei der Streuung 
von Protonen durch Protonen erreicht die Polarisation bei 600 MeV Energie 
40%. 


8 136. Die Anwendung der Quantenmechanik auf die Systematik 
der Elementarteilchen 


Im $3 wurden in einer Tabelle die Eigenschaften der zur Zeit bekannten 
Elementarteilchen angegeben. 

Das wesentliche Merkmal der meisten Elementarteilchen istihre Instabilität. 

Sie zerfallen nach kurzer Zeit (vgl. die Lebensdauern in der letzten Spalte der 
Tabelle) und wandeln sich in andere Elementarteilchen um. 
“ Unter den Umwandlungsprozessen der Elementarteilchen nehmen die 
Teilchen-Antiteilchen-Wechselwirkungsprozesse (Elektron-Positron-, Pro- 
ton-Antiproton-Wechselwirkung usw.), die als Zerstrahlungsprozesse be- 
zeichnet werden, einen besonderen Platz ein. Beim Zerstrahlungsprozeß ver- 
schwinden Teilchen und Antiteilchen und wandeln sich in Mesonen, y-Quan- 
ten, Elektronen und Neutrinos um. Diese Prozesse können im Rahmen der 
nichtrelativistischen Quantenmechanik nicht erfaßt werden, in der - wie auch 
in der klassischen Mechanik — das Gesetz von der Erhaltung der Teilchenzahl 
gilt. Die Theorie der Elementarteilchen kann daher nicht ohne die Benutzung 
der Quantenfeldtheorie und der relativistischen Quantenmechanik aufgebaut 
werden. Für die Klassifizierung der Elementarteilchen genügen trotzdem die 
grundlegenden Prinzipien der Quantenmechanik. 


ı) Vgl. DsueLerow, W.P., und B. M. Poxtecorvo: Usp, fiz. Nauk XXIV (1958) 
1. 
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Man kann die Elementarteilchen zunächst nach ihren Massen in schwere 
(Baryonen), mittelschwere (Mesonen) und leichte (Leptonen) einteilen. Zu 
den Baryonen gehören Nukleonen (Proton, Neutron) und Hyperonen (über- 


Massel(in Einheiten 4 Masselin Einheiten 
J000-| ger Elektronenmässe) oer Elektronenmasse) 


2900 
Kig(kR%) 
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a) b) 


Abb.89. Schema der Elementarteilchen und ihrer Zerfälle 
a) Baryonen (Niveaus des Nukleons), 
b) Mesonen und Leptonen 


schwere Teilchen). Gegenwärtig sind das A%.Hyperon, das &-Hyperon und 
das Kaskadenhyperon # bekannt. Alle Hyperonen besitzen den Spin !s, 
sind also Fermionen (vgl. $ 116). BeiHyperonenzerfällen entstehen letztlich 
Nukleonen. Aus diesem Grunde faßt man die Hyperonen als angeregte Zu- 
stände des Nukleons auf, wobei die Masse als Maß der Anregung dient. Dem- 
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entsprechend sind die Hyperonen im Diagramm der Abb.89 als Niveaus dar- 
gestellt, die bei bestimmten Massenwerten (in Einheiten der Elektronenmasse 
angegeben) liegen. Ferner findet man in der Abbildung die Quantenübergänge, 
die mit Emissionen von rz-Mesonen oder y-Quanten und Übergängen in Ni- 
veaus mit geringerer Anregung (Umwandlung in leichtere Hyperonen) ver- 
bunden sind. Wie man sieht, bestehen die Niveaus des Nukleons aus Gruppen 
von Linien, welche Teilchen mit benachbarten Massen und verschiedenen 
Ladungen darstellen. Jede Teilchengruppe entspricht einem gemeinsamen 
Wert des Isospins und verschiedenen dritten Komponenten des Isospins, bil- 
det also ein Ladungsmultiplett (vgl. $ 131). Proton und Neutron (der niedrig- 
ste Zustand) bilden ein Dublett mit’ =!/, T3,= +!js. Das A%-Hyperon, 
ein neutrales Teilchen, hat keine unmittelbaren „Nachbarn“. Es besitzt den 
Isospin T = 0 und die dritte Komponente 7’, = 0. Das 2-Hyperon hat drei 
Ladungszustände (0, + e). Dementsprechend sind der Isospin 7 = 1 und die 
dritten Komponenten des Isospins T, = 0, +1. Schließlich bildet das &- 
Hyperon ein Dublett (Ladungen 0 und —e), was dem Isospin T = !/,und den 
dritten Komponenten T, = !/, entspricht. 

Das oben entworfene einheitliche Bild der Hyperonen stößt aber noch auf 
die Schwierigkeit, daß die Beziehung (131, 9) zwischen Ladung und Isospin 
eines Teilchens für die angeregten Zustände nicht erfüllt ist. Zur Lösung dieses 
Problems schlugen GELL-MAnN und NISHIJIMA vor, eine neue Quantenzahl $, 
die Strangeness („Seltsamkeit“), einzuführen und die Beziehung (131, 9) in 
der Form 


N N 


zu verallgemeinern (N ist die Baryonenzahl). Für das Nukleon ist S = 0, für 
das AP. und das &-Hyperon $= —1 und für das &-Hyperon S= —2. Der 
„Index“ eines Teilchens umfaßt also insgesamt den Wert des Spins o, des 
Isospins 7’, der dritten Komponente des Isospins T, und die Strangeness $. 
Das 2°-Hyperon wird z.B.durcho ='!,T=1,T7,= —1,8= — Icharak- 
terisiert. Diese vier Zahlen werden in der Abb. 89 und in der Tabelle der Ele- 
mentarteilchen (S.9) für alle Teilchen angegeben; für die Antiteilchen be- 
sitzen T’, und 8 die entgegengesetzten Vorzeichen. Antiteilchen kennzeichnet 
man gewöhnlich durch eine „Schlange“ (z. B. Ab). Die Zustände der Antiteil- 
chen werden in der Abbildung besonders angeführt. Die Mesonen und 
Leptonen sind auf der rechten Seite dargestellt.!) Die K-Mesonen sind die 
schwersten Mesonen. Nach allen bekannten Daten besitzt das K-Meson den 
Spin o = 0 und den Isospin T =!/,, T, = +!/, (Ladungsdublett mit den 
Ladungen 0 und e). Die Strangeness der K-Mesonen ist S = 1. Wie man dem 
Schema entnimmt, zerfallen sie entweder in z-Mesonen oder Leptonen. 

Die dreir-Mesonen (r und rt) besitzen die Spins o = 0. Sie sind Bosonen 
(vgl. $ 116) und bilden ein Ladungstriplett mit 7 = 1, T, = 0, +1. Wie man 


I) Die im Diagramm auf der rechten Seite angegebenen Teilchen K9 und K9 sind Super- 
positionen der Zustände K® und K®, 
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sofort mit Hilfe der Formel für die Ladung sieht, ist die Strangeness aller 
r-Mesonen gleich Null. 

Starke Wechselwirkungen der Mesonen und Baryonen verlaufen unter 
Strangenesserhaltung (d.h.,Sändertsich bei starken Wechselwirkungennicht). 
Dieser Umstand wird durch das experimentell gefundene Gesetz von der 
assoziierten Erzeugung der „seltsamen“ Teilchen (das sind Teilchen mit 
S + 0) ausgedrückt. Beispielsweise ist eine Erzeugungsreaktion für das 
4A°-Hyperon von der Art a +p- 4° +, bei der nur ein „seltsames“ 
Teilchen (das A°-Hyperon) entstehen würde, nicht möglich. Die Reaktion 
a + p- 4% + K° dagegen ist die zur Erzeugung von A°-Hyperonen und 
K-Mesonen übliche. BeiZerfällen „seltsamer“ Teilchen (schwache Wechselwir- 
kungen) bleibt die Strangeness nicht erhalten. Für den Zerfall 4° > pt” 
gilt z.B. AS +0. 

Zu den Leptonen gehören das Elektron e (und sein Antiteilchen, das Posi- 
tron €), das Neutrino » (und das Antineutrino 5) sowie das u-Meson (und das 
{-Meson). 

Zur Zeit gibt es keine bestimmte Systematik der Leptonen, und die An- 
wendung der Begriffe des Isospins und der Strangeness auf sie ist nicht offen- 
sichtlich. 

Das Photon y, das den Spin 1 besitzt, nimmt in der Systematik einen be- 
sonderen Platz ein. 

Es ist möglich, daß Leptonen und Photonen unter den Elementarteilchen 
eine fundamentale Rolle spielen, weil alle instabilen Teilchen letztlich ent- 
weder in Elektronen und Neutrinos oder in Photonen zerfallen. 


36 DBilochinzew, Grundlagen 661 
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8 137. Das formale Schema der Quantenmechanik 


Wir sind bei der Entwicklung der quantenmechanischen Grundsätze bewußt 
nicht streng deduktiv vorgegangen. Der logische Aufbau führt bei einer de- 
duktiven Darlegung unvermeidlich zu einer Abstraktheit, die notwendiger- 
weise die experimentellen Grundlagen der einzelnen verallgemeinernden 
Grundsätze verdeckt. Nun, am Schluß des Buches ist es zweckmäßig, die 
wesentlichen Grundsätze und Aufgaben der Quantenmechanik noch einmal 
zusammenzufassen. 

Die Quantenmechanik erforscht statistische Gesamtheiten von Mikroteil- 
chen und löst drei Hauptaufgaben: 

1. Die Bestimmung der möglichen Werte physikalischer Größen (die Be- 

stimmung des für die Größen maßgeblichen Spektrums). 

2. Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit für die möglichen Werte dieser 

Größen in einer Gesamtheit von Mikroteilchen. 

3. Die zeitliche Änderung der Gesamtheit (die Bewegung der Mikroteilchen). 

Die Zugehörigkeit der Mikroteilchen zu einer bestimmten Gesamtheit wird 
in der Quantenmechanik durch eine Wellenfunktion y charakterisiert. 

Diese Funktion ist die Funktion eines vollständigen Satzes von Größen, die 
wir mit x bezeichnen.) 

Die Zahl der Größen, die einen vollständigen Satz bilden, wird durch die 
Natur des Systems bestimmt und entspricht der Zahl seiner Freiheitsgrade. 
Je nach der Wahl des Satzes der Größen, die als Argumente der Wellenfunk- 
tion auftreten, sprechen wir von einer bestimmten Darstellung des Zustandes. 

Die Wellenfunktion besitzt außerdem noch einen (oft fortgelassenen) 
Index (n), z.B. y,(x), der auf einen anderen Satz hinweist und durch den die 
Wellenfunktion selbst bestimmt wird. 

Eine durch eine bestimmte Wellenfunktion beschriebene Gesamtheit wird 
als reine Gesamtheit bezeichnet. Eine Gesamtheit, die keine bestimmte Wellen- 
funktion besitzt, heißt gemischte Gesamtheit. Sie wird durch die Dichtematrix 
charakterisiert. 

Die Grundeigenschaft der reinen Quantengesamtheiten drückt sich im 
Überlagerungsprinzip aus: Werden zwei mögliche Zustände durch die Wellen- 


1) Hier darf x nicht unbedingt als Koordinate oder als Symbol für Koordinaten auf- 
gefaßt werden. Wir bezeichnen mit diesem Buchstaben eine beliebige Menge diskreter 
oder kontinuierlicher Variabler, die einen beliebigen vollständigen Satz darstellt. 
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funktionen y, und ı, dargestellt, dann besteht auch ein dritter Zustand, der durch 
die Wellenfunktion 
Yy=aYı tr @Yr (09) 
dargestellt wird, wo c, und c, beliebige Amplituden sind. 

Ferner werden alle Beziehungen zwischen physikalischen Größen in der 
Quantenmechanik in der Sprache linearer selbstadjungierter Operatoren aus- 
gedrückt, so, daß jeder reellen physikalischen Größe L ein sie darstellender 
linearer, selbstadjungierter Operator L zugeordnet wird. 

Die Darstellung der Größen durch Operatoren wird mit den zu messenden 
Größen durch eine Formel verbunden, die den Mittelwert L der Größe im Zustand 
y bestimmt. Diese Formel lautet 


L= (,Ly) (1) 
mit der Normierungsbedingung!) 
l1=(y,y). 


Diese Bestimmung des Mittelwerts ermöglicht es, das Spektrum der Größe _L, 
d.h. ihre möglichen Werte zu finden. Dazu werden Zustände gesucht, indenen 
die Größe L nur einen bestimmten Wert besitzt, d.h. solche Zustände, in 
denen 4.2? = 0. Diese Forderung führt zur Gleichung für die Eigenfunktionen 
des Operators L (vgl. $ 20): 


Ly,(@) =L'y,()- (III) 


Daraus findet man das (kontinuierliche oder diskrete) Spektrum von L und 
die zugehörigen Eigenzustände y,(2). Es wird angenommen, daß die Eigen- 
werte des Operators L jene Werte der Größe L sind, die im Versuch beobachtet 
werden. 

Da die Eigenfunktionen ein orthogonales Funktionensystem bilden, kann 
jede beliebige Wellenfunktion y(z) nach ihren Eigenfunktionen y,(2) spek- 


tral zerlegt werden: 
= y(z) = Zei) ya), (137, 1) 


T 
c(L) = (y,:Yy)- (137, 2) 


Das Summenzeichen 2 muß als Integralzeichen aufgefaßt werden, wenn das 
Spektrum von Z kontinuierlich ist. 

Diese Spektralzerlegung wird faktisch in jeder Vorrichtung verwirklicht, 
die die Gesamtheit y (x) in Untergesamtheiten y, (x) zerlegt, insbesondere also 
in einem Meßapparat, der die Größe L mißt. 


wo 


!) Wir bezeichnen mit dem Symbol (%, Lv) das „skalare Produkt“ von w und Lv, das 
im Fall kontinuierlicher Variabler die Form eines Integrals besitzt: 


(u, Lv) = [uw -Lvu(dz), 
im Fall diskreter Varisbler aber die Form einer Summe besitzt; 


(u Lv) = SZ DukL,mtm- 
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Die Wahrscheinlichkeit, in einer durch die Wellenfunktion y(x) charak- 
terisierten Gesamtheit einen bestimmten Wert L der Größe L zu finden, ist 
|e(Z) |? (im Fall des kontinuierlichen Spektrums ist | c(L)|?die Wahrscheinlich- 
keitsdichte). 

Andererseits ist c(L) eine Funktion der gleichen Gesamtheit, aber in der 
„Z“-Darstellung. Mit anderen Worten, c(L) und (x) stellen die gleiche 
Gesamtheit dar. 

Ein vierter, wesentlicher Punkt der Quantenmechanik bezieht sich auf die 
zeitlichen Änderungen von Gesamtheiten. Man findet die Wellenfunktion, welche 
die zeitliche Änderung einer Gesamtheit beschreibt, aus der SCHRÖDINGER- 
gleichung: „dv 
har = Hy, (IV) 
wo der Operator H der HamıtTonoperator des Systems ist, der nur von der 
Art des Systems und der darauf einwirkenden äußeren Felder abhängt. Der 
Operator H wird zum Operator der Gesamtenergie des Systems, wenn die 
äußeren Felder zeitunabhängig sind. In der Regel ist 


B=- TU; (137, 3) 


wo T der Operator der kinetischen Energie und U die potentielle Energie oder 
der die Kräftefunktion darstellende Operator ist. 

Der Operator T ist eine Funktion des Impulsoperators p. Die Erfahrung 
zeigt, daß bei fehlenden magnetischen Kräften gilt: 


T=% 9 (137, 4) 
k 2m, 2 e 
wo $, der Impuls des k-ten Teilchens und m, dessen Masse ist. Bei vorhande- 
nem Magnetfeld muß p, durch 


md (137, 5) 


ersetzt werden, wo W, das Vektorpotential am Orte des Teilchens & ist. 
Aus der ScHRÖDINgERgleichung (IV) und aus der Bestimmung des Mittel- 


werts (II) folgt, daß aD 
aL _ Es HL 137 
di ar rl 1y). Ba & 


Daher besitzt der Operator a der die Ableitung der Größe L darstellt, 


die Form di 
dl OL 
+, (137, 7) 


wo h 
[H, L] = — (HL — LH) 


die Poıssonklammer ist. 
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Die Konstanten der Bewegung (Bewegungsintegrale) sind dadurch gekenn- 
zeichnet, daß 
dl 
ne 0. (137, 8) 
Bei fehlenden äußeren Kräften sind die wichtigsten Bewegungskonstanten: 
die Energie H, der Gesamtimpuls des Systems 


P=-In=-ihyv (137, 9) 
und das Impulsmoment (Drehimpuls) 


m= tr + ZB (137, 10) 


wo 38, das Spinmoment des Teilchens & ist. 

Die Form des Operators p kann gerade aus der Tatsache bestimmt werden, 
daß er eine Größe darstellt, die ein Bewegungsintegral ist, d.h. mit dem Ope- 
rator H bei fehlenden äußeren Kräften vertauschbar ist. Aus den Operatoren 
p, und r, können weitere, kompliziertere Operatoren gebildet werden, die eine 
ganz bestimmte spezielle physikalische Bedeutung haben können. Postuliert 
man also die Form des HamrmTonoperators (d.h. die SCHRÖDINGER- 
gleichung), dann ergibt sich die Form der wichtigsten Operatoren von selbst. 

Die letzte der grundlegenden Voraussetzungen der Quantenmechanik be- 
zieht sich auf Systeme aus gleichen Teilchen. Wir bezeichnen sie als das 
Identitätsprinzip. Nach diesem Prinzip führt die Vertauschung eines belie- 
bigen Paares gleicher Teilchen (k,j) zu keinem physikalisch neuen Zustand. 
Mathematisch drückt sich das in einer den Wellenfunktionen auferlegten 
Bedingung aus: 


P,P=AP, (v) 


wo A= +1 der Eigenwert des Vertauschungsoperators P,, ist. Diese Be- 
dingung führt zur Einteilung der Zustände in zwei Klassen: 


Y=\, (symmetrisch), (137, 11) 
Y=V, (antisymmetrisch). (137, 11’) 


Ferner folgt aus der ScHröpInGErgleichung, daß die Symmetrie sich im 
Laufe der Zeit nicht ändern kann. Die Zugehörigkeit der Teilchen zur Sorte 
„s“ oder „a‘“ kann daher nur durch die Natur der Teilchen bestimmt sein. 
Teilchen, deren Zustände durch antisymmetrische Wellenfunktionen Y, be- 
schrieben werden, sind FrrMtteilchen. Sie folgen dem PAuLiprinzip, das 
sich als Folge der Eigenschaften durch antisymmetrische Funktionen be- 
schriebener Gesamtheiten ergibt. 

Teilchen, deren Zustände durch symmetrische Funktionen Y, beschrieben 
werden, heißen Boseteilchen. 
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Wir sehen damit, daß der Quantemechanik fünf fundamentale Sätze zu- 
grunde liegen: 
(I) das Prinzip der Überlagerung der Zustände, 
(II) die Bestimmung des Mittelwertes, 
(III) die Auffassung der Eigenwerte als’einzig mögliche, 
(IV) die SCHRÖDINGERgleichung und 
(V) das Prinzip der Identität der Teilchen gleicher Sorte. 
Die physikalischen Grundlagen dieser Prinzipien wurden in den entsprechen- 
den Kapiteln dieses Lehrgangs eingehend besprochen. 


& 138. Die Grenzen für die Anwendbarkeit der Quantenmechanik 


Die Grenzen einer physikalischen Theorie lassen sich nur auf Grund einer all- 
gemeineren Theorie exakt angeben, die die behandelte Theorie als Sonder- 
oder Grenzfall einschließt. Zur Zeit gibt es keine Theorie der Mikroerscheinun- 
gen, die umfassender undttiefgreifender wäre als die Quantenmechanik. Darum 
können die Grenzen der Quantenmechanik nur ungefähr zur Orientierung an- 
gedeutet werden. Mit Sicherheit läßt sich lediglich sagen, daß die Quanten- 
mechanik nicht auf Systeme anwendbar ist, deren Teilchen sich mit einer der 
Lichtgeschwindigkeit c vergleichbaren Geschwindigkeit bewegen, d.h. im 
relativistischen Bereich. 

Die Quantenmechanik ist die Mechanik von Systemen mit einer beschränk- 
ten, endlichen Anzahl von Freiheitsgraden. In dieser Hinsicht ist sie das 
Analogon zurklassischen Mechanik von Systemen materieller Punkte. Werden 
die Teilchengeschwindigkeiten mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbar, 
kann überhaupt nicht mehr von einem System mit einer endlichen Anzahl von 
Freiheitsgraden gesprochen werden. In diesem Falle läßt sich nämlich die 
endliche Größe der Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Felder 
nicht mehr vernachlässigen. Ändert sich in der Zeit At der Teilchenabstand 
r;,um Ar;,, so ist unter der Bedingung, daß die relative Teilchengeschwindig- 


keit u ® nahe der Lichtgeschwindigkeit ist, ungefähr die gleiche Zeit für 


die Ausbreitung des elektromagnetischen Feldes um Ar,, erforderlich. Daher 
muß neben den Teilchen auch noch das elektromagnetische Feld unter- 
sucht werden, das durch diese Teilchen erzeugt wird und auf sie einwirkt. Mit 
anderen Worten, es müssen in das System nicht nur sämtliche Teilchen ein- 
geschlossen werden (was 3 N Freiheitsgrade für spinlose und 4 N Freiheits- 
grade für Teilchen mit Spin ergibt), sondern auch das elektromagnetische 
Feld, dessen Zustand durch eine unendliche Zahl von Freiheitsgraden gekenn- 
zeichnet ist. 

Dieses elektromagnetische Feld muß in der konsequenten Theorie ebenfalls 
quantentheoretisch untersucht werden, da bekanntlich Impuls und Energie 
des Feldes durch Photonen übertragen werden. 

Übersteigt die Energie der Photonen oder Teilchen die Ruhenergie m,c? 
der Teilchen, so können diese entstehen oder verschwinden. So kann ein 
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Photon mit der Energie kw > 2m,c? verschwinden und sich in ein Teilchen- 
paar, ein Elektron (e”, m,) und ein Positron (e*, m,) verwandeln. Umgekehrt 
können sich ein Elektron und ein Positron in ein Photon verwandeln.!) 
Diese Umwandlungsprozesse können schematisch wie folgt dargestellt 
werden: 
hvze ten. (138, 1) 


In dem angeführten Beispiel werden auf Grund der elektromagnetischen 
Wechselwirkung Teilchen erzeugt und vernichtet. 

Eine andere Art von Prozessen, bei denen Teilchen entstehen, sind die so- 
genannten Prozesse mit starker Wechselwirkung. Als Beispiel derartiger Wech- 
selwirkungen möge die Reaktion 


= +p=p+K+K (138, 2) 


dienen. Bei diesem Prozesse stößt ein x" -Meson mit einem Proton zusammen, 
und es entsteht ein K-Mesonenpaar. 

Elementarteilchen wandeln sich auch bei schwachen Wechselwirkungen, 
die zu einem radioaktiven Zerfallführen, ineinander um. Beispielsweise wan- 
delt sich ein Neutron spontan in ein Proton um, wobei ein Elektron e” und 
ein Neutrino » ausgestrahlt werden: 


no>rprtecHt+v (138, 3) 


Beim radioaktiven Positronen-Zerfall von Kernen ist auch die umgekehrte 
Reaktion 


p>n-te*+» (138, 3°) 

möglich. Insbesondere zerfallen Mesonen: 
n+>u’+», (138, 4) 
u>e +hr+9. (138, 4’) 


Die Gegenüberstellung der angeführten Schemata zeigt, daß das Neutron 
nicht als ein aus einem Proton und Elektron zusammengesetztes Teilchen 
betrachtet werden kann. Ebenso kann auch das Proton nicht als aus einem 
Neutron und Positron bestehend angesehen werden. Wir haben es bei der 
Umwandlung rn = p nicht mit einer Ausstoßung fertiger Teilchen, sondern 
mit der Entstehung neuer Teilchen (e*, €”, kw) zu tun (ähnlich, wie das vom 
Atom ausgestrahlte Lichtquant sich nicht im fertigen Zustand im Atom ver- 
birgt, sondern als Ergebnis der Verwandlung der Energie des angeregten 
Atoms in Strahlungsenergie neu entsteht). 

Im Falle der Mesonen haben wir es wieder nicht mit dem Zerfall von Me- 
sonen in fertige Teilchen, aus denen es zusammengesetzt ist, zu tun, sondern 
mit deren Umwandlung, wobei neue Teilchen entstehen. 


1) Der Impuls- und Energiesatz verlangen, daß an diesem Prozeß ein dritter Körper 
(z. B. ein Atomkern oder ein zweites Photon) teilnimmt. 
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Alle diese Erscheinungen haben mit der Mechanik eines Teilchensystems 
nichts mehr gemein: Die Anzahl der Teilchen selbst und ihre Natur erleiden 
Veränderungen. Wir haben es bei diesen Erscheinungen mit Systemen zu tun, 
die eine unbestimmte, unbegrenzt große Zahl von Freiheitsgraden besitzen. 
Systeme solcher Artsind eher Feldern als mechanischen Systemen materieller 
Teilchen verwandt. Insbesondere im Bereich großer Energien verschwindet 
jene Grenze, die uns gestattet, die „wirklichen“ Teilchen, die Elektronen, 
Protonen, Neutronen, Atomkerne, Atome usw. von den „ephemeren‘ Photo- 
nen zu unterscheiden. Die Gesetzmäßigkeiten, die die Teilchen der ersten Art 
leiten, bilden im wesentlichen den Gegenstand der Quantenmechanik, wäh- 
rend wir die Photonen als Forschungsobjekte der Theorie des elektromagneti- 
schen Feldes betrachten.!) Diese Grenze beruht auf der Tatsache, daß die 
aufgezählten Teilchen eine Ruhmasse m, besitzen und bei nichtrelativisti- 
schen Energien E & m,c? nicht neu entstehen können, sondern unverändert 
bleiben. 

Die Ruhemasse des Photons dagegen ist Null, so daß es unter allen Umstän- 
den ein relativistisches Teilchen ist, das bei beliebig kleinen Energien ent- 
stehen oder verschwinden kann. 

Werden die Energien mit den Ruheenergien der Teilchen vergleichbar, dann 
werden alle Teilchen den Photonen ähnlich: Sie entstehen, verschwinden und 
verwandeln sich ineinander. Daher ist es bei diesen großen Energien zweck- 
mäßiger, von einem Elektronen-Positronenfeld, einem Mesonenfeld, Proto- 
nen- oder Neutronenfeld (‚„Nukleonenfeldern‘“) zu sprechen als von einem 
System gegebener Teilchen .?) 

In den letzten Jahren brachten theoretische Ideen für die Entwicklung der 
Quanten-Feldtheorie bemerkenswerte Erfolge. Jedoch niemandem und nir- 
gends gelang es bisher, endgültige Erfolge zu erzielen. 

Bereits in der Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes wurde es 
deutlich, daß die Ausweitung der Theorie über die Rahmen der einfachsten 
Prozesse der Emission, Absorption und Streuung von Photonen auf beliebige 
elektromagnetische Vorgänge unter Einschluß der Wechselwirkung von Teil- 
chen zu grundsätzlichen Schwierigkeiten führt. Man hat es in diesen Fällen 
mit einer unendlichen Zahl von Photonen zu tun. Dabei zeigt es sich, daß 
ebenso wie in der klassischen Elektronentheorie die elektromagnetische Masse 
der geladenen Teilchen unendlich ist. 

Dieses Ergebnis tritt auch in der Theorie anderer Felder auf. Das Problem 
der Teilchenmasse ist eine der schwierigsten, bisher nicht gelösten Aufgaben 
der Theorie. 

Einen besonderen Platz nimmt in der modernen Theorie die von Dirac 
entwickelte relativistische Theorie des Elektrons ein. Sie ist eine direkte Ver- 
allgemeinerung der nichtrelativistischen Quantenmechanik des Elektrons für 
den Fall großer Geschwindigkeiten. 


1) Vgl. $ 118. 
2) Ähnlich, wie wirdie Quantentheorie deselektromagnetischen Feldesim Sinne hatten, 
als wir von den Photonen sprachen. Vgl. $1. 
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In Verbindung mit der Quantenfeldtheorie erlaubt diese Theorie, zahlreiche 
relativistische Erscheinungen zu berechnen, wie die Umwandlung von Licht- 
quanten in Elektronen und Positronen und umgekehrt, die Streuung des 
Lichts an Elektronen und andere Prozesse. Sie gibt eine vollständige Theorie 
der Bewegung eines schnellen Elektrons in einem äußeren Feld, beispielsweise 
im CouLompfeld eines Atomkerns. Besonders interessant sind die Korrekturen, 
die in diese Bewegung durch die Nullpunktsschwingungen des elektromagneti- 
schen Feldes und durch die Polarisation des Vakuums hineingebracht werden. 
Gegenwärtig sind die Effekte experimentell bestätigt und liefern den Beweis 
für eine überraschende Tatsache: Im Vakuum existieren konstante Null- 
punktsschwingungen ähnlich denen, wie sie der feste Körper besitzt, und 
weiterhin, auf Grund der Bildung von Elektronen-Positronen-Paaren und 
deren Zerstrahlung entsteht eine Polarisation dieses Vakuums. Auf Grund 
der Kleinheit der elektrischen Ladung eines Elektrons ist es möglich, alle 
diese Erscheinungen mit Hilfe der Störungstheorie zu errechnen. 

Zur Beseitigung divergenter Ausdrücke aus den Rechnungen werden be- 
sondere Methoden der ‚‚Renormierung‘‘ verwendet, die es gestatten, die 
Divergenzen schrittweise in jeder Näherung zu beseitigen.!) 

Die Anwendung dieser Methoden für den Fall starker Wechselwirkungen, 
wie der Wechselwirkung des Mesonenfeldes mit Nukleonen, ist bisher noch 
nicht gelungen. Die Ursache ist die, daß die Methoden der ‚‚Renormierung“ 
ansich die Probleme der Eigenmasse der Teilchen und ihrer Strukturnichtlösen, 
sondern nur eine künstliche Annahme bedeuten, die es erlaubt, die explizite 
Betrachtung physikalischer Prozesse im Bereich kleinster Dimensionen zu 
umgehen. 


8 139. Einige erkenntnistheoretische Fragen 


Mit der Entwicklung der Quantenmechanik ist das theoretische physikalische 
Denken in die Periode eines neuen Umbruchs physikalischer Vorstellungen 
eingetreten, die bisher als evident und unerschütterlich galten. Diese radikale 
Umgestaltung der physikalischen Grundvorstellungen betrifft vor allem die 
Begriffe des Teilchens und seiner Bewegungsprinzipien und ist gegenwärtig 
im Begriffe, in eine neue, noch tiefere Phase einzutreten. 

Die idealistischen Philosophen bemühen sich, diesen Umbruch als Krisis des 
Materialismus darzustellen. 

Bekanntlich haben die philosophierenden Reaktionäre in den Zeiten des 
Erscheinens von Lenıns Werk ‚„Materialismus und Empiriokritizismus“ 
ebenfalls versucht, den Materialismus mit Hilfe der ‚‚allerneuesten‘‘ Ergeb- 


1) Siehe Axnesep, A.M., u B.B. Bepecreuku: KaHToBar 31eKTpoAHHamHuka 
(Achıseser, A.IL, und W.B. BERESTEZKI: Quantenelektrodynamik), Moskau 1959 
(deutsche Übersetzung: Leipzig 1960), s»wie Boronmwöos, H.H., u J1.B. IInpkos: 
BBeneune B TeOPn® KBAHTOBAHHLX NONeN (BOGOLIUBOW, N.N., und D.W. SCHIRKOWw: 
Einführung in die Quantenfeldtheorie), Moskau 1957.(engl. Übersetzung: BoGoLIUBOY, 
N.N., und D.V. Stmrkov: Introduction to the Theory of Quantized Fields, New York — 
London 1959. 
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nisse der damaligen Physik'zu widerlegen. LEnIN hat in seiner tiefschürfen- 
den und scharfen Analyse die Haltlosigkeit dieser Versuche aufgezeigt und 
erklärt, daß die wissenschaftlichen Grundlagen des dialektischen Materialis- 
mus nicht durch die Entdeckung der „elektromagnetisch en‘ oder einer an- 
deren Natur der stofflichen Materie erschüttert werden können. Was aber 
den Umbruch der physikalischen Begriffe betrifft, so stellt er vom Standpunkt 
der materialistischen Erkenntnistheorie ein notwendiges Moment im Prozeß 
der Erkenntnisentwicklung dar. LENIN hat aufgedeckt, in welches Gestrüpp 
philosophischen Wirrwarrs ein Forscher geraten kann, der nicht zwischen dem 
Umbruch der konkreten physikalischen Vorstellungen von der Materie und 
der von der Reaktion gepredigten Krise des Materialismus unterscheidet. 

Die gegenwärtige Situation in der Methodologie der theoretischen Physik 
des Auslands unterscheidet sich dem Wesen nach nicht von jener, die LENIN 
im „Materialismus und Empiriokritizismus“ untersucht hat. Das bürgerliche 
philosophische Denken versucht auch heute die Entwicklung der Naturwissen- 
schaften zureaktionären, obskuren Zweckenzumißbrauchen. Diese Tendenzen 
zeugen vom Bestehen einer ununterbrochenen Krise des bürgerlichen philo- 
sophischen Denkens, die von ihm nicht überwunden werden kann, weil sie 
aus seiner ganzen. sozialen Natur hervorgeht. 

Die Krise des ausländischen philosophischen Denkens spiegelt sich auch in 
den Aussagen über das Wesen und über die Bedeutung der Quantenmechanik 
wider. Die Kopenhagener physikalische Schule hat sich bereits bei ihrem 
Entstehen mit dem Machismus verbunden und im weiteren Verlauf die Ent- 
wicklung subjektivistischer Anschauungen über das Wesen der Quanten- 
mechanik wesentlich gefördert. 

N. BoHR geht bei seiner Deutung der Quantenmechanik!) vom sogenannten 
Komplementaritätsprinzip aus. Nach diesem Prinzip sind zwei Klassen von 
Meßvorrichtungen möglich: Die erste ermöglicht die Bestimmung impuls- 
energetischer Zusammenhänge, die zweite raum-zeitlicher Zusammenhänge. 
Eine gleichzeitige Anwendung beider Vorrichtungen wird ausgeschlossen. 
Somit zerfällt die ‚„Quantenbeschreibung‘‘ von Erscheinungen in zwei sich 
gegenseitig ausschließende Klassen. Sie ergänzen sich kamplementär in dem 
Sinne, daß sie zusammengenommen erst eine vollständige klassisch-physika- 
lische Beschreibung geben. 

Aus dem dargelegten Inhalt des Komplementaritätsprinzips ist ersichtlich, 
daß in ihm nicht die Tatsache der Existenz ihrer Natur nach neuer Objekte, 
sondern die einzelnen Möglichkeiten der makroskopischen Meßvorrichtungen 
hervorgehoben werden. Mit anderen Worten, dieses Prinzip stellt nicht die 
objektiven Eigenheiten der Mikrowelt in den Vordergrund, aus denen allein 
die Unmöglichkeit folgt, sie mit den Methoden der klassischen Physik zu er- 
forschen, sondern die Möglichkeiten eines Beobachters, der mit makroskopi- 
schen Größen und Begriffen arbeitet. 

Diese Tendenz des Boun&schen Komplementaritätsprinzips hat zweierlei zur 
Folge: - 

1) Siehe Boa&r, N.: Kann man sagen, daß die quantenmechanische Beschreibung der 
physikalischen Realität vollständig ist? Usp. fiz. Nauk 16 (1936) 446. 
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Erstens entwickeln BoHR und noch mehr seine Anhänger dieses Prinzip zu 
einer besonderen philosophischen Konzeption der Komplementärität, für die die 
Leugnung der Kausalität und Objektivität .der Mikroerscheinungen kenn- 
zeichnendist.!) Von dieser Konzeption ausgehend, spricht BoHR,,vonder Unzu- 
länglichkeit des gewohnten Standpunkts der Naturphilosophie für die Be- 
schreibung von physikalischen Erscheinungen solcher Art, mit denen wir es 
in der Quantenmechanik zu tun haben‘‘?). JoRDAN aber erklärt direkt die 
„Liquidierung des Materialismus‘“®). 

Zweitens führt die Anwendung des in Rede stehenden Prinzips in der 
Physik zur subjektiven Deutung der Wellenfunktion und des Zustands- 
begriffs in der Quantenmechanik. Die Wellenfunktion wird nicht als objek- 
tives Charakteristikum einer Quantengesamtheit, sondern als Ausdruck der 
Kenntnisse des Beobachters aufgefaßt, die dieser als Ergebnis der Messungen 
erhält. Die Realität eines bestimmten Zustandes von Mikrosystemen wird mit 
den Kenntnissen des Beobachters von Mikrosystem identifiziert, d.h. aus 
einer objektiven Kategorie in eine subjektive verwandelt. 

Bei der Analyse dieser Auffassungen muß berücksichtigt werden, daß die 
Kopenhagener Schule vom positivistischen Standpunkt ausgeht, d.h. von An- 
beginn an die objektive Existenz der Materie leugnet und sich auf die Ord- 
nung der „Beobachtungsergebnisse‘“ beschränkt. Der positivistischen Auf- 
fassung zufolge stellen weder die klassische Physik noch die Quantenphysik 
Abbildungen der objektiven Welt dar, sondern sind nur mathematische Kon- 
struktionen. Dabei können in der „Konstruktion‘ der klassischen Physik 
Subjekt und Objekt voneinander getrennt werden, in der „Konstruktion“ der 
Quantenmechanik aber nicht, da das Subjekt durch die Messung ‚‚eine physi- 
kalische Realität herbeiführt‘. Es handelt sich somit nicht um die Analyse 
der Beziehungen zwischen dem erkennenden Subjekt und dem Objekt als 
Teile der objektiven Welt, sondern um die Analyse dieser Konstruktionen, 
d.h. um eine Analyse in der Begriffssphäre. 

Ausgehend von dieserStellungversuchen die Positivisten den Materialismus 
dadurch zu widerlegen, daß sie ihn zuerst mit bestimmten begrenzten physi- 
kalischen oder philosophischen Begriffen verbinden und sodann als unzu- 
reichend erklären. 

Allein vom Standpunkt des Materialismus ist schon die Möglichkeit der Er- 
kenntnis durch das Bestehen materieller Bindungen zwischen dem erkennen- 
den Subjekt und dem zu erkennenden Objekt gegeben. In der Physik wird 
diese Bindung mit Hilfe verschiedener Vorrichtungen verwirklicht. Solche 
Vorrichtungen wirken immer auf das Objekt, und umgekehrt wirkt auch das 
Objekt auf die Vorrichtung ein. In der klassischen Physik wurde angenommen, 
daß diese Wechselwirkung beliebig klein gemacht werden kann. Im Quanten- 
bereich stellte es sich heraus, daß dieser Einfluß nicht beliebig klein sein kann. 
Wir sahen, daß die Meßvorrichtungen tatsächlich den Zustand der Systeme 
ändern und damit eine Gesamtheit in eine andere verwandeln können. 


1) Vgl.z. B. Boar, N.: Atomtheorie und Naturbeschreibung. Berlin 1931. 
2) Siehe BoHr, N.: loc. eit. S. 570. 
®) Vgl. [27]. 
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Es wäre jedoch absurd, den Materialismus mit der prinzipiellen Kleinheit 
der Wechselwirkungen zu verbinden. Die im Quantenbereich festgestellte 
Endlichkeit der Wechselwirkungen untergräbt weder den Materialismus, 
noch zieht sie der Erkenntnis irgendwelche Grenzen. 

So zum Beispiel werden beim Studium der kosmischen Strahlung Zählrohre 
oder andere Vorrichtungen angewandt. Diese Vorrichtungen verändern den 
Zustand der einzelnen in ihnen festgestellten Teilchen und führen sie in eine 
andere Gesamtheit über, aber sie verändern nicht im ganzen jene Gesamt- 
heit, die man als Gesamtheit der kosmischen Strahlung bezeichnen könnte. 

Daher erforscht die Quantenmechanik in Wirklichkeit die objektive, un- 
abhängig vom Beobachter existierende Natur der quantenmechanischen Ge- 
samtheit. 

Dabei untersucht die Quantenmechanik die Eigenschaften einer einzelnen 
Mikroerscheinung, indem sie statistische Gesetzmäßigkeiten studiert. Diese 
statistischen Gesetzmäßigkeiten besitzen einen durchaus objektiven Charak- 
ter. So erfolgt z.B. der Zerfall radioaktiver Atome in der Natur statistisch 
gesetzmäßig von selbst, ohne irgendeine Einmischung von Messungen. 

Es wäre daher falsch, zu behaupten, die Statistik würde durch die Messung 
in die Erscheinung hineingetragen. Die statistische Gesetzmäßigkeit besteht 
unabhängig von den Messungen als eine objektive Gesetzmäßigkeit der Natur. 

In der klassischen Physik kann eine Gesetzmäßigkeit auch in einer anderen, 
nicht statistischen Form formuliert werden. Der Zustand eines isolierten 
Systems wird zu jedem beliebigen Zeitpunkt durch seinen Zustand in einem 
gewissen Anfangszeitpunkt eindeutig bestimmt. Ein solcher Ausdruck gesetz- 
mäßiger Zusammenhänge, die in der Welt der physikalischen Erscheinungen 
herrschen, ist aber in Wirklichkeit nur genähert. Die Isolierung eines Systems 
läßt sich in der Natur nur bis zu einer gewissen Genauigkeit, niemals aber 
vollständig verwirklichen und ist auch im klassischen Bereich in Wirklichkeit 
nur möglich, um allereinfachste Gesetzmäßigkeiten auszudrücken. 

Auf alle Erscheinungen ausgedehnt, führt eine solche Kausalität zum Kal- 
vinismus, zur Prädestination, in der, einem Ausdruck von ENGELS zufolge, 
„die Notwendigkeit zum Rang des Zufalls erniedrigt wird‘‘1). Dabei drängen 
aber die Positivisten dem Materialismus diese beschränkte Auffassung von 
der Kausalität auf und erklären den Materialismus für nicht stichhaltig, wenn 
diese Auffassung sich als nicht universell herausstellt. ?) 

Im Quantenbereich ist eine Isolierung einer Gesamtheit nur als Ganzes mög- 
lich. Die Wellenfunktion, die den Zustand der Gesamtheit ausdrückt, ist ein- 
deutig durch die ScHRÖöDINgEBRgleichung 


., Ivy 
A 2 
ih dt Hy (129, 1) 


für jeden beliebigen Zeitpunkt bestimmt, wenn sie für den Ausgangszeitpunkt 
bekannt ist. Somit bleibt die einfachste Form des Kausalzusammenhangs für 
die Gesamtheit erhalten. 


1) Vgl. [18]. 
2) Vgl. z.B. [27]. 
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Einzelereignisse dagegen werden durch eine statistische Gesetzmäßigkeit 
erfaßt. Diese Gesetzmäßigkeit ist nicht eine Folge aus den fehlenden gesetz- 
mäßigen Bindungen innerhalb der Welt der Einzelerscheinungen, wie das 
die Positivisten behaupten. Im Gegenteil, gerade die statistische Gesetz- 
mäßigkeit ist der Ausdruck des allgemein Gesetzmäßigen in den Einzeler- 
scheinungen. 

Es wäre falsch, anzunehmen, man könnte (evtl. in der Zukunft) den Be- 
griff der klassischen Kausalität auf einzelne Mikroerscheinungen anwenden, 
wie das für isolierte Systeme möglich ist. Es ist eher wahrscheinlich, daß 
eine solche Isoliertheit in der Welt der Atomerscheinungen überhaupt nicht 
besteht. 

Wenn dem so ist, dann wird auch die kommende Entwicklung der Atom- 
physik den Weg des Ausbaus und der Vertiefung der statistischen Methode 
gehen, durch deren Erfassung sich die weiteren Gesetzmäßigkeiten im Aufbau 
der Atome, Atomkerne und der Elementarteilchen selbst klären werden.!) 
Die Entdeckung der Energieniveaus der Atome, ferner der Fein- und Hyper- 
feinstruktur (Energieunterschiede in der Größenordnung von 10-12, 10-15, 
10-18 erg), die durch die Entwicklung der Technik des statistischen Experi- 
ments erreicht wurde, können als glänzende Veranschaulichung dieserMethode 
und als bemerkenswerte Bestätigung zu LEnıns These von der Erkennbarkeit 
der Materie und der Unausschöpfbarkeit ihrer Eigenschaften dienen. 

Wir wollen nun die Auffassung der Kopenhagener Schule vom Begriff der 
Wellenfunktion untersuchen. Mit größter Deutlichkeitwurdediese Auffassung 

anläßlich der Diskussion zwischen Einstein und Bour klargelegt. ?) In dieser 
Diskussion wurde folgendes Beispiel untersucht: Zwei Teilchen 1 und 2 mögen 
einen Zusammenstoß erleiden. Ihr Zustand vor dem Zusammenstoß sei zum 
Anfangszeitpunkt durch die Wellenfunktion 


7° (21,2) = ya) yIl@,) (139, 2) 


beschrieben. Die Wellenfunktion dieser Teilchen nach dem Zusammenstoß 
und nach Ablauf einer hinreichend langen Zeit möge Y(x,,x%,) sein. Diese 
Funktion wird nicht mehr das Produkt von Funktionen sein, die getrennt 
von x, und x, abhängen. 

Jetzt messen wir eine beliebige Größe, die sich nur auf das erste Teilchen 
bezieht, etwa den Impuls 9, dieses Teilchens. Nach dieser Messung wird die 


1) In der Folge können solche neuen physikalischen Erscheinungen festgestellt werden, 
die wir heute nicht einmal zu vermuten in der Lage sind und die, vielleicht den Aufbau 
einer nichtstatistischen Theorie der Mikroerscheinungen ermöglichen werden. Behaup- 
tungen, die sich jetzt als Widersprüche darstellen, können sich in Zukunft als wider- 
spruchsfrei herausstellen. So wurde während der Blütezeit der klassischen Thermo- 
dynamik jede Behauptung, die Wärme könne von selbst von einem kalten Körper zu 
einem wärmeren übergehen, als offensichtlich unwissenschaftlich und dem „zweiten 
Hauptsatz“ der Thermodynamik widersprechend abgelehnt. Wir wissen aber, daß die 

.spätere Entwicklung diese Möglichkeit mit der klassischen Formulierung des zweiten 
Hauptsatzes im neuen Rahmen der kinetischen Theorie der Materie ausgesöhnt hat. 
2) Siehe Phys. Rev. 48 (1935) 696. 
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Wellenfunktion des ersten Teilchens y,,(x,) sein. Wir entwickeln 7 (z|, z,) 
nach den Funktionen y,(z,): 


Ya, 2) = [ 9,(2,) y„(zı) dp, (139, 3) 


wo 9,(2,) die Amplituden in der Entwicklung von Y(z,, z,) nach y,(z,) sind. 
Ergibt die am ersten Teilchen durchgeführte Messung den Impuls p,, dann 
reduziert sich die Wellenfunktion auf ein Überlagerungsglied von (139, 3): 


P (2,2%) > 9p1(%) 911). (139, 4) 


Daher verändert sich auch der Zustand des zweiten Teilchens, obwohl an ihm 
keinerlei Messungen durchgeführt wurden und obwohl es schon lange nicht 
mehr in Wechselwirkung mit dem ersten steht. Man sagt demzufolge, die 
„Kenntnisse“ von diesem Teilchen hätten sich geändert und somit auch 
sein Zustand, d.h., in dieser Auffassung wird der Begriff des Zustands dem 
Begriff „Kenntnis des Zustands“ gleichgesetzt. 

Und das ist eben die subjektive Behandlung der Wellenfunktion. Sie hängt 
damitzusammen, daß für die Kopenhagener Schule überhaupt der statistische 
Charakter der Quantenmechanik in den Hintergrund tritt. 

In der Quantenmechanik werden die Zustände der Teilchen in Wirklich- 
keit nicht „an sich‘ festgestellt, sondern durch die Zugehörigkeit der Teilchen 
zu einer bestimmten (reinen oder gemischten) Gesamtheit. Diese Zugehörigkeit 
besitzt objektiven Charakter und hängt nicht von den Kenntnissen des Be- 
obachters ab. Entsprechen diese Kenntnisse nicht der Natur der Gesamtheit, 
dann können sie zu keinen weiteren als höchstens sinnlosen neuen Kenntnissen 
führen. 

Wie wir in diesem Lehrbuch erklärten, stellen die Meßgeräte Spektral- 
analysatoren dar: Sie zerlegen die ursprüngliche Gesamtheit nach Unter- 
gesamtheiten, deren Charakter nicht nur von der Natur der Gesamtheit, son- 
dern wesentlich auch von der Art des Analysators selbst abhängt. 

Im angeführten Beispiel wird eine Analyse nach einem dem ersten Teilchen 
zugehörenden Merkmal durchgeführt. Da aber in der ursprünglichen Ge- 
samtheit Y(z,, x,) eine durch ihre Wechselwirkung bedingte Korrelation zwi- 
schen den beiden Teilchen bestand, so trennt die Zerlegung nach dem Merk- 
mal ?, gleichzeitig eine Untergesamtheit für das zweite Teilchen ab, d.h., nach 
der Messung gehört dieses einer anderen, durch die Wellenfunktion 9,, (25) 
charakterisierten Untergesamtheit an. 

Die Zustandsänderung des zweiten Teilchens ist daher nicht durch die 
Änderung der „Kenntnisse‘‘ von ihm bedingt, sondern durch die Wechsel- 
wirkung zwischen dem ersten und zweiten Teilchen vor der Messung. Hätte 
diese Wechselwirkung nicht bestanden, dann hätte auch die Zustandsänderung 
des ersten Teilchens keinen Einfluß auf den Zustand des zweiten gehabt [die 
Wellenfunktion Y(z,, x,) wäre ein Produkt der Funktionen von x, und x, 
geblieben]. Unser Beispiel zeigt besonders deutlich das Wesen der durch die 
Wechselwirkung hervorgerufenen Korrelation. Nehmen wir an, der Impuls ' 
des ersten Teilchens wäre vor dem Zusammenstoß gleich p?, der des zweiten 
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gleich 2% gewesen. Wird dann nach dem Zusammenstoß der Impuls des ersten 
Teilchens gleich p,, dann muß nach dem Impulssatz der Impuls des zweiten 
Teilchens p, = p! + p! — p, sein. [9,, (22) ist also eine DE BRoGLiesche Welle 
mit dem Impuls 7, = pf + p8 — ?,.] Die Sortierung der Teilchen 1 nach 
dem Impuls stellt daher zugleich auch eine Sortierung der Teilchen 2 nach. 
dem Impuls dar. 

Wir sehen somit, daß die subjektive Auffassung der Wellenfunktion darauf 
beruht, daß ihre statistische Wesenheit vergessen wird. 

Die Wellenfunktion oder allgemeiner die Dichtematrix charakterisiert ob- 
jektiv die quantenmechanische Gesamtheit.!) Eine gegebene Funktion 7 
(oder Dichtematrix) bestimmtsämtliche möglichen Zerlegungen der gegebenen 
Gesamtheit in bezug auf beliebige analysierende Meßvorrichtungen. 

Der Vorgang, ursprüngliche Gesamtheiten nach irgendeinem Merkmal in 
Untergesamtheiten zu zerlegen, geht nicht nur in den Laboratorien, sondern 
auch unmittelbar in der Natur vor sich. In allen Fällen, wo keine Phasen- 
beziehungen zwischen verschiedenen Zuständen y, (x), die zur Überlagerung 


ya) = 2 nn (®) (139, 5) 


gehören, bestehen, können wir von einer „Messung“ der Größe n sprechen, 
da in diesen Fällen derreine Zustand y(x) durch eine Mischung von Zuständen 
y„(x) mit den Wahrscheinlichkeiten |c,„|? ersetzt werden kann. ?) 

Nach dieser Analyse können wir den eigentlichen Inhalt der EınsTEin- 
Bonkschen Diskussion behandeln. Einstein und seine Mitarbeiter?) be- 
haupteten die Unvollständigkeit der Quantenmechanik®). Sie wiesen darauf 
hin, daß es unmöglich ist, gleichzeitig bei einem Teilchen p und x zu messen 
(obwohl jede dieser Größen getrennt für sich meßbar ist), ohne unmittelbar 
auf das Teilchen einzuwirken. Das von ihnen angeführte Beispiel bezieht sich 
auf die spezielle Form | _ 


I a-2,-2) 

BEN er "dp=2n dm —-,— 2%), (139, 6) 
wo x, eine gewisse Konstante ist. Messen wir zunächst den Impuls des ersten 
Teilchens und erhalten den Wert p, dann geht aus der Zerlegung von (139, 6) 


1) Die Bedeutung der Wellenfunktion als Charakteristikum einer quantenmechani- 
schen Gesamtheit wird besonders gründlich von NIKOLSKI hervorgehoben. Siehe [43]. 

2) Das erfolgt z. B., wenn die verschiedenen y,„(x) angehörenden Bündel räumlich 
divergieren, Wir bemerken noch, daß es keinen Sinn hätte, die in der Quantenmechanik 
errechneten Wahrscheinlichkeiten in kinetischen Gleichungen zu verwerten, wenn die 
erwähnte Zerlegung nicht objektiv in der Natur vor sich ginge. Die Praxis ergibt daher, 
daß diese Anwendung der Quantenmechanik wohl:zu den wichtigsten gehört. 

3) Siehe EınstEein, A., B. PopoLskı und N. Rosen: Kann man sagen, daß die 
quantenmechanische Beschreibung der physikalischen Realität vollständig ist? Usp. fiz. 
Nauk 16 (1936) 440. 

4) Es handelt sich um die Vollständigkeit der Quantenmechanik innerhalb ihres An- 
wendungsbereichs. Daß die Entwicklung der physikalischen Theorie der Mikrowelt mit 
der Quantenmechanik nicht abgeschlossen ist, wird von niemandem bestritten. 
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unmittelbar hervor, daß der Impuls des zweiten Teilchens —p sein muß. 
Seine Koordinate x, dagegen bleibt unbestimmt. An Stelle des Impulses könn- 
ten wir auch die Koordinate messen. Nehmen wir an, wir hätten den Wert 
x, = x erhalten. Dann folgt aus (139, 6), daß die Wellenfunktion des zweiten 
Teilchens ö(x — x, — x) ist, was x, = x + x, entspricht, d.h., wir haben die 
Koordinate des zweiten Teilchens bestimmt. Der Impuls des zweiten Teil- 
chens in diesem Zustand bleibt dagegen unbestimmt. EINSTEIN und seine 
Mitarbeiter folgerten daraus, daß die Quantenmechanik unvollständig sei, da 
sie die gleichzeitige Feststellung von p, und x, ausschließt, obwohl die MeB- 
vorTichtung auf das zweite Teilchen nicht eingewirkt hat. 

N.BoHr widerlegt in seiner Antwort an EınstEin und dessen Mitarbeiter 
diesen Standpunkt, wobei er vom Komplementaritätsprinzip ausgeht. Er be- 
hauptet, die Meßvorrichtungen wären grundsätzlich stets so eingerichtet, daß 
nur p oder x festgestellt werden können. Die Quantenmechanik wäre daher 
vollständig, da sie den Möglichkeiten der makröskopischen Vorrichtungen 
entspräche. Aber BoHRs Antwort enthielt nur zur Hälfte das Richtige. BoHR 
legt seiner Antwort das Komplementaritätsprinzip zugrunde, stellt die Mög- 
lichkeiten der Meßgeräte in den Vordergrund, während das Wesen der Frage 
in der neuen Natur der Meßobjekte, der Mikroteilchen, liegt, für die der klassi- 
sche Begriff der Bewegung längs einer Bahn nicht anwendbar ist. Ferner läßt 
BoHR die statistische Deutung der Wellenfunktion außer acht. Aus dieser 
Deutung folgt, wie MANDELSTAM als erster gezeigt hat!), daß es sich in dem 
von Einstein angeführten Beispiel um die Zerlegung der ursprünglichen 
Gesamtheit Y(x, , x,) in verschiedene, einander ausschließende Untergesamt- 
heiten (einmal nach dem Merkmal p,,, das andere Mal nach x,) handelt. Die 
Änderung des „Zustands“ für das zweite Teilchen aber ist, wie wir oben dar- 
gelegt haben, nicht mit der Einwirkung der Meßvorrichtung verbunden, son- 
dern mitder Korrelation der beiden Teilchen, wie sie vorder Messung bestand. 

Bei der Kritik der Quantenmechanik auf Grund der Unmöglichkeit, selbst 
bei Nichteinwirkung der Meßvorrichtung gleichzeitig ? und x messen zu kön- 
nen, übersehen EINSTEIN und seine Mitarbeiter die grundsätzlich andersartige 
Natur der Mikroteilchen. Sie setzen unausgesprochen voraus, daß die Mikro- 
teilchen sich nicht von klassischen Teilchen unterscheiden und nur die Ein- 
wirkung der Apparatur die Ursache der Unbestimmtheitsbeziehung ist. Die 
Meßgeräte sind aber sowohl in der makroskopischen Physik wie in der 
Quantenphysik klassische Geräte. Es handelt sich also gar nicht um die Vor- 
richtungen. Die Unmöglichkeit der gleichzeitigen Messung von p und x ent- 
springt nicht der Unvollkommenbeit der gegenwärtigen Meßvorrichtungen, 
sondern ist durch die andere, vom Wesen der klassischen Teilchen verschie- 
dene Wesenheit der Mikroteilchen bedingt. 

Es ist überhaupt falsch, anzunehmen, das gegenwärtige physikalische Ex- 
periment sei zu ungenau, um gleichzeitig die „wirklichen‘‘ Impuls- und Ko- 
ordinatenwerte von Mikroteilchen zu messen. Im Gegenteil, es ist hinlänglich 


1) Nichtveröffentlichte Vorlesungen über Quantenmechanik von MANDELSTAM an der 
Moskauer Staatl. Universität im Jahr 1939. 
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genau, um zu beweisen, daß für Mikroteilchen dieses Größenpaar in der Natur 
nicht gleichzeitig existiert. Wir bringen ein Beispiel, das diese Behauptung 
veranschaulicht.?) Aus der Streuung von Röntgenstrahlen oder Elektronen 
an Atomen kann die Verteilung der Elektronen innerhalb der Atome (d.h. 
|y(r) 2, vgl. $79) gefunden werden. Dieses Experiment bedeutet also, daß die 
Elektronenkoordinaten innerhalb des Atoms bestimmt werden können. Das 
Ergebnis eines solchen Versuchs an Heliumatomen brachten wir.in Abb.60. 
Aus ihm folgt, daß ein erheblicher Teil der Elektronen in einer solchen Ent- 
fernung vom Atommittelpunkt festgestellt wird, daß die Gesamtenergie E 
des Ausgangszustands kleiner als die potentielle Energie U (r) wird. 

Wir nehmen nun an, das Elektron besäße im Atom sowohl einen gewissen 
ae 2 als auch eine gewisse Koordinate r, dann wäre die Gesamtenergie 


Ev = .— as U(r), wodurch für alle in einem Abstand größer als 0,6 Ä 
(vgl. Abb. 60) festgestellten Flektronen < 0, d.h. der Impuls imaginär 


wäre. Das aber ist, von welchem Standpunkt man auch ausgehen mag, ein 
offensichtliches Absurdum. 
Eine andere Möglichkeit bestünde in der Annahme, die wirkliche Energie 


2 2 
des Elektrons im Atom wäre doch E = rn +U(r) (25> O0) und die in 


der Quantentheorie untersuchte Energie E, ist nur ein gewisser Mittelwert 


dieser „wirklichen“ Energie: E, = E. Diese Annahme bedeutet aber, daß 
die Ionisierungsenergie für verschiedene Atome der gleichen Substanz, die 
sich nach dem Standpunkt der Quantenmechanik im gleichen Zustand E, be- 
finden, in Wirklichkeit verschieden wäre. Die Schwankung dieser Energie 
AE = E — E, wäre der Größenordnung nach gleich E, was für ein Helium- 
atom etwa 20 eV bedeuten würde; der Anteil der Elektronen, die mit Be- 
stimmtheit an dieserSchwankung teilnähmen (d.h. Elektronen mitU(r)>E) 
wäre gleich 20%. Diese Schlußfolgerung widerspricht aber völlig jedem be- 
liebigen Experiment zur Bestimmung der Ionisierungsenergie, z.B. dem Ver- 
such von FRAnck und Hertz oder den Versuchen zur Bestimmung der 
Grenze des Photoeffekts. In Wirklichkeit wird nichts beobachtet, was dieser 
Schwankung im Wert der Tonisierungsenergie ähnlich wäre. 

Die Annahme, ein Atomelektron besäße in einem gegebenen Energie- 
zustand irgendwelche verborgenen Werte für das Größenpaar (p, x), wieder- 
spricht somit der Erfahrung. 

Aus der Tatsache, daß das klassische Größenpaar (7, x) nicht das Charak- 
teristikum der Bewegung von Mikroteilchen bildet, folgern die Positivisten, 
daß die Teilchen außerhalb des Raumes und der Zeit existieren. Dabei be- 
trachten sie die Teilchen nicht als eine objektive Realität, sondern als einen 
Begriff, der dazu dient, die Beobachtungsergebnisse in ein mathematisches 
Schema zu bringen. 


2) Im Grunde kann jeder beliebige Quantenversuch als solche Veranschaulichung 
dienen. 
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Die Quantenmechanik besitzt aber einen einfachen Ausdruck für die Tat- 
sache, daß sich das Teilchen unabhängig von einem Beobachter in Raum und 
Zeit befindet, nämlich die Normierungsbedingung 


[Iy@,HPat=1. (139, 7) 


Diese Bedingung bedeutet, daßdas Teilchen zu jedem beliebigem Zeitpunkt (t) 
in einem Raumpunkt (x) lokalisiert werden kann. Mit anderen Worten, 
das Teilchen kann immer in eine solche Wechselwirkung gebracht werden, 
daß es seine korpuskulare Natur äußert. Dabei gehtesin einen Zustand über, 
bei dem der Impuls als physikalisches Charakteristikum von Teilchenzustän- 
den seinen Sinn verliert. Haben wir es jedoch mit einem Zustand zu tun, in 
dem der Teilchenimpuls einen bestimmten Wert besitzt (eine sehr schmale 
Gruppe DE BroaLizscher Wellen), so können in diesem Zustand die Teilchen 
zu einem beliebigen Zeitpunkt in einem beliebigen Punkt eines (im Vergleich 
zur Wellenlänge) großen Raumbereichs lokalisiert werden. 

Es gibt also keinen Fall, indem die Quantenmechanik mit Objekten außer- 
halb des Raumes und der Zeitoperieren würde: Die reale Quantengesamtheit 
ist immer in einem endlichen Raumbereich verwirklicht und besteht als 
solche eine endliche Zeit. Doch zeigt die Quantenmechanik, daß die Bewegung 
von Mikroteilchen in Raum und Zeit nicht mit der Bewegung materieller 
Punkte’ auf Bahnen identifiziert werden darf. Die Bewegung längs Bahnen 
ist nach der Quantenmechanik ein Spezialfall, der nur annähernd unter be- 
stimmten Umständen verwirklicht wird (vgl. $ 34). 

Das scheinbare Paradoxon der Quantenmechanik entsteht nur in jenen 
Fällen, wo versucht wird, die neuen, von ihr festgestellten Gesetzmäßigkeiten 
vom Standpunkt der klassischen Mechanik aus zu begreifen. Dabei verall- 
gemeinert aber die Quantenmechanik die klassische Mechanik, vertieft und 
erweitert über die engen Grenzen der Vorstellungen des klassischen Atomis- 
mus hinaus.den Begriff der Bewegung. Demzufolge wäre es falsch, die Vor- 
stellung von der Bewegung der Teilchen längs einer Bahn als ‚‚letzte Wahr- 
heitsinstanz‘‘ zu betrachten. LEnın betont in seinem Werk ‚Materialismus 
und Empiriokritizismus‘‘, daß die Grundlage der materialistischen Erkennt- 
nistheorie in der Anerkennung der Objektivität der Natur und der ihr eigenen 
Gesetzmäßigkeit liegt, und sagt: 


Doch der dialektische Materialismus betont nachdrücklich, daß jeder 
wissenschaftliche Lehrsatz über die Struktur und die Eigenschaften der 
Materie nur relative, annähernde Geltung hat, daß es in der Natur keine 
absoluten Schranken gibt, daß die sich bewegende Materie Verwandlun- 
gen durchmacht aus dem einen Zustand in einen anderen, der vonunserem 
Gesichtspunkt aus anscheinend mit dem vorhergehenden unvereinbar ist 
usw. Mag vom Standpunkt des „gesunden Menschenverstandes‘ die Ver- 
wandlung des unwägbaren Äthers in wägbare Materie noch so wunderlich, 
das Fehlen jeder anderen als elektromagnetischen Masse beim Elektron 
noch so „seltsam“, die Beschränkung dermechanischen Bewegungsgesetze 
auf nur ein Gebiet der Naturerscheinungen und ihre Unterordnung unter 
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die tieferen Gesetze der elektromagnetischen Erscheinungen noch so un- 
gewöhnlich sein usw. — das alles ist nur eine weitere Bestätigung des 
dialektischen Materialismus.!) 


Die Quantenmechanik hat die Beschränktheit der klassischen Atomtheorie 
gezeigt und qualitativ neue Eigenheiten der Mikrowelt entdeckt, die in der 
Technik und in der Praxis des physikalischen Experiments ihre vollständige 
Bestätigung gefunden haben. 

Die Quantenmechanik muß daher vom Standpunkt des dialektischen 
Materialismus aus als die wichtigste Etappe in der Entwicklung der Atomistik 
des 20. Jahrhunderts betrachtet werden. Diese Etappe zeugt von der außer- 
ordentlichen Macht des menschlichen Verstandes, dem es gelang, im schein- 
baren Chaos der Mikroerscheinungen hinsichtlich ihrer Allgemeingültigkeit 
und Genauigkeit überraschende Gesetzmäßigkeiten festzustellen. 


3) Lens, W.I.: Materialismus und Empiriokritizismus, 8. 251-252, Berlin 1949. 
679 


Anhang 


Die Fouriertransformation 


Wir erwähnen zunächst das DiricaHLersche Integral, das in der Theorie der 
Fovrikkintegrale eine Rolle spielt: 


b 
1 sinmz 
im d 
in [ve a) 
[3 


wo 9 (z) eine beliebige Funktion ist. Dieses Integral weist folgende Eigenschaf- 
ten auf: 1. ist a,b > O0 odera,b < 0, dann ist dieses Integral gleich 0; 2. ist 
a<0,b> 0, s0 ist es gleich p (0) (für stetige Funktionen).!) Wir können die 


unter dem Integralzeichen stehende Funktion u mM? und die Wahl der 
Grenze (m — oo) durch das Symbol ö(z) bezeichnen, so daß das Integral fol- 
gende Form erhält: 


b 
ol de. =0 wenn a,b>0 odera,b<0, 2) 
- p(0), wenn a<0, 5>0. 


8 
Das Symbol ö(z) wird oft als ö-Funktion (Deltafunktion) bezeichnet. Die all- 
gemeine Definition des d-Symbols ist im Anhang III gegeben. Wir gehen zum 
Beweis der Äquivalenz der Formeln (13, 1), (13, 5) bzw. (13, 3), (13, 6) über 
und wollen, um die Berechnungen abzukürzen, den eindimensionalen Fall 
behandeln und die Richtigkeit der Gleichung 


+ + 
— 0 \r 
R= ‘ 9* (P.) Pzp(P,) dp: = an v*(@) (9) via) de 8) 


-009 — co 


beweisen, wo @(p,) die FourIErkomponente von Y(x) ist: 


+0 ne 
„x 
P(p,) = | va) 17773, de; (4) 


- 


1) Siehe z. B. [63]. 
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n ist ein positiver ganzer Exponent. Zum Beweis setzen wir in (3) an Stelle 
von »(7,) und g* un die entsprechenden Ausdrücke aus (4) ein. Wir haben 


dann +00 
#-Ju fr * (a) Fe ns de - nr (2) ——r ar da. (5) 


ur 9 \* 
An Stelle des Produkts p?e Es können wir auch schreiben (i >=) e 
Dann erhalten wir 


ei d um Pe. 
p. -/ Dr fr: h az [ve (2) e 3 da. (6) 


Wir führen im letzten Integral eine »-malige partielle Integration durch, 
wobei wir annehmen, daß y(x) und ihre Ableitungen an den Integrations- 
grenzen x = + oo Null werden. Wir finden 


+ +oo + 
I dp, Bo me Far en ö n j 
p = sch Jr (z’) e da’ A ih Y(«) da; (7) 


Jetzt ändern wir die Reihenfolge der Integration und integrieren zuerst nach 


Pr: + + +00 ae 
= En men q 
R= f y* (a) de " (a2) yia) de |: a. ® 


Nun führen wır die Variablen = Fe ‚2= x — zein. Führen wirim letzten 


Integral von (8) die Integration nach £ in den endlichen Grenzen von — m bis 
+m durch und gehen danach zur Grenze m — oo über, so können wir (8) 
in folgender Form schreiben: 


+9 
#- (#2) von |; m [vr (x + 2)dz eine = 


+0 + 
(#2) vo) a2 [vete -+ z) ö(z) dz. 


Nach (2) [((e = — ©, b= + oo), 9(z) = y*(x + z)] haben wir 


+ 
— za Ne 
= (52) vo] y*lz) de - [wi (=; 32) y(z)dz. (9) 
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Damit ist (3) bewiesen. Eine ganze rationale Funktion von p, hat die Form 
F(p,) = % a,p2. Wir haben 
n 


F(p,) = I ap = zu [von (-i235) vo) dz 


- [wer (Rz) re dx. 


Somit ist die Äquivalenz von (13, 3) und (13, 6) für den eindimensionalen 
Fall bewiesen. Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen besteht in einer 
Vermehrung der Integrationen und ist daher trivial. (Es genügt, die Äqui- 
valenz von (13, 3) und (13, 6) für das Mittel von p? - p% - p zu beweisen, wo 
m, n, l ganze und positive Exponenten sind). 

Die Richtigkeit der Gleichung 


(10) 


+ + 
Zar 9 \r 
F- f va) ara) dr = [ vwoling-] oma, an 


-o 


folgt aus der Richtigkeit von (3), wenn man berücksichtigt, daß nach dem 


FovrIerschen Satz ae 


Dez 
7 s 
y(z) - [0 Baia ID (@) 


-o0 


ıst. Ersetzen wir in (3) @ durch y, p, durch x und ersetzen gleichzeitig © durch 
—iim Exponenten der Formel (4), so erhalten wir aus (3) und (4) die Formeln 
(11) und (4°). Aus (11) folgt weiter 


+. 
Fo= 347 =- j. ring -omddn. m) 


Das ist der Spezialfall von (13, 5) für eine Dimension. Die Verallgemeinerung 
auf drei Dimensionen ist wiederum trivial. 


I 


Die Eigenfunktionen im Fall der Entartung 


Die zum Eigenwert L, gehörenden Eigenfunktionen y,,.(k =1,2,...., f) sind 
linear unabhängig, d.h., zwischen ihnen bestehen keine Beziehungen der Form 


1 
> Hy 0, () 
kai 
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wo a, gewisse Konstanten sind. Würden solche Beziehungen bestehen, so be- 
deutete das, daß eine oder mehrere Funktionen durch andere ausgedrückt 
werden, d.h., die tatsächliche Zahl der verschiedenen Eigenfunktionen, die 
zu L,„ gehören, wäre nicht gleich f, sondern kleiner. Sind die Funktionen y, , 
nicht untereinander orthogonal; so können wir neue Funktionen einführen, 
die wir aus y,„, durch die lineare Transformation 


1 
Ona = 2 Qur Ynk (@=1, PAR ) (2) 


erhalten. Infolge der Linearitätder Gleichung für die Eigenfunktionen werden 
die Funktionen o,, wiederum Eigenfunktionen des Operators L sein und zum 
Eigenwert L, gehören. 

Aus der Bedingung der Orthogonalität der Funktionen @xa: 


[PR«Pnsdz = dus (8) 


folgen die Bedingungen für die Bestimmung der Koeffizienten a,:: 


LA JE 
2 I Artgrsır = Öap (4) 
kelk’=ı 
mit 
Br 7 = [ylrynrde. (5) 


Die Möglichkeit, die den Bedingungen (4) entsprechenden Koeffizienten a,; 
zu berechnen, folgtin Analogie zur Geometrie. Wir betrachten die Funktionen 
%n, als Einheitsvektoren j, in einem Raum mit f Dimensionen und s,, als 
skalare Produkte (jr, j,.). Dann kann (2) als eine Transformation von einem 
schiefwinkligen zu einem rechtwinkligen Koordinatensystem in einem Raum 
mit f Dimensionen betrachtet werden.!) Daraus wird es klar, daß die Trans- 
formation (2) nicht die einzige ist: Haben wir ein orthogonales Koordinaten- 
system erhalten, so können wir es noch beliebig drehen. 

Sind z.B. die Funktionen y,„, bereits orthogonal, so ist &r = Örr, und 
aus (4) folgt dann 


J 
PALILT = Öap. (6) 


Das sind aber die Bedingungen für die Koeffizienten der orthogonalen 
Transformation eines orthogonalen Funktionensystems y,„, in ein neues 
System wiederum orthogonaler Funktionen %,,. Somit werden die zu einem 
Eigenwert L, gehörigen Eigenfunktionen nur bis auf eine orthogonale Trans- 
formation der Form (2) mit den der Bedingung (6) unterworfenen Koeffizien- 
ten bestimmt. 


1) Näheres über die Orthogonalität von Funktionen siehe [15]. 
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III 


Die Orthogonalität und Normierung von Eisen ER nei des kontinuierlichen 
Spektrums. Die d-Funktion 


Wir integrieren die Gleichung für die Eigenfunktionen 


Ly(z,L) = Ly(z, L) (1) 
nach L über das kleine Intervall AL und erhalten 
L+4L 
LAy(e, L) = [Ly(e,L)dL, (2) 
L 
wo L+AL 
Ay, L)= [y(s, L)dL. (3) 
L 


Diese Größe wird das Eigendifferential (des Operators L) genannt. Ein Bei- 
spiel eines solchen Eigendifferentials stellt die im $ 7 untersuchte Wellen- 
gruppe dar. Wir werden beweisen, daß nicht die Funktionen selbst, wohl aber 
die Eigendifferentiale orthogonal sind und normiert werden können. Dazu 
integrieren wir auf gleiche Weise die komplex konjugierte Gleichung 


L*y*(z, DL’) = L'y*(z, L') (4) 
und Z’ und finden L+4rr 
L*Ay*(@,L) = [ L’y*(@, D’) dl’. (6) 
u 


Multiplizieren wir (2) mit Ay*(x, L’) und (5) mit Ay(z, L), subtrahieren das 
eine Resultat vom anderen und integrieren nach x, dann erhalten wir 
[az t4y*z, L’)- LAyle, L) — Ay, L) L* Ay*(&, L)) = 


L+4AL U+4LU (6) 
= [dx [ dL [ dL(L- L)y*@,L')y@,D). 
L L’ 


Infolge der Selbstadjungiertheit des Operators L ist die linke Seite Null, und 
rechts können wir bei kleinen AL und AL’ die Differenz L — L’ vor das 
Integralzeichen setzen. 

Dann erhalten wir 


(L—L)/[de- Ay*(,L) Ay, D)=0. (7) 
Wenn sich die Intervalle AL und AL’ nicht überdecken, soist L + L'. Daraus 
‚olet [dx - Ay*(«, L’) Ay, L)=0, (8) 


d.h. die Orthogonalität der Eigendifferentiale. Fallen AL und AL’ aufeinander, 
so ist das Integral (8) nicht Null. Es ist leicht nachzuweisen, daß es in bezug 
auf AL klein von erster Ordnung ist. Denn das Integral 


I= [dx: Ay*(«,L) Ay(e, L) (9) 
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kann durch das Integral 
I. 
I = [dx Ay*(z, L) [y(z, DdL (10) 
L, 


ersetzt werden, wobei L, und L, so gewählt sind, daß das Intervall (ZL, 
L + AL) innerhalb des Intervalls (Z,, Z,) liegt. Infolge der Orthogonalität 
der Eigendifferentiale wird das Integral über die Intervalle (Z,,Z) und 
(L+ AL, L,) zum Integral (9) nichts mehr hinzufügen. Daher sind (9) und (10) 
einander gleich. Aber bei AL— 0 geht (10) ebenso nach Null wie AL. Es 
läßt sich also bei Wahl eines geeigneten Normierungsfaktors stets einrichten, 
daß 
I 


lim — =1, 
aL>0 AL 
das heißt 
[dx Ay*(z, L) Ay(z, L) = AL (11) 
bei AL —0. 


Die Formeln (8) und (11) können in eine vereinigt werden, die die Normie- 
rung und Orthogonalität der Eigendifferentiale ausdrückt, 


jdx Ay*(@, L’) Ay(e, D) = AL oder 0, (12) 


je nachdem, ob die Intervalle L,L + ALund L’, LU + AL ineinanderfallen 
oder nicht. Integrieren wir (12) über dL, dann können wir (12) folgende Form 


geben: 
far- Ay*(z,L')y(z, L)=1 oder 0, (12°) 


jenachdem, ob der Punkt L’ = Lindas Intervall L’, L’ + dL fällt oder nicht. 
Die Bedingung der Orthogonalität und Normierung (12) oder (12’) kann mit 
Hilfe eines besonderen Symbols für die Funktionen selbst formuliert werden. 
Dazu ändern wirin (12) die Reihenfolge der Integration nach x und dL’: 


L’+4L 
[aLl’ [vi L)y*(@,L)de=1 oder 0. (13) 
L 
Nun führen wir die Bezeichnung 
[v*&, D) vis, L)dx = d(l’ — 1) (14) 
ein. Dann folgt aus (13) 
LU+4L 
[aL’-s(—L)=1 oder 0, (16) 
B/4 


je nachdem, ob der Punkt ZU = L iin das Intervall L’, L’+ AL fällt oder 
nieht. Diese letzte Gleichung werden wir als die Definition des Symbols ö (L'’ — L) 
betrachten, das ö-Funktion oder Drracsche Funktion genannt wird (in Wirklich- 
keit ist es keine Funktion, sondern ein Funktionssymbol). 
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Aus (15) folgt nach (21, 11), daß 
b 
f[re)s(w@ —DaL’=fi(L) oder 0, (16) 


je nachdem, ob der Punkt L’ = Lin das Intervall (a. 5) fällt oder nicht. Um 
(16) zu beweisen, genügt es, das Intervall (a, b) in so viele kleine Abschnitte 
zu zerlegen, so daß in jedem von ihnen die Funktion f(L’) vor das Integral. 
zeichen gesetzt werden kann (dazu muß sie stetig sein). Nach (15) wird das 
Ergebnis der Integration in allen Abschnitten gleich Null sein, mit Ausnahme 
eines beliebig kleinen, der den Punkt L’ = L enthält. In diesem Abschnitt 
wird nach (15) das Integral von ö gleich 1 sein. 

Statt von der Normierung und Orthogonalität der Eigendifferentiale (12) 
zu sprechen, werden wir sagen, die Eigenfunktionen sind auf die ö-Funktion 
(14) normiert. 

Als Beispiel bringen wir die Normierung der Eigenfunktionen des Impuls- 
operators p,. Diese Funktionen lauten 


Pt 
Yal8) = Nme ®, (17) 


wo N,, der gesuchte Normierungsfaktor ist, der apriori von p,abhängen kann. 
Wir bilden das Integral (14): 


+» ı 
*, *, i (Pa- Ps) 2 
Yvp,(2)y,,(@)dx=Np,N, |eE » de 
4 FR 
” (Pz- 72) 
= Np,N,,-h-lim [en = (18) 
mM>o 
-mn 
2 sin - mem | 


* 
= Nv,N FE 
Be (BP: — ?.) 


Setzen wir das dem DrricahLetschen Faktor lim — zn ? gleich, der die 


Eigenschaft einer ö-Funktion von z besitzt [s. Makeng I, Wörziel (1)],so finden 
wir, daß 


[vH v52(%) de = N$,N,, 2uh- ölp. — P.). (19) 
Daraus bestimmen wir den Normierungsfaktor: 
IN„P2rh=1, N,= (erh)? (20) 


(Selbstverständlich könnte noch ein Phasenfaktor e!®(?») mit eingeschlossen 
werden, wo g eine reelle Funktion ist, aber dafür besteht keinerlei Notwendig- 
keit.) 
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IV 
Die Bedeutung der Vertauschbarkeit von Operatoren 


Wir werden den folgenden Satz beweisen: Besitzen zwei Operatoren Lund M 
ein gemeinsames vollständiges System von Eigenfunktionen, so sind sie ver- 
tauschbar. 

Wir bezeichnen die gemeinsamen Eigenfunktionen mit y,„(x). Wir haben 


dann 
Ly, = L,yn; My = Mur (1) 


Lassen wir auf die erste Gleichung den Operator M und auf die zweite den 
Operator L einwirken und subtrahieren wir die Resultate voneinander, so 
erhalten wir 


MLy,=L,M,y„ LMy=1L,M,y., (ML-LMy,=0. (2) 


Da jede Funktion nach Funktionen y,(x) entwickelt werden kann, erhalten 


wır 
(ML- LMyp=% «ML-LMy,=®, (3) 


d.h., wir bekommen bei der Anwendung des Operators ML — LM auf jede 
beliebige Funktion den Wert Null. In der Sprache der Operatoren bedeutet 
das deren Vertauschbarkeit: 

ML-LM=0. (4) 


Jetzt wollen wir zeigen, daß die vertauschbaren Operatoren Lund Mauch 
gemeinsame Eigenfunktionen besitzen. Die Gleichung für die Eigenfunktionen 
des Operators L lautet 

Ly=Ly. (5) 


Lassen wir auf diese Gleichung den Operator M wirken und ändern die Reihen- 
folge ML iin LM ab, so erhalten wir 


L(My) = L(My). (6) 


Daraus folgt, daß y’ = My ebenfalls eine Eigenfunktion des Operators L ist, 
die zum Eigenwert L gehört. Ist keine Entartung vorhanden, dann gehört 
zum Wert L nur eine Funktion, daher kann sich y’ von % nur durch einen 
konstanten Faktor unterscheiden, d.h. y’ = My. Somit gilt 


My=My, (7) 


woraus folgt, daß y ebenfalls eine Eigenfunktion des Operators M ist. Im 
Falle der Entartung kann y’ eine lineare Kombination von Funktionen 
yı(k= 1,2,..., f) sein, die zum Eigenwert L gehören: 
H 
y' = My, = 2 Ywve, k=1,2,...,f. (8) 
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Wir können jedoch an Stelle der Funktionen y, auch ihre lineare Kombina- 
tionen nehmen (s. Anhang II): 


1 
9= 2% aY: (9) 
kul 
wobei die a, so gewählt werden können, daß die neuen Funktionen @ Eigen- 
funktionen des Operators M werden: 
Mo=Mp. (10) 


Setzen wir hier aus (9) ein und benutzen wir (8), so finden wir nach Gleich- 
setzung der Koeffizienten von y; 


I Myrray=Ma, k=1,2,...,f- (11) 
Ke1 
Das ist ein System homogener algebraischer Gleichungen für die Bestimmung 
der Koeffizienten a,. Es besitzt nur dann eine Lösung; wenn seine Deter- 


minante Null ist: 
; HE Uno 
M;ı M.—-M...M,, —=0. 


(12) 
Mı + M,„—-M 
Aus dieser Gleichung finden wir die Wurzeln M,, M,, ... Für jede 
dieser Wurzeln be bekommen wir eine besondere Lösung der ee 
(11) (ax1> @a2, ---, @,) und folglich nach (9) eine Eigenfnnktion: 
1 
Pa = 2 Gr Yr- (13) 


Die neuen Funktionen 9,(@ = 1,2, ..., f) werden, dasie Linearkombinationen 
von y, sind, Eigenfunktionen des Opertors L sein, die zum Wert L ge- 
hören, und zugleich damit auch Eigenfunktionen des Operators M, die zu den 
Werten M=M,,M,....,X,..., M, gehören. 


V 
Die Kugelfunktionen Y,„(8, 9) 


Wenn wir die Eigenwerte des Operators zum Quadrat des Drehimpulses m? 
ermitteln, begegnen wir der Gleichung (25, 14) für Kugelfunktionen: 


10 dy 1 Ay Ri 
sind 09 (sind ”) + am dp me: ) 


Wir müssen die Eigenfunktionen dieser Gleichung (d.h. die stetigen, ein- 
deutigen und endlichen Lösungen im ganzen Änderungsbereich der Variablen 
0sdsr,0sypS 2r) finden. 
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Wir separieren zuerst die Variablen 9 und @. Dazu setzen wir 


= 00). dp). (2) 


Die Substitution von (2) in (1) führt zur Separation der Variablen, falls wir 
setzen: d2® 


a —m’d. (3) 

Daraus folgt 0,0) = em. (4) 
Damit ®,, eine eindeutige Funktion von ® ist, muß m eine ganze Zahl sein: 
m=(0, +1, +2.... (5) 


Setzen wir (4) in (l) ein und dividieren durch ® „, dann erhalten wir die Glei- 
chung für ©: 


lı d/. do m? 
sind 9 (sn? Gr) “ 'sin2d OEMZL e 
An Stelle von 9 führen wir eine neue Variable ein: 
€E=coad, —lI1SESsSH+l, dEe= —sind dd (7) 


und betrachten © als Funktion von £. Dann wird aus (6) 
me 
1— £ 


Wir wollen das Verhalten der Lösung von Oinder Nähe dersingulären Punkte 
€ = +1 der Gleichung untersuchen. Wenden wir uns vorerst dem Punkt 
€E= +1 zu. Wir führen die Variable z= £& — 1 ein. Dann bekommen wir 
aus (8) Br Be 1 n m? Sen R 

z z+2 z(2 + 2) z2(z + 2)? a Ö 


Wir suchen © in Form einer Potenzreihe von z: 


1-2) e" 250 +(2- )o=0. (8) 


Q" + 


o=7V, v=, +2 +22 +." +a,.’+ (10) 
Vor allem müssen wir die Potenz y bestimmen, mit der die Reihe beginnt. Bei 
2 —0 ist 

0O=1%. 
Setzen wir diese Lösung in (9) ein und vernachlässigen wir die unendlich 
kleinen Größen kleinerer Potenz als 2””2, so erhalten wir aus (9) 
PR 
IV EN EI- me =(, 

woraus 


y=+5 (ı) 
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folgt. Den gleichen Wert für y erhalten wir bei der Entwicklung in der Nähe 
des singulären Punktes £ = —1. Damit die Lösung bei £= +1 endlich 
bleibt, muß in (10) 


_ ml 
5 . M 2. Mm E R 
gesetzt werden; d.h., fürm > 0 isty = z: fürm<0y= = Die zweite 


Lösung von (11) wird unendlich. Wir können also © in folgender Form dar- 
stellen: 


9=1-9):v, (13) 
wo v eine Potenzreihe von z ist. Jetzt ist es für uns zweckmäßiger, v als Reihe 
von £ zu nehmen: 

v = Ze. (14) 
Setzen wir (13) in (8) ein, so erhalten wir 
1-99" 2m] +)Er +A-|ml-m)vo=0. (1) 


Führen wir hier die Reihe (14) ein und setzen die Koeffizienten dergleichen 
Potenzen von £ gleich, dann erhalten wir eine Rekursionsformel zur Bestim- 
mung der Koeffizienten b,: 


+2) +D)db42.= be —1)+2(m] +1» —A+ |m| + m2]b,. (16) 


Bricht die Reihe (14) beiirgendeinem Glied mit der Nummer v» = k ab, dann 
wird v ein Polynom %k-ten Grades und folglich (13) eine endliche, stetige und 
eindeutige Lösung, d.h. eine Eigenfunktion der Gleichung (1). Aus (16) folgt, 
daß die Reihe nur in dem Fall abbrechen kann, wenn 


kk—D +2(m| +DR-A+ lm +m=0,. 


d.h.: 
A=(k+|m|) ® +1m| +1). (17) 
Setzen wir 
k+|mI=1, (18) 
dann bekommen wir 
A=l(i +1), !=0,1,2,3,... (19) 
|m| = 0, 1,2, ....,1. (20) 


Es läßt sich beweisen, daß es andere Eigenfunktionen für die Gleichung (1) 
nicht gibt.?) 

Die Lösung ©, die zu den charakteristischen Zahlen ! und m gehört, 
wollen wir mit 


9(&) = P(E), &= cd (21) 
1) Siehe BECHERT: Ann. Phys. 88 (1927) 906. 
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bezeichnen. Differenziert man die Gleichung (15) nach £, so erhält man eine 
Gleichung, in der |m| durch |m| + 1 ersetzt ist. Bezeichnet man daher die 
Lösung für m = 0 mit P,(£), dann ist 


el aim 
PPO=(- 8)? Ze Bil). (22) 
P,(£) ist ein Polynom ersten Grades und wird LEGENDRESsches Polynom ge- 
nannt. Sein Koeffizient wird gewöhnlich so normiert, daß 


PV)=1. (23) 
Für |m| = 0 erhalten wir aus (16) 


vv, +) —-lüi+]N) 

b,+2 — ben (24) 
Daraus ersehen wir, daß das Polynom P,, wenn wird, #0, 5, = 0 nehmen, 
nur gerade Potenzen von £, bei b, = 0, b, + 0 dagegen ungerade Potenzen 
enthalten wird. Wählen wir b, bei (geradem !) oder b, (bei ungeradem /) so, 
daß (23) eingehalten wird, dann können wir sämtliche Koeffizienten des Poly- 
noms P, berechnen. Es läßt sich nachweisen, daß das entstehende Polynom 
durch die Formel 

l d 


Pe) = Pl) = PIC PP (25) 


dargestellt werden kann. Berücksichtigt man (2), (4) und (21), so erhält man 
die Eigenfunktionen der. Gleichung (1) in der Form 


Ym(d, 9) == Nu (c08Ö) jr. (26) 


wo N,„ der Normierungsfaktor ist. Die Berechnung dieses Normierungs- 
faktors, die wir übergehent), führt zum Wert 


_Ye=m)!@+D Dr 
Be rear re 2 


Die Funktionen (26) bilden ein vollständiges System orthogonaler Funktionen 
auf der Kugelfläche d, 9. Daher kann jede quadratintegrable und eindeutige 
Funktion y(®, 9) als Reihe 


oo +l 
vd, p) =2 „a Cm Ym(®, 9) (28) 


dargestellt werden, wo 
2r 


Cm =f vd, p) Yn(d, p) sind dd dp. (29) 
00 
1) Siehe z. B. [19]. 
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Zum Schluß bringen wir noch die Ergebnisse für die Anwendung einiger 
Operatoren auf spezielle Kugelfunktionen: 


a) die Multiplikationen mit cos® = £ oder sin? = 1 — £?: 


er (+m+Dl-m+nD) DEDITEIDE 
Be LEE (22!+ 1) (22 + 3) Bes LESOLEIE 0) 
Ü-m+l)(i-m+?2) 
yıı — er @I+1] (27 + 3) Yırı,m-ı sn 


A+m(li+m-nN 
a+ya-d. 


b) die Einwirkung der Operatoren der Drehimpulskomponenten m,, m,, m;: 
m,Ym=hmY um: (32) 

(m, + im,) Yn= -hfü—ml+m+ 1) Yını (33) 

(m, — im,) Yn = —hYfli+m(l—-m+1)Y,n-ı- (34) 


Den Beweis für diese Formeln bringen Speziallehrbücher über Kugelfunk- 
tionen.!) 


Yı-ı,m-ı | eir, 


vi 
Die Hanıtronschen Gleichungen 


Qu 923 ++» 9 ++», Seien die verallgemeinerten Roosiitiaten, die die Kon- 
figuration des Systems bestimmen, und 91, Pas ---» Pg> ---, Pas -- die 
kanonisch konjugierten Impulse. Die HamıtLTonfunktion H ist eine 5 Fanke 
tion dieser Koordinaten und Impulse und, im allgemeinen, der Zeit t. Die 
Hamitronschen Gleichungen lauten bekanntlich 


dp, OH da 69H 
dt dd dm 
Die Ableitung nach der Zeit lautet für eine beliebige Funktion F der verall- 
gemeinerten Koordinaten, Impulse und der Zeit 
et + LEN dq, i OF dp, 
dt +2 0, dt sol 07, dt 


Unter Verwendung der HamitTongleichungen (1) können wir (2) in folgende 
Form bringen: dF 97 r 


Guten ) 


() 


(2) 


1) Siehe auch [4, $ 65]. 
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wo [H, F] die Poıssonklammer-ist: 


I (OFOH oHorF 
HA, — oo ° 4 
IB, FJ= 2 er 57, 4, 3 “) 


Offensichtlich können auch die HamıtTonschen Gleichungen (1) mit Hilfe 
der Poıssonklammern geschrieben werden: 


dp, 44, 
u Bel 
(dazu nehmen wir in (3) F=p und F=qg an). Wie wir in ($ 31) sahen, 
werden in der Quantenmechanik die Bewegungsgleichungen analog ge- 
schrieben. Im Sonderfall des kartesischen Koordinatensystems und eines 
Teilchens, das sich in einem Kraftfeld bewegt, dessen Kräfte durch die Kräfte- 
funktion U (x, y, 2, t) bestimmt sind, haben wir 


a a 
2u 


GE R=-Yy,%=2M = Pr P, = Py Ps = p,). Auf Grund von (5) er- 
halten wir daraus 


= [H,q,); ER RE (5) 


+ Ua, y, 2, i) (6) 


dp, OH U dx OH p 
= = oo» —— .—= H = = = 
a äan=-5-- 7 m Ru=-n.-2e m 
und die analogen Gleichungen für die beiden anderen Koordinaten und Im- 
pulse. Aus (7) finden wir da” U 
Aa = de 2 


d.h. die Newronsche Gleichung. 

Im Fall der Bewegung eines geladenen Teilchens’mit der Ladung e und 
Masse u in einem elektromagnetischen Feld, das durch das skalare Potential V 
und das Vektorpotential A so beschrieben ist, daß 


104 
er (9) 
9 = rot (10) 


(wo €, 9 die elektrische bzw. magnetische Feldstärke ist), schreibt sich die 
HanmıtTonfunktion wie folgt: 


RR 
4-40) HeV. %) 
Wir werden beweisen, daß die aus dieser Funktion hervorgehenden HAMIL- 


ronschen Gleichungen 
dp, OH dp, OH dp, OH 
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äquivalent den Newronschen Gleichungen für das gleiche Teilchen sind, 
das sich unter der Einwirkung der Lorentzkraft bewegt: 


d?x dy dz 

d?y dz dı 2 
= Yen &a) we 
d?z dx dy un 
HE 242 -% u .)| er 
Setzen wir H aus (6°) in (7’) und (7”’)ein und differenzieren, dann erhalten wir 

a PR O4, 0A, 

dt -( : Fre + m SA) 
ae 94] Na en 

Kan ul vu br: 7 3 uhr Fr 


Aus (7”’) bekommen wir 
dx 1 e dy 1 e dz 1 e 
m «(P- 24), 4-24) G- „(= 24) 
Aus (10°) geht hervor, daß 
dp, d?z e dA, 
a Reto an) 


Da der Wert des Vektorpotentials A, in dem Punkt genommen wird, wo sich 
die Ladung e befindet, so ist die totale Ableitung nach der Zeit für A, 


dA, _ 04, , 94, de , 94, dy , 94, de 
4 di ER Te Frag Ta Pr (12) 


Setzen wir in (9’) die Nas (pe - EA ‚9, — 24,), (2. —_ —A ) aus 


(10 Ze so finden wir 
de 2... ed, Or e[dy[09A, _ dA, 
ve tal 
+ 42 0A, 04, 12) 
dt\ 0x wi 


Daraus erhalten wir auf Grund der Formeln (9) und (10), die Feld und Poten- 
tial miteinander verbinden, 


d’z 


dz 


dy mn 
vage = TG (5 u 7 A), ee) 
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d.h. die erste der Gleichungen (8’). Ebenso erhält man auch die beiden anderen 
Gleichungen (8°) und (8’”). 

Somit sind die HamILTonschen Gleichungen (7’) und (7), die aus der 
Hamıtrtonfunktion (6) hervorgehen, den Newronschen Gleichungen (8) 
äquivalent. 

Die Potentiale Y und V können beliebig gewählt werden, wenn sich nur 
das nach (9’) und (10°) erforderliche elektromagnetische Feld ergibt. Nehmen 
wir statt YWund V 
Kein mer iil 

ou + vJ, a C 5) t ’ 
wo f eine beliebige Funktion der Koordinaten und der Zeit ist, dann ist 
= € und 9° =$. Setzen wir in die HamıLronfunktion (6) W und V’an 
StellevonAundV ein,dann gelangen wir offenbar zur Bewegungsgleichung (13), 
wenn man dort X und V alsW’ und V’ auffaßt. Unter Verwendung von (14) 
können wir uns davon überzeugen, daß eine andere Wahl der Potentiale 
die Gleichung (8) nicht ändert. Diese Eigenschaft der HamıLTonschen Glei- 
chungen wird als Eichinvarianz bezeichnet. 

Wir bemerken, daß (zum Unterschied von der Bewegungsgleichung (8)) die 
Hamiırtonfunktion H sich bei der Transformation (14) ändert. Zum Beispiel 
kann die Bewegung in einem homogenen, konstanten, längs der x-Achse ge- 
richteten elektrischen Feld durch die Potentiale Y=0, VY= —Er be- 
schrieben werden. An Stelle dieser Potentiale können nach (14) andere gewählt 
werden, zB A,=-cEt, ,=4 =0,V’=(0. Wir überlassen es dem 
Leser, sich selbst davon zu überzeugen, daß wir in beiden Fällen eine NEwTOoN- 
sche Gleichung für die gleichförmig beschleunigte Bewegung erhalten, die 
Hamıtrtonfunktion bei der ersten Wahl der Potentiale die Gesamtenergie des 
Teilchens darstellt, bei der zweiten Wahl jedoch die kinetische Energie. 


(14) 


v1 


Die Scuröpineergleichung und die Bewegungsgleichungen in einem 
krummlinigen Koordinatensystem 


Wir erklärten im $ 27 die Ursache, warum das kartesische Koordinatensystem 
in der Quantenmechanik unter allen möglichen Systemen eine besondere 
Stellung einnimmt: Im kartesischen Koordinatensystem gibt uns die Messung 
der Impulskomponenten p,, ?,, ?, zugleich auch den Wert der kinetischen 
Energie. Darum werden die Ausgangsgleichungen der Quantenmechanik ge- 
wöhnlich im kartesischen Koordinatensystem geschrieben. Die SCHRÖDINGER- 
gleichung läßt sich, sobald sie im kartesischen System gegeben ist, leicht in 
einem beliebigen krummlinigen Koordinatensystem g, , 93, 95 schreiben. Im 
kartesischen System lautet sie 


ih Iyiz, Y,2, 2) 


h? 
ö: zur: v?ey(z,y,2,i) + Ulx,y,2,t) y(x, y,z,t) (1) 
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(wir schreiben der Einfachheit halber die Gleichung für ein Teilchen und bei 
fehlendem Magnetfeld!). Beim Übergang von den kartesischen Koordinaten 
zu krummlinigen werden y und U Funktionen von g,, 93; Q3. Die ganze Frage 
läßt sich auf eine Transformation des LarLAozschen Operators v? zurück- 
führen. Das Quadrat des Linienelements ds? seiim krummlinigen Koordinaten- 
system q 


3 
ds? = da? + dy? + de? = Y) 9,,dg,dg, 0) 

kml 
wo g,, die Komponenten des metrischen Tensors sind. Ferner sei D? = ||g, || 


die Determinante der Matrix g9,;. Wir führen noch die Elemiente der reziproken 
Matrix g°’* ein: 
Gage = Öf, %=1Ik-=3); &=0(k+B). (3) 


(Wir summieren in (3) über « von 1 bis 3.) 
Dann erhält der Operator v? in diesen Bezeichnungen die Form?) 


1/0 ö 
"Zr )) ” 


(worin die Summe über s und % zu nehmen ist), und dementsprechend erhält 
die SCHRÖDINGERgleichung die Form 


ih Oy(g1, 9» 9» £) RR. | 9 (Der u) 


dt 2u'D\dq dg: (5) 
+ U (q: 9: 93: 8) Y(Qı» 92 93: Ö). 
Der HamıuTtonoperator ist dann 
» 1/0 ö 
m  ISSERERFUN 
H 2u D (e: (Dr 94% )) + U(q; Q2; gs $). (6) 
Die Poıssonklammer 
dg® 
I si; 
Fra 69 0 


dg® 

dt 
wir mit der Masse u, dann erhalten wir die entsprechende Impulskomponente 
p®. Um die kovariante Impulskomponente p, zu erhalten, müssen wir p(® 
nach der Formel für den Übergang von kontravarianten zu kovarianten Kom- 
ponenten transformieren: 


liefert die kontravariante Geschwindigkeitskomponente . Multiplizieren 


2, = 9 p®. (8) 


1) Für den allgemeinen Fall siehe [45]. 
2) Siehe z. B. [17]. 
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Als Beispiel betrachten wir das Polarkoordinatensystemr, 9, p. In diesem Fall ist 
d2=dr + rd? + rReinddp? Hı=l. Yard 9a: = "sind (9) 


l 
el a Mg Darind. (9) 


Der Hamiıt,Tonoperator ist dann 


BE A a re er sind BR 
 2u Ge r sind 8 59 
1 
Tan 09° a en am 


Wir untersuchen die erste Gruppe der Gleichungen (die Geschwindigkeits- 
operatoren). Zufolge (7) haben wir 


dr dd do 
u ®: r], er: = [H, 9], FT = [H, p]. (11) 


Wir berechnen zuerst die erste Poıssonklammer. Dazu bemerken wir, daß 
0° 20 [u 20 1/0 
‚(58 + ) = (3= ” a z 2 (a) 
Demzufolge gibt die erste Poissonklammer 
nz = (ger) =p. (12) 


Für die zweite Poıssowklammer erhalten wir aus der Umformung 


| Da RR RR) 1 0 0 
’ sind le) sind 9 (sind 09 -)0 
2 9 
= Zar e.), 
dd ll ıh © z 
Ser 7-5 ml ei a3) 


und für die dritte Klammer bekommen wir ganz einfach 


dp ih 9° 
Ku 7 Psind dp 


Gehen wir nach der Formel (8) zu den kovarianten Komponenten p,, Ps, Pr 
über, dann bekommen wir auf Grund von (9), (12, 13) und (12, 14) 


(Ysin? ...), Pe= -ihzn (15) 
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Jetzt berechnen wir die zweite Gruppe der HamıtTonschen Gleichungen 


dp, _ dps _ dp, 
dt — [H,p,]; 73 — [H, pe]; dt = [H, Pol: (16) 


Dazu ist es zweckmäßig, (10) in folgender Form darzustellen: 


_PB 
2u 


Mm: 
+ Zar + Ur, 8, 9), (17) 


wo M? der Operator zum Quadrat des Impulsmoments und p, der erste der 
Operatoren aus (15) ist. Die einfache Berechnung der Raisonsghen Klam- 
mern (16) ergibt mit Hilfe von (17) 


dp, _ __M? 9U dp __ctgd ,_# ou 
di ur dd’ dr rain {P} | BErTz 
d U 
Fr her 5 . (18) 


Von diesen drei Gleichungen stimmen zwei (die fürp, und p,) der Form 
nach mit den entsprechenden klassischen HammtTongleichungen überein. 


2 

Die Gleichung für ps enthält p, — u an Stelle von p;. Das Auftreten von 
2 

_ z hängt mit der Existenz stationärer Zustände mit M®? = 0 und letzten 


Endes mit der Nullpunktsenergie der Quantensysteme zusammen. 


VIII 


Die Forderungen an eine Wellenfunktion 


Wenn wir die Forderungen an die y-Funktion formulieren, so ist es am natür- 
lichsten, von den Eigenschaften des HamıtLTonoperators H auszugehen, da 
gerade dieser Operator die physikalische Natur des Systems bestimmt. Aus 
der SCHRÖDINGERgleichung für y und y* erhält man ohne Schwierigkeiten 
folgende Gleichung: 


I "ar vrayar [wre y*dr= — (divddr, (1) 


wo der Ausdruck für die Stromdichte 3 mit dem im $ 29 erhaltenen überein- 
stimmt. Andererseits lautet die Bedingung der Selbstadjungiertheit für den 
Operator H 


[v* Hydı = [v- H*y*dı, (2) 
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und demzufolge müssen wir für die Klasse von Wellenfunktionen, für die sie 
erfüllt ist, folgendes bekommen: 


3a y*- ydı = — [divddı = — [Jnds=0. (3) 
Wir wenden uns zunächst dem eindimensionalen Fall —oo< x <-+oo zu. 
Dann ist dr = de unddiv$ = = k 


Wird an irgendeinem Punkt x = x, die Stetigkeit der potentiellen Energie 
U (z) unterbrochen (nehmen wir an, sie erleidet dort einen Sprung), dann muß 
bei der Integration in (3) dieser Punkt ausgelassen werden. Wir erhalten nach 
durchgeführter Integration 


J,.(+0) - J, 1 +) +J,ı —0) - J,(-o)=0. (4) 


Die Stromdichte J,(+00) muß Null sein (der gegenteilige Fall würde be- 
deuten, daß die Wellenfunktionen im Unendlichen nicht verschwinden und 
sämtliche Integrale divergieren). Wir bemerken dazu, daß bei der Unter- 
suchung der Selbstadjungiertheit die im Unendlichen nicht verschwindenden 
Eigenfunktionen y, der Operatoren L mit kontinuierlichem Spektrum durch 
Eigendifferentiale ersetzt werden müssen, die im Unendlichen verschwinden 
(vgl. Anhang III). 

- Aus (4) folgt somit die Stetigkeit der Stromdichte: 


J,(& + 0) — J,(& rs 0) . (5) 
Setzen wir hier den Wert für J, aus (29, 5) ein, so erhalten wir 
dy n) 
Re zit s 6 
(* 2—0 ” 
(Yz+0= Ya» (6°) 


d.h. die Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer ersten Ableitung. 

Wir nehmen nun die Aufgabe als dreidimensional an und setzen fest, daß 
der HAamrtTonoperator im Punkt r = 0 einen singulären Punkt besitzt. Dann 
ist in diesem Punkt der GAusssche Satz (3) wieder nicht anwendbar. Wir 
müssen den Punkt aus dem Integrationsbereich ausschließen, indem wir ihn 
miteiner Kugelfläche von kleinem Halbmesser R umgeben. Dann zerfällt das 
Oberflächenintegral in der Formel (3) in zwei: über eine unendlich entfernte 
Oberfläche, die das Gesamtvolumen erfaßt, und über die Oberfläche der Kugel 
mit dem Halbmesser R — 0: 


lim R®[JzdQ + [Jyde=0, (7) 
R->0 E4 


wobei wir im ersten Integral das Element der Kugeloberfläche als de = R?dQ 
ausgedrückt haben, wo dQ@ das Raumwinkelelement ist. Da die Wellenfunk- 
tionen (oder ihre Eigendifferentiale) im Unendlichen verschwinden, ist das 
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; * 
zweite Integral Null. Setzen wir in das erste Integral J, = = 5 73% 
j 
-yr 2r ein und nehmen y = z an, wo u fürr — 0 regulär ist, dann er- 
halten wir Pr as r 
1 u a „« (U d = 
im ze [(* dr “ 28 2=0, (8) 


was nur im Falle x < 1 möglich ist. Wir ersehen daraus, daß die Wellenfunk- 
tionen keinesfalls stärker unendlich werden können als = <= Tr: 


Eine Mehrdeutigkeit der Wellenfunktion kann entstehen, wenn zyklische 
Koordinaten vorhanden sind, z.B. bei einem Winkel @, der um eine be- 
stimmte Achse herum gezählt wird. Dann bedeuten der Winkel 9 und der 
Winkel @ + 27 die gleiche Raumlage, und die Wahrscheinlichkeitsdichte 
yy* muß dann, als eine beobachtbare Größe, mit einer eindeutigen Funktion 
des Winkels ® verbunden sein. Das kann von der Funktion y selbst nicht un- 
mittelbar gesagt werden. Aber wir können auf Grund der Eigenschaften der 
Kugelfunktionen und der Kontinuitätsgleichung (1) auf den in diesem Anhang 
dargelegten ähnlichen Wegen zeigen, daß die y-Funktion eindeutig sein muß 
(sonst kann die Selbstadjungiertheit des Operators H nicht gesichert werden).!) 
Damit werden die natürlichen, an die Wellenfunktion gestellten Forderungen 
auf Grund der Gleichung (3) für die Erhaltung der Teilchenzahl letzten Endes 
auf die Forderung von der Erfüllung der Selbstadjungiertheitsbedingung des 
Operators (2) zurückgeführt. 

Ob dabei die Bedingungen der Selbstadjungiertheit für andere Operatoren L 
erfüllt werden, wird von ihrer Natur abhängen, da die Klasse der zugelassenen 
Wellenfunktionen bereits durch den Operator H und die in ihm zugelassenen 
Unterbrechungen der Stetigkeit bestimmt ist. 


IX 
Die Lösung der Oszillatorgleichung 


Die Aufgabe, die Energieniveaus eines Oszillators zu finden, führt zur 
Gleichung 
v"’+aA-Ay=0. () 


Wir müssen die endlichen und stetigen Lösungen dieser Gleichung finden. 
Dazu untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Lösung von (1), 

d.h. für &= + oo. Diese Punkte sind zugleich singuläre Punkte der Glei- 

chung. Wir setzen 


y(E) = efAv(£). (2) 


2) Vgl. [44]. 
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Setzen wir (2) in (1) ein, so finden wir 
A a ne ie 2 ıe (8) 


Damit die Funktion e® ein Faktor ist, der das asymptotische Verhalten von 
y(£) bestimmt, muß f so gewählt werden, daß der Koeffizient f" + f? — & 
in den singulären Punkten £ = + ooregulär wird, d.h. das Glied mit £? ver- 
schwindet. Das gibt uns 


1 
= +z®. @) 
Folglich kann die Lösung der Gleichung (1) wie folgt dargestellt werden: 
ve)=actnle) + mertene). (6) 


Wir interessieren uns für die endlichen Lösungen von y, darum nehmen wir 
die Partikularlösung c, = 0, d.h., wir nehmen y als 


ve)=ettvg). (6) 
Für die Funktion v haben wir jetzt die Gleichung 
v’ — 2£EV + —- )v=0. (7) 


Der Punkt £ = Oisteinregulärer Punkt. Daher kann v in Form einer TAvYLor- 
reihe 


v= Ya, (8) 


k=0 


angesetzt werden. Setzen wir (8) in (7)ein und ordnen nach gleichen Potenzen 
von £, so erhalten wir die Rekursionsformel für die Bestimmung der Koeffi- 


zienten a;: i 
k+2(k+l)aı. -2k. +A-)u.=0, (9) 


u. 2k-a-N) 
HELDEN" 


woraus 
(10) 


folgt. Bricht die Reihe mit dem Glied n ab, dann wird v ein Polynom n-ten 
Grades. Damit wird die Lösung (6) endlich, stetigund eindeutig für den ganzen 
Bereich —oo<&<+00. Solche Lösungen werden dann die Eigenfunktionen 
der Gleichung (1) sein. Aus (10) folgt, daß die Reihe nur bei jenen Werten für 
A abbrechen kann, die durch die Formel 


iA=2n +1 n=0,12... (11) 


bestimmt sind. Das ist aber die im Text angeführte Formel (47, 7). 

Das Polynom v(£) mit den durch die Formel (10) für} = 2n + 1 bestimm- 
ten Koeffizienten trägt den Namen TScHEBYSCHEFF-HERMITEsches Polynom. 
Es wird gewöhnlich mit H,„(£) bezeichnet und entspricht der Gleichung (7) 
beiA= 2n + 1, d.h. der Gleichung 


Hr — 2EH/+2nH,=0. (12) 
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Es ist leicht nachzuprüfen, daß diese Gleichung durch das Polynom 
dr 


ee de (e*) 


gelöst wird. Daher unterscheidet sich 7, nur durch einen Faktor von dem 
Polynom. Der allgemeinen Definition folgend, setzen wir 


dr 
der 
(Man kann sich leicht davon überzeugen, daß das Polynom (13) Koeffizienten 


besitzt, die der Rekursionsformel (10) bei A = 2" + 1 genügen.) 
Das im Text unter (47, 8) angeführte Polynom H, unterscheidet sich von 


(13) durch den Faktor Y2*n! Yr, der so gewählt ist, daß die Funktion y,(£) 
auf l normiert ist. Und zwar führten wir im Text das normierte TScHEBY- 
SCHEFF-HERMITEsche Polynom 


H„() = 


HA.) = (—1)* ef (e*). (13) 


( =” 1)" es ar 


—— 
Varn! yr der 


an. Die Eigenfunktion der Gleichung (1), die zum Eigenwert A= 2n +1 
gehört, kann jetzt wie folgt geschrieben werden: 


ynld) = et He), (15) 


wo unter H,„(£) das normierte TSCHEBYSCHEFF-HERMITEsche Polynom zu 
verstehen ist. 

Die Funktionen y,(£) müssen mit Rücksicht auf die Selbstadjungiertheit 
des die Gleichung (1) bestimmenden Operators orthogonal sein. Davon kann 
man sich ieicht unmittelbar überzeugen. Wir haben nämlich für die beiden 
Funktionen y, und 9, 

Yan + (on +1- 9-0 
d &2 Yun=V: 
Bey 
d£? 


(e**") (14) 


+ (20 +1 -&9)ymr=0. 


Multiplizieren wir die erste Gleichung mit y„ und die zweite mit y,„, sub- 
trahieren und integrieren über £, dann erhalten wir 


+00 Be 
day, dry {ER ’ 5 
ee = gr )de = 20 -w) Yayn ds. 


- oo 


Die linke Seite ist 


oo + 


+ 
4 e dy, — dym #2 dy, er dym ” 
fa ar Y dE ) as = (m .) =(, 


- 
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d.h., + 
[ymunde=0. 
-oo 


Mit Hilfe einer partiellen Integration kann man sich überzeugen, daß 


+0 

ji YnYndE =1 
und folglich fi 

+00 

[vnywde = Önn (16) 
ist, d.h., die Funktionen y, bilden ein System orthogonaler und normierter 


Funktionen. Eine beliebige Funktion y(£) kann (mit für uns unwesentlichen 
Einschränkungen) als Reihe 


y(E) = Zn) (17) 
dargestellt werden, worin 
+ 
= [yiE) vl) de. (18) 


Wir wenden uns nun den Eigenschaften der TscHEBYSOHEFF-HERMITE- 
Dr Polynome (13) zu. Nach der Cauorxschen Formel kann die Ableitung 


I g ® als Integral über eine geschlossene Kurve in der komplexen 


de” 
Ebene dargestellt werden: 


ar n! er 
Be na en Neu a en 
lg mr um 


wobei die Kurve den Punkt £ einschließt. Daher erhalten wir aus (13) 


e®H nlE) == (— 1)" mer 


Setzen wirz=£ -—. t, so erhalten wir weiter 
1 1 er 
IH) = 4 [ ri (20) 
(der Integrationsweg schließt t = 0 ein). Aus letzter Formel folgt, daß 
et+2it — 53 HH, in, (21) 
n=0 n! 


d.h., e*+2t® ist die erzeugende Funktion von H,„(£). 
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Die erzeugende Funktion (21) gestattet die Ableitung einer wichtigen 
Rekursionsformel zwischen den TSCHEBYSCHEFF-HERMITEschen Polynomen. 
Dazu differenzieren wir (21) nach t: 


er +tde 2) = 3 — 


n=1 BR _- 77 7 


und bekommen 


Saar Sr 


(n — 1)! 
Fassen wir die Koeffizienten für gleiche Potenzen von t zusammen, so erhalten 
wir 

2£H,„(&) = H,+1(E) + 2nHn-ı(E). (23) 


Multiplizieren wir diese Formel mit & und wenden (23) noch einmal an, so er- 
halten wir 


2®H,e)=2@Rr +V)A,d)+Z S Hu.) + 2n(n — 1) Hn-2(&). (24) 


H,„(£) 1. (22) 


Wir multiplizieren nun die Gleichung (23) mit e”“’» und ersetzen in ihr die 
nicht normierten HerMmITeschen Polynome durch normierte (dazu multipli- 


zieren und dividieren wir in (23) jedesPolynom H,„ mit bzw. durch | 2" m! Yr) i 
Nach Kürzung der gemeinsamen Faktoren erhalten wir die Rekursionsformel 
für die Wellenfunktionen (15): 


Ey) = VI LE De En V3 nl). (26) 


Daraus bekommen wir das EN das in den $$ 47, 48 vorkam. Multipli- 
zieren wir (25) mit y,„(£), integrieren über £ und berücksichtigen die Ortho- 
gonalität und Normierung der Funktionen y, (16), dann erhalten wir 


[pmevz == Vr RR = Vz Öm, n-15 (26) 


was uns das Integral (48, 7) gibt. 

Auf ähnliche Weise können wir unter Benutzung von (25) und der Ortho- 
gonalität die Integrale einer jeden ganzen und positiven Potenz von £& be- 
rechnen. 


x 


Das Elektron im homogenen Magnetfeld 


Die Hamıtronfunktion (s. Anhang VI, Formel 6) hat bei der von uns vor- 
genommenen Wahl des Vektorpotentials X (57,1) die Form 


H 1 p2 p? 
= — <— _. 1 
u + ts) ++ a) 
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Daraus folgt 


a SE ee 
a Borna a rer 
dp ER: 
MER E 


ESSERR + gl ee ER 1 DE 43 
di ra c ı’ a 5 u’ d dp, 


(3) 
Daher ist 
pP, = const.= pl, Pp,= const. = pl), (4) 
a __elölfo,e 
Te ” ER e+-löly). (5) 
Setzen wir 
cp elö| 
r öl  uc” 
so erhalten wir 
2 
= ar, Y=asinwyt + b coswot (7) 
und daher 
. cp 
ud EU ES. 7m (8) 
Ferner ist 
ee RER. : :p 
ner, iölv=-mt 2 191 le sinae Fee Zr 
d.h. 
z = —acos wo + bsin wpE + %o- (10) 


Die Bewegung erfolgt auf einem Kreise: 


0 \2 
(en + (9 + Er) =a+ 


CP; 
eH 
ya? + bi. Die Bewegungsenergie hängt nicht von pl ab, diese Größe be- 
stimmt die Lage des Kreismittelpunktes. 

Die Parallelität dieser klasischen Berechnung mit der im $ 57 angeführten 
quantentheoretischen Berechnung ist offensichtlich. 


mit dem Mittelpunkt iner=xz, y=— und dem Halbmesser R = 
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ANHANG 
xI 
Die Jacogischen Koordinaten 


Nach den Transformationsformeln (104, 3) haben wir 


O8, Mg a 0£, . ö8, 
A 5 — 1; k = l; —— + 
0% ati 0x ı 02%, x | 1, () 
wobei j 
M, = 2 m (2) 


die Masse der ersten j Teilchen ist. Mit Hilfe von (1) und (2) finden wir 
Say _ 55 2. Sp SM, 
2, 02% = 2,2, ö£, (E79 = j=l 0£, k=1 9 
_zar lfm , 9 |_ I _% 
kol M, ae =) 


(3) 


d.h., wir erhalten die Formel (104, 9), die im Haupttext angeführt ist. Ähnlich 
errechnet sich der Operator der kinetischen Energie. Es genügt, den Operator 
x 1 O%y er d&, d&y 


D — a ON — 
VD DE mer BED, dm, Om 


.() 


zu berechnen. Dann finden wir mit Hilfe von (1) und (2) 
NıAIN N m Oy N m, O8 
D ‚= —— —— — nn ge Feen 
ey zZ 12,2, M,M; 0£,0&; je+ M, 0&,d8:-ı 
0:y N ı N N m2 O:y 
Ben ER WE —Ja Br! OR DEREN 5 
k=l N% | PN M,M; 08,08; @ 


uw le a 
mM Od "wm en} 08" EL 


Wie man leicht (durch Vertauschung der Reihenfolge der Summationen über 
k, j und j') erkennt, ist die erste Summe in (5) gleich Null. Die zweite Summe 
wird wie folgt transformiert: 


ar mi Or = L m. ty 


m, \ica MORE | Oi] searcı M} OR 
N-1 1 O:y N 1 O:y N-1 1 O:y 1 O?y 
= N ‚(6 
k=1 Mk+1 9% 2, M, 085 +2 Mj+1 08% Mo s; 
N-1/ 1] 1 O2 
+2, 67 =) d& 


XL DIE JACOBISCHEN KOORDINATEN 


d.h., es ist 
(7) 


wo u; die reduzierte Masse bezüglich des Schwerpunkts der ersten j Teilchen 
und des (j + 1)-ten Teilchens ist: 


(8) 


Berücksichtigen wir, daß 
Dy=(D,+D,+D)v; (9) 


so erhalten wir aus (7) die Formel (104, 4): 


1 3 N-ı 1 2 
Dy= 7 vhvV ae (10) 
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Frequenz, Bohrsche 151, 335 

—, Lurmor- 242f. 

Frequenzen, kombinierte 365 

Frequenzbedingung, Bohrsche 16, 203 

Funktion, antisymmetrische 458 

-, Delta- siehe Delta-Funktion 

-, Eigen- siehe Eigenfunktionen 

-, Hamilton- 592f. y 

-, konfluente hypergeometrische 326 

-, Kugel- 588 

-, normierte 39 

-, symmetrische 458 

—, Wiignersche 477 

Funktionen, orthogonale 78f. 

Funktionensysteme, Orthogonalität 79 

-, Orthonormalität 79 

-, Vollständigkeit 81 


Gas, Bose-Einstein- 480, 482 

-, Elektronen- siehe Elektronengas 

-, Entartungstemperatur 486 

-, Ferms-Dirac- 480, 482 

-, Nullpunktsenergie 483 

-, Spin- 543 

@eiger-N uttalleche Regel 401 

Gesamtdrehimpuls, Eigenschaften 246 ff. 

- eines Systems, Erhaltung 409 

Gesamtenergie, Operator 95 

Gesamtheit, Beschreibung durch Dichte- 
operator 159 . 

—, Bose-Einstein- 460 

-, Ferms-Dirac- 460 

-, gemischte 48f., 66, 159, 562 

-, Gibbssche (klassische) 159, 484 

-, reine 46, 49f., 159, 562 

-, statistische 46ff., 50 

-, Veränderung durch Messung 67 

-, vollständige 64 

-, zeitliche Änderung 564 

Gesamtresonanzbreite 324 

Geschwindigkeit, Gruppen- 27 

-, mittlere 108 

-, Phasen- 25 

Geschwindigkeitsoperator 116 

Geschwindigkeitspotential 108 

Gesetz, Boltzmannsches 482 

- der Aktion und Reaktion 410 

- der Erhaltung siehe Erhaltung 

Gewicht, statistisches 21 
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g-Faktor, Land£scher 288 

Gibbssche Gesamtheit 159, 484 

Gleichung, Bohrsche 186 

-, Eigenfanktionen 76 

—, Einsteinsche, des Photoeffekts 5, 373 

—, Newtonsche 121ff., 593 

— -, quantenmechanische 117 

-, Oszillator- 600 

-, Schrödinger- siehe Schrödingergleichung 

Gleichungen, de Brogliesche 24, 130 

-, Hamilton-Jacobische 126 

—, Hamiltonsche 592f., 594f. 

— -, quantenmechanische 115 

Grenzenergie 390 

Größe, physikalische, diskretes Spektrum 
78, 177 

- -, Mittelwert 563 

— -, Spektrum 563 

Größen, vollständiger Satz 64, 562 

Gruppengeschwindigkeit 27 

Gruppenzentrum siehe Zentrum der Wellen- 


gruppe 


Hakenmethode von Roshdestwenski 364 

Hamilton-Funktion 96f., 592f. 

Hamilton-Jacobische Gleichungen 126 

Hamilton-Operator 94ff., 96ff., 116 

- - des Elektrons im homogenen Magnet- 
feld 604 

- - eines Nukleonensystems 548 

-- eines Systems identischer Mikroteil- 
chen 453 

- - für die kräftefreie Bewegung 119 

- - für die Relativbewegung 413 

-- iin krummlinigen Koordinaten 596 

---in Polarkoordinaten 597 

- - zweimal gequantelter Systeme 474 

Hamiltonsche Gleichungen 115, 592ff. 
594f. 

harmonischer Oszillator 162 

Hauptquantenzahl 164, 188, 196 

- des Elektrons 183 

Hauptwert eines Integrals 292 

Heisenbergsche. Darstellung 151, 170, 352 

— Unbestimmtheitsrelationen 53 

— Vertauschungsrelation 87 

Helium, Austauschaufspaltung 499 

-, Grundzustand 493 

-, Ionisierungspotential 500 

-, Ortho- und Para- 491, 493, 498f. 

-, Spektralterme 494 
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Heliumatom 487ff. 

-, Energieniveaus 495ff. 

hermitesche Matrix siehe Matrix, hermi- 
tesche 

hermitescher Phasenoperator 155 

hermitesches Polynom siehe Tschebyscheff- 
Hermitesches. Polynom 

Hylleraas, Berechnung des H,-Moleküls 
527 

Hyperonen 459f. 


Identitätsprinzip 452, 565 

Impuls als Bewegungsintegral 119 

- eines Lichtquants 2 

—, Erhaltung siehe Impulssatz 

-, Gesamt- 409 

-, Teilchen- 42 

-, Unbestimmtheit 53 

-, Wahrscheinlichkeit für den 41ff. 

Impulsdarstellung 138 

Impulsfunktionen, Mittelwerte 44 

Impulsoperator 69, 87f., 116 

Impulssatz 3, 409, 424 

indirekte Messung 37 

Integral, Bewegungs- siehe Bewegungs- 
integral 

—, Dirichletsches 580 

-, Hauptwert 292 

Intensität der spontanen Emission 362 

- im Emissionsspektrum 356ff. 

Interferenz von Zuständen 50 

intramolekulare Dispersionskräfte siehe 
Dispersionskräfte 

Inversion 426 

-, Operator 426f. 

Ionen 526 

Ionenbindung 527, 530 

Ionisierung des Atoms 178f. 

- - - im starken elektrischen Feld 402 

Ionisierungsenergie 178f. 

- des Wasserstoffatoms 185 

Ionisierungspotential des Heliums 500 

Isospin 545f. 

- des Nukleons 547 

Isospinoperator 545f. 

Isospinraum 545 

Isospinvektor 545 

Isotope 505 


Jacobische Koordinaten 411, 606f. 
Janossy, Versuch von 35 


616 


Kausalitätsprinzip 100, 572 

Kern, magnetisches Moment 243 

Kernfeld, Abschirmung 196 

Kernmagneton (Bohrsches) 246, 534 

Kernspin bei zweiatomigen Molekülen 534 

Kernzahl, effektive 195 

kinetische Energie, Operator 94, 412 

klassische Mechanik, Anwendbarkeit 123, 
130 

Knoten 165 

Knotenfläche 189 

Knotenpunkt 189 

Koeffizient der atomaren Polarisierbarkeit 
357, 533 

-, Clebsch-Gordan- 421ff. 

-, Durchlässigkeits- 385 ff. 

Kombinationsfrequenzen 365 

Kombinationsprinzip, Ritzsches 16, 350 

kombinierte Streuung 364 i 

- -, Temperaturabhängigkeit 367 

- -, rote Komponente 367 

- -, violette Komponente 367 

kommutativ 72 

Kommutator 80 

Komplementaritätsprinzip 570f., 576 

Konfiguration, Elektronen- 508ff. 

Konfigurationsraum 406 

Konfigurationswahrscheinlichkeit 408 

Konstante, Boltzmannsche 21, 205 

—, Plancksche 1 

kontinuierliches Spektrum 198 

- - einer physikalischen Größe 78 

Koordinaten, direkte Messung 37 

-, indirekte Messung 59 

-, Jacobische 411, 606f. 

-, Normal- 162 

-, Teilchen-, Bestimmung 56, 58ff., 61, 63 

-, Unbestimmtheit 53 

Koordinatendarstellung 138 

Koordinatenfunktionen, Mittelwerte 44ff. 

Koordinatenoperator 87f. j 

Kopenhagener Schule 570f. 

Korrespondenzprinzip 348 ff, 365 

-, moderne Fassung 351 

Kräfte, chemische, Natur 527£. 

Kräfte, Dispersions- 530ff., 533 

-, Valenz- 529 

—, van der Waalssche 531 

Kraftoperator 117 

Kugelflächenfunktionen, Differential- 
gleichung 91. 


Kugelfunktionen 588 
Kusnezow, philosophische Bedeutung des 
Korrespondenzprinzips 351 


Ladung des Elektrons 197 

Ladungsdublett 545 

Ladungsraum 545 

Laguerresches Polynom 184 » 

Landau, Diamagnetismus des Elektronen- 
gases 223 

Land£scher g-Faktor 288 

Laplacescher Operator 91 

Larmor-Frequenz 242f. 

Lebensdauer eines Zustandes 398 

Legendresches Polynom 92, 591 

Leitungselektronen 539 

Lenin, Krise der modernen bürgerlichen 
Philosophie 569 ff. - 

Leuchtelektron, Auswahlregeln 353 

Licht, Absorption und Emission 340ff. 

-, Absorptionskoeffizient 345 

-, Absorptionswahrscheinlichkeit 338, 345 

-, Brechung 357f. 

-, Emission durch atomare Systeme 340ff. 

-, Quantentheorie 1f., 186 

-, Streuung 357ff. 

- -, in Kristallen 169 

Lichtquant 1 

-, Energie 1 

-, Impuls 2 

Lorentzkraft 97, 219, 340 

-, Operator 219 

Lukirski, Versuche von 391 

Lyman-Serie 185, 187 


Magnetfeld, Weisssches 539, 543 

magnetische Quantenzahl 188, 197 

— Suszeptibilität 538 

magnetisches Eigenmoment des Elektrons 
227 

— Moment, Atome 11ff., 198, 536 

— -, Atomkern 243 

- -, Elektron 227, 235 

-— -, Quantelung 198 

Magneton, Bohrsches 12, 199, 225, 246 

-, Kern- 246, 534 

Mandelstam und Landsberg, Versuche von 
367 

-, Vergleich von 51 

Massenabsorptionskoeffizient 379 

Massendichte, mittlere 107 
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Massenstromdichte, mittlere 107 

Matrix 140 

-, adjungierte 142 

— des elektrischen Momentes 343f. 

-, Diagonal- 141f. 

-, Diagonalelemente 141 

-, Dichte- 49, 157ff., 562 

-, Einheits- 141 

-, hermitesche 142 

-, konjugiert komplexe 142 

-, kontinuierliche 144f., 148 

-, selbstadjungierte 142 

-, Spin- 229 

-, Spur 154 

-, Stufen- 267 

-, transponierte 142 

-, Überführung in Diagonalform 270 

-, unitäre 154 

Matrixelement 140 

-, diagonales 140 

- eines Operators 141 

Matrixform der Schrödingergleichung 149 

Matrizen, antivertauschbare 229 

-, Rechnen mit 141ff. 

-, Spin-, Diracsche 228f. 

--, Vertauschungsrelationen 228 

Matrizenmechanik, Heisenbergsche 18 

Mazxwellsche Beziehung 357 

Maxuw::ll-Verteilung 486 

Mechanik, Analogie zur geometrischen 
Optik 130£f. 

mechanisches Moment des Atoms 199 

— - des Elektrons 225 

Mehrkörperproblem 405f. 

-, Anwendungen 428ff. 

Mendelejew, Periodensystem der Elemente 
504 

Mesonen, Beugung 33 

-, n- 567 

-, #- 567 

meßbar, gleichzeitig 85f., 167, 248 

Messungen, direkte 37, 42 

-, gleichzeitige 85f., 167, 248 

-, indirekte 37 

-, unvereinbare 86 

-, vollständige 64 

Meßvorrichtung, klassische (makro- 
skopische) 64 

-, Rolle 63ff. 

-, Wesen 68 

metastabile Zustände 372 
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metastabile Zustände des Ortho-Heliums 
493 » 

Methode, Heisenbergsche, der Operator- 
darstellung 151 

- von Fock 513 

- von Rabi 243 

-von Ritz 513f. 

Mikrosysteme, Diskontinuität 11 

Mikroteilchen, Beugung 29ff., 34 

-, Identitätsprinzip 452 

Millikan, Versuch von 5 

Mittelwert physikalischer Größen 73ff., 
146ff. 

- - -, Bestimmung 146ff., 148 

- - -, Definition 44, 563 

- der Impulsfunktionen 44ff. 

— der Koordinatenfunktionen 44ff. 

-, zeitliche Ableitung 114 

mittlere Geschwindigkeit 108 

— Massendichte 107 

— Massenstromdichte 107 

— Teilchendichte 106 

mittlerer Teilchenstrom durch die Flächen- 
einheit 106 

mittleres Schwankungsquadrat 47, 53, 75, 
124 

Modell, optisches 321 

modulierte Welle, stehende 211 

Molekül, homöopolares 515, 527 

-, Rotation 200 

-, Schwingungen 202 

-, Wasserstoff- siehe Wasserstoffmolekül 

-, zweiatomiges, Dissoziationsenergie 
203 

— -, Energieniveaus 199ff. 

- -, Kernspin 534ff. 

- -, Rotationsenergie 202 

— -, Rotationsniveaus 204 

— -, Rotationsquant 203 

— -, Schrödingergleichung 200 

- -, Schwingungsniveaus 204 

- -, Schwingungsquant 203 

- -, spezifische Wärme 205f. 

Molekülbildung öl5ff. 

Molekülspektren 203 ff. 

Moment, elektrisches, Matrix 343 

-, magnetisches siehe magnetisches Mo- 
ment 

-, mechanisches siehe mechanisches Mo- 
ment 

-, Quadrupol-, des Atoms 370f. 
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Multiplettstruktur der Spektren 226, 252, 
284, 488 
Multiplizität von Spektrallinien 251, 253 


Näherung, Bornsche 302 

-, quasiklassische 133ff. 

Nebenquantenzahl 188, 196 

Neutrino 567 

Neutron 505 

-, Beugung 32 

-, Streuung an Protonen 551 

Newtonsche Gleichungen 116f., 121 ff., 593 

- -, quantenmechanische 117 

nichtkommutativ 72 

Niveau, Breite 398 

-, Energie- 161 

-, virtuelles, des Deuterons 552 

Niveaus, entartete, Aufspaltung durch 
Störung 265 

-, quasistationäre 395 


.-, System von 177 


Niveauschema des Wasserstoffatoms 185 
Normalkoordinaten 162, 431 

normierte Funktion 39 

Normierung 39 

Normierungsbedingung 39 

- für kontinuierliches Spektrum 584 
Nukleonen 544f, 

-, elastische Streuung 552£. 

-, Streuung 551 

Nukleonenfelder 568 

Nukleonensystem, Hamisltonoperator 548 
-, Zustände 548 

Nullpunktsenergie 167 

- eines Gases 483 
Nullpunktsschwingungen 169 


Operator 70 

-, Darstellungsmöglichkeiten 139£. 

— der Gesamtenergie 95 

- der Hamiltonfunktion % 

- der Inversion 426f. 

- der kinetischen Energie 94, 412 

- der Kraftkomponenten 117 

- der Lorentzkraft 219 

- der potentiellen Energie 95f. 

-der Projektion des Drehimpulses auf 
eine Achse 89f. 

- der relativen Teilchenbewegung 412 

- der Teilchenvertauschung 453 

- der Translation in der Zeit 101 


Operator des Elektronenspins 228ff. 
- des Gesamtdrehimpulses 246ff. 

- des Quadrats des Drehimpulses 90 
-, Dichte- 157 

-, Drehimpuls- 89 

--, Eigenfunktionen 420ff. 

-, Eigendifferential 584 

-, Eigenfunktionen 77 

-, Eigenwerte 77 

-, Elektronenspin- 228 

-, Energie- 94ff. 

-, Geschwindigkeits- 116 

-, Hamilton- Y6ff., 116 

-, Heisenbergsche Darstellung 151 
-, hermitescher 70 

-, Impuls- 69, 87£., 116 

-, Isospin- 545f. 

-, Koordinaten- 87{£. 

-, Laplacescher 91 

-, linearer 70 

-, linearer selbstadjungierter 69ff., 563 
—. Matrixelement 141 

-, Phasen- 155, 319 

-, selbstadjungierter 70, 78 

-, Verschiebungs- 102 

-, Vertauschungs- 565 


- -, Eigenwerte 457 

-, zeitliche Ableitung 112ff., 149 

Operatoren, hermitesche, Summe und 
Produkt 71 


-, Nichtvertauschbarkeit 72 

-, Vertauschbarkeit 73, 587 

Optik, geometrische, Analogie zur Me- 
chanik 130ff. 

-, Wellen-, Analogie zur Quantenmecha- 
nik 132 

optisches Modell 321 

Ordnungszahl 505 

Orthogonalität von Eigenfunktionen 80 

- von Funktionen 78 

Ortho-Helium 491, 493, 498. 

Orthonormalität 79 

Ortho-Wasserstoff 535 

Oszillator, anharmonischer 274ff. 

- -, Energieniveaus 275 

-, Auswahlregel für Strahlungsemission 
und -absorption 352 

—, eindimensionaler, in der Quanten- 
mechanik 162 

-, Energiedarstellung 169 

-, Energieniveaus 600 
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Oszillator, harmonischer 162ff., 600 
-, Potentialfunktion 165 

-, Wellenfunktion 164f. 

- -, Parität 164 

Oszillatoren, gekoppelte 432 
Oszillatorenstärke 358, 362 
Oszillatorgleichung 600 


Para-Helium 491, 493, 498f. 

Paralleloegramm, C’omptonsches 7 

Paramagnetismus der Atome mit einem 
Elektron 536 ff., 537 

Para-Wasserstoff 535 

Parität 427 

— der Oszillatorwellenfunktionen 164 

Päritätserhaltungssatz 426 

Partialbreite für elastische Streuung 324 

- für unelastische Streuung 324 

Partialquerschnitt 317 

- für elastische Streuung 320 

-, maximaler 318 

Pauli-Gleichung 235ff., 239 

--Prinzip 462ff., 465, 479, 488 

periodische Bahnen 175 

periodisches Feld 206#. 

'- System der Elemente 504ff., 512 

Periodizitätsbedingung 484 

Phasenanalyse 318 

Phasengeschwindigkeit 25 

Phasenoperator 319 

Photoeffekt siehe photoelektrischer Effekt 

photoelektrische Emission 378 

photoelektrischer Effekt 4ff., 372ff. 

-- an Atomen 5 

—-, Einsteinsche Gleichungen 5, 372ff. 

- -, Winkelverteilung 378 

Photon 2 

-, „ephemeres‘“ 568 

Photoplatte, idealisierte 58 

physikalische Größe, siehe Größe, physika- 
lische 

Plancksche Formel 23, 486 

— Konstante 1 

Plancksches Gesetz 23 

Poisson-Klammer in der klassischen Me- 
chanik 114, 159 

- -inder Quantenmechanik 114, 150, 159, 
217, 564, 593, 596f. 

Polarisation bei der Streuung 556ff. 

- des Atoms 279 

- des Vakuums 569 
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Polarisationsvektor 458 

Polarisierbarkeit 279 

-, Koeffizient der atomaren 357, 533 

Polynome, Laguerresche 184 

—, Legendresche 92, 591 

—, Tschebyscheff-Hermitesche 601 

- - -, normierte 602 

Postulate, Bohrsche 15f. 

Potential, Geschwindigkeits- 108 

Potentialfeld, periodisches 206 

Potentialfunktion des Oszillators 165 

Potentialmulde 395, 398f. 

Potentialschwelle 381 ff. 

-, dreidimensionale 392 

Potentialstreuung 324 

Potentialtopf 398. 

potentielle Energie des Elektrons im Cou- 
lombfeld 173 

Prinzip der Teilchenidentität 452, 565 

— der Zustandsüberlagerungen 39 

— des detaillierten Gleichgewichts 480 

-, Kausalitäts- 100 

-, Komplementaritäts- 570f., 576 

-, Korrespondenz- 348ff., 365 

—-, moderne Fassung 351 

-, Pauli- 462ff., 465, 479, 488 

Protonen, Streuung von Neutronen an 551 


Quadrupolmoment des Atoms 370f. 

Quadrupolstrahlung 368 ff. 

Quant, Licht- 1 

Quantelung des Feldes 476 

— des magnetischen Moments 198 

-, räumliche 12 

-, zweite 470, 474f., 478 

Quantenerscheinung 8 

Quantenfeldtheorie 478, 569 

Quantenmechanik, Analogie zur Wellen- 
optik 132 

-, Anwendbarkeitsgrenzen 566 

—, Aufgaben 562ff. 

— des Atoms siehe Atommechanik 

-, fundamentale Sätze 566 

-, Grundbegriffe 562ff. 

-, Reversibilität 157 

quantenmechanische Übergänge 328ff., 
478 

--, Wahrscheinlichkeit 331 

Quantenniveau 161 

Quantentheorie des Lichts 1f., 186 

-, elementare, der Strahlung 18ff. 
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Quantenzahl, Bahn- 188 

— -, Auswahlregel 355 

-, Haupt- 164, 188, 196 

- -, Elektron 183 

-, magnetische 188, 197 

-, Neben- 184, 188, 196 

-, Radial- 189 
quasiklassische Näherung 133ff. 
quasistationäre Niveaus 395 
— Zustände 262, 392ff. 

— -, Breite 398 
Quasiwahrscheinlichkeit 160 


Rabi, Methode von 243 

Radialquantenzahl 189, 196 

Raman-Effekt 364 ff. 

Rayleigh-Jeans, Formel von 22f., 486 

Rayleighsche Streuung 6 

Rayleighscher Bereich (schwarze Strah- 
lung) 23 

Reaktion, Gesetz von Aktion und 410 

Reaktionsbreite 324 

Reduktion des Wellenpakets 66f., 102 

Reflexionskoeffizient 385 

Renormierung 569 

Resopanzbreite, Gesamt- 324 

Resonanzcharakter von Übergängen 333 

Resonanzstreuung 323. 

Reversibilität in der Quantenmechanik 
157, 425 

Ritz, Methode von 513f. 

Ritzsches Kombinationsprinzip 16, 350 

Röntgenstrahlen, Beugung 30f. 

Roshdestwenski, Hakenmethode 364 

Rotation, Einfrieren 205f. 

-, spezifische Wärme 205f. 

Rotationsbande 204 

Rückführung siehe Reduktion 

Rutherford-Formel 311f. 

Rydberg-Konstante 186, 429 


Säkulargleichung 264 

Satz physikalischer Größen, vollständiger 
64f., 562 

Schale, X- 506 

Schale, L- und M- 507 

Schale, N- 507, 511 

Schale, O- und P- 511 

Schrödingergleichung 100ff., 
130, 595 

- - für die Radialfunktion 173 


101, 113, 


Schrödingergleichung für stationäre Zu- 
stände 110 

--in kartesischen Koordinaten 595 

--inkrummlinigenKoordinatensystemen 
596 

--in Matrixform 149 

--in Polarkoordinaten 597 

--, Zusammenhang mit den Hamilton- 
Jacobischen Gleichungen 126ff. 

Schwankung 53 

Schwankungsquadrat, mittleres 47, 53ff., 
75, 124 

schwarze Strahlung 22, 486 

- -, Dichte 20 

—-, Rayleighscher Bereich 23 

—--, Wienscher Bereich 23 

Schwelle,Durchlässigkeitskoeffizient 385 ff. 

Schwerpunkt eines Teilchensystems, Be- 
wegung 411ff. 

Schwerpunktsatz 410 

Schwingungen von Mikroteilchensystemen 
kleiner Amplitude 431 

-, Einfrieren 205 

Schwingungsbanden 204 

selbstadjungiert 70, 142 

Selbstionisation 402 

-, Wahrscheinlichkeit 404 

Seltsamkeit 560 

Serie siehe Spektralserie 

Shdanow, Versuch von 58 

Singulett 255 

Spektralanalysator von Quantengesamt- 
heiten 68 

Spektrallinien, Aufspaltung im elektri- 
schen Feld 276ff. 

-, Aufspaltung im Magnetfeld 226, 238 

-, Aufspaltung im schwachen Magnetfeld 
284ff., 289. 

Spektralserie 186 

-, Balmer- 185, 187 

—, Brackett- 185, 187 

—, Lyman- 185, 187 

-, Pfund- 185 

--, Ritz-Paschen- 185 

Spektralterme 16, 186 

- des Heliums 494 

Spektrum, Banden- 204 

- einer physikalischen Größe 78, 563 

- - - -, Bestimmung 146ff. 

- - - -, diskretes 78, 177 

— - - -, kontinuierliches 78, 178 
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Spektrum, Emissions-, Intensität 356ff. 

-, Energie- 161 

-, Feinstruktur 251ff., 284 

-, kontinuierliches, Störungsenergie 290, 
292 

-, Molekül- 203 ff. 

-, Multiplettstruktur 226, 251f., 284, 488 

spezifische Wärme der Rotation 205f. 

Spin, Bewegung im variablen Magnetfeld 
243 

-, Elektronen- 225ff. 

-, Formeln für die Quantelung 231 

Spinfunktionen 232f. 

Spingas 543 

Spinmatrizen 229 

Spinmoment 225 

Spinvariable 232 

Spinwelle 542 

spontane Emission 339 

— -, Einsteinscher Koeffizient 346 

— -, Intensit&t 362 

- -, Wahrscheinlichkeit 346 

— Wahrscheinlichkeit 19 

spontaner Übergang 19 

Spur einer Matrix 154 

Starkeffekt 276, 403 

stationäre Zustände 109f., 149, 161, 438ff.., 
443ff. 

— -, Schrödingergleichung 110 

Statistik, Bose-Einstein- 460, 484 

-, Fermi-Dirac- 460, 484 

-, klassische 484 

-, Quanten- 484 

statistisches Gewicht 21 

‚Stern und Estermann, Versuche von 32 

Stern und Gerlach, Versuche von 11ff., 
225f., 241, 243, 438, 440 

Störung 256 

- bei bestehender Entartung 263 

- bei fehlender Entartung 259 

Störungsenergie 256f. 

-, kontinuierliches Spektrum 292 

Störungstheorie 256ff. 

-, Anwendungen 274ff. 

-, erste Näherung 307 

- für kontinuierliches Spektrum 290ff. 

Stöße 2f., 297£f. 

-, elastische 297 

-, Elektronen- 5ff. 

-, Theorie 297 ff. 

-, unelastische 297 


621 


SACHREGISTER 


Stöße, unelastische, totaler Wirkungsquer- 
schnitt 298 

--, von Elektronen an Atomen 443 

— zweiter Art 297 

- zwischen Nukleonen 553 ff. 

Stoßansatz 481, 484 

StoBparameter 299f. 

Stoßwahrscheinlichkeit 480 

Stoßzahl, mittlere 481 

Strahlung, Bestimmungsstücke 18 

-, Dipol- 351 

—-, Auswahlregeln 351 

-, elementare Quantentheorie 18#. 

-, kombinierte 365f. 

- -, rote Komponente 366f. 

- -, violette Komponente 365f. 

-, Quadrupol- 368ff. 

-, schwarze siehe schwarze Strahlung 

Strahlungsdichte 20f. 

Strahlungsformel, Plancksche 23, 486 

Strahlungstheorie, Einsteinsche 18, 338, 
340, 345, 351 

Strangeness 560 

Streuformel, Rutherfordsche 312 

Streumatrix 319f. 

Streuung (Schwankung) 53 

“ Streuung 320 

-, anomale, von Alpha-Teilchen 126 

-, Berechnung nach Born 302 

—, Beugungs- 321f. 

-, elastische 302 

--, durch Atome 307 

- -, differentieller Wirkungsquersehnitt 
317 

--, Partialbreite 324 

--, Partialquerschnitt 320 

- -, von Nukleonen 552f. 

—-, von schnellen geladenen Teilchen 307 

-, exakte Theorie 314 

-im Atomfeld 125 

-im Coulombfeld 325f. 

-, kohärente 358 

-, kombinierte 364ff. 

-, nn- 554 

-, 2- 317 

-, pn- 554 

-, pp- 553 

-, Polarisation bei 556f. 

-, Rayleighsche 6 

-, Resonanz- 323f. 
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